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PRÉFACE 


Ce  second  volume  traite  des  équations  et  des  formes  quadratiques 
binaires  et  aussi  des  nombres  quadratiques. 

J'ai  dû  m'attacher  à  ne  pas  augmenter  ses  dimensions  déjà  bien 
grandes.  En  particulier  j'ai  laissé  de  côté  les  innombrables 
petites  questions  d'analyse  diophantienne  qui  se  rapportent  à 
ces  théories,  questions  souvent  difficiles,  mais  la  plupart  du  temps 
sans  grande  portée.  J'en  ai  donné  seulement  quelques  unes  comme 
exercices.  J'ai  supprimé  un  chapitre  sur  les  lois  de  réciprocité 
dans  les  corps  quadratiques  que  j'avais  d'abord  introduit  dans 
ce  volume  mais  qui  trouvera  aussi  bien  sa  place  dans  un  volume 
suivant. 

Je  fais  usage  pour  les  formes  de  la  notation  de  Lagrange  reprise 
par  Kronecker  à  savoir  :  ax'^  4-  hxy  +  cy^,  au  lieu  de  celle, 
malencontreusement  introduite  par  Gauss,  ax^  4-  2bxy  -+-  cy^.  Par 
l'introduction  dans  les  calculs  d'un  nombre  0  égal,  tantôt  à  zéro, 
tantôt  à  un  ;  j'arrive  d'une  façon  que  je  crois  satisfaisante,  à 
traiter  ensemble  les  deux  cas  de  b  pair  et  b  impair,  sans  avoir  à 
faire  la  distinction  incessante  et  insupportable  entre  formes  pro- 
prement et  improprement  primitives  de  Gauss 

Je  renouvelle  à  l'occasion  de  ce  second  volume  mes  remer- 
ciements à  M.  Hermann  qui  a  bien  voulu  se  charger  de  sa 
publication  sans  en  attendre,   plus  que  moi,  un  profit  quelconque. 

Mes  remerciements  aussi  à  M.  Pomey  qui  a  bien  voulu  m'aider 
à  revoir  les  épreuves. 

Et  enfin  je  dois  dire  que  c'est  grâce  aune  subvention  de  la  Caisse 
des  Recherches  scientifiques  que  cette  publication  a  été  rendue 
possible.  Que  le  conseil  d'administration  de  cette  Caisse  et,  en 
particulier,  M.  Kœnigs,  dont  le  rapport  a  entraîné  l'adhésion  de 
ses  collègues,  reçoivent  ici  l'expression  de  ma  gratitude. 

E.  Cahen. 


ERRATA  ET  ADDlTfONS   AU   PREMIER   VOLUME 


Le  lecteur  est  prié  de  corriger  e(Tectivemenl  ces  errata  et  d'opérer  ces 
additions,  car  dans  les  renvois  relatifs  au  premier  volume,  il  sera  tou- 
jours supposé  que  cela  a  été  fait. 

Page    I    note  :  Ajouter  «  R.  Dbdbkind  Was  sind  und  sollen  die  Zahlen? 
3"  édition  Braunschweig  rgii  (i"""  éd.  1887)  o. 

3  dernière  ligne  de  la  note.  Au  lieu  de  «  Voir  la  note  »  lire 
«  Voir  la  deuxième  note  ». 

20  ligne  3  à  partir  d'en  bas.  Au  lieu  de  «théorème  3i  »  lire 
«  théorème  du  n°  3 1  » . 

33    ligne  17.  Au  lieu  de  «  le  »  lire  «  la  ». 

33  Ajouter  à  la  note  :  «  S. S.  Buckmann  An  octaval  instead  of  a  dé- 
cimal System.  Oxford,  and  London  1909  ». 

42    ligne  6.  Au  lieu  de  «  prolongé  »  lire  «  prolongée  ». 

49  ligne  I  de  la  note  II.  Supprimer  le  trait  d'union  entre  les  mots 
Hermann  et  Schubert. 

49  note  du  bas  de  la  page.  Supprimer  le  point  après  le  mot 
«  System  ». 

57  ligne  10  et  suivantes.  Modifier  la  définition  du  reste  négatif 
de  la  façon  suivante  :  On  appelle,  de  même,  dans  le  cas  oii 
a  n'est  pas  divisible  par  5,  reste  négatif 

57  entre  la  ligne  16  et  la  ligne  17  ajouter  :  Dans  le  cas  où  a  est 
divisible  par  b  il  n'y  a  pas  de  reste  négatif. 

63    ligne  14.  Au  lieu  de  «  retse  n  lire  «  reste  » 

67   A  la  fin  du  n°  102  ajouter  le  théorème  suivant  : 
THiORÈHB  e  étant  premier  à  6,  on  a  : 

D{ae.  b)  =  D(a,  b) 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ce  théorème. 
Il  devient  évident  après  le  n° 401.  Il  peut  servir  à  simnlif  ier  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  entiers  en 
divisant,  chaque  fois  que  c'est  possible,  l'un  des  deux  termes 
de  l'une  des  divisions  qu'on  a  à  effectuer,  par  un  entisr  premier 
avec  l'autre. 


V.II  ERRATA    ET    ADDITIONS    AL'    PREMIER    VOLUME 

Page  7.')  Ajouter  l'exercice  suivant  :  Soient  ai,  a-2,  ...  an  des  entiers. 
En  appelant  P*  le  produit  des  CJ  plus  grands  communs 
diviseurs  des  combinaisons  k  à  /{  de  ces  entieas,  démontrer 
que 

M(ai.  «j,  ...  a„)  =  pV 

rîTi  ... 

{Lbbbsgub.  Introduction  à  la  Théorie  da  nombres,  Paris,  1862). 

86    ligne  i5,  auhen   de  ^,„^„,  lire  j^—  • 

88    ligne  8,  devant  la  première  note,  mettre  le  numéro  I. 
loG    ligne  11  à  partir  d'en  bas,  au  lieu  de  «  K'  »  lire  «  K  ». 

ligne  /|  à  partir  d'en  bas,  au  lieu  de  «  que  »  lire  «  qui  ». 
108    quatre  fois  dans  la  page,  au  lieu  de  «  exclus  »  lire  «  exclu  ». 
1 12    ligne  12  à  partir  d'en  bas,  au  lieu  de  »  (4)  »  lire  t  (5)  ». 
112    en  bas  de  la  page,  ajouter  :  «  d'ailleurs  ceci  ne  suppose  pas 
que  les  valeurs  envisagées  de  X,  jji,  ...  p  soient  entières  ». 

125  ligne  8  au  lieu  de  «  les  entiers  »,  lire  «  des  entiers  ». 

126  la  ligne  3  doit  se  lire  :  «  (—  i)I(«i.»i.-»'')+  l(/i.''2.  •••/»)  »• 
126    ligne  16  à  partir  d'en  bas,  au  lieu  de  «  (—  1)^+-'  »  lire 

„  (_  i)t+y„, 

140  ligne  I  de  la  note,  au  lieu  de  <(  Unterderminanten  >  lire  «  Un- 
terdeterminanten  ». 

i46    ligne  5,  supprimer  le  signe  =. 

i49  Ajouter  en  note  au  titre  du  n"  178:  Clbbsch,  Abhandl. 
d,  Kônig  Ges.  d.  Wissench.  zu  Gôttingen,  t.  17  (1872)  Math. 
Classe,  p.  S. 

i54  ligne  n  du  n°  180,  supprimer  la  virgule  et  fermer  la  pa- 
renthèse après  le  mot  «  seule  ». 

1  )8   Ajouter  l'exercice  suivant  :  V.  Démontrer  l'égalité 


1  Uij  -h  ixbij  \  =  \àij\\  bij 


Pour  )>  =  I,  fi  =  G,  on  retrouve  le  théorème  i  du  n°  71 

(F.  SiACCi  Ann.  Math  pw.  e.  appHc,  2*=  série,  t.  5  (1871- 
1873),  p.  296. 
166.    ligne  3  à  partir  du  bas,  au  lieu  de  «  second  membre  »   lire 

«  seconds  membres  ». 
i(^  i    en  note,  au  lieu  de  «  Frœbenius  »  lire  «  Frobenius  »  Id.  p.  174, 

269,  275,  277,  279,  3ii,  3i5,  346,  357,  363. 
181    lignes  II   et  12,  au  lieu    de  «Voir  n"  212  »   lire   «Voir 

n«  309  III  ». 


ERRATA  ET  ADDITIONS  AU  PREMIER  VOLUME  IX 

Page  198    ligne  22  après  le  mot  «  substitutions  »  ajouter  le  mot  «  réver- 
sibles ». 
2'i8    n°  266  au  lieu  de  •  représentation  propre  et  représentation 
impropre  »  lire  «  représentation  primitive  et  représentation 
non  primitive  ». 
232    n°271      Id.       \ 

235  n»  275      Id.      (  Voir  la  note  du  n»  152  de  ce  tome. 

236  n»276      Id.      ) 

255  ligne  16  au  lieu  de  «  o„  est  le  plus  petit  entier  »  lire  «  o„  est 
le  plus  petit  entier  positif  ». 

260  dans  le  problème  du  n"  295  supprimer  la  première  phrase 
après  l'énoncé. 

268  Entre  la  i4c  et  la  i5c  ligne,  ajouter  :  «  On  peut  supposer^  a„^o 
car  par  un  changement  de  notation  n'importe  quel  coeffi- 
cient peut  devenir  a„  ». 

268  ligne  6  à  partir  du  bas,  au  lieu  de  «  <  »  lire  «  <  »  et  ajouter 
la  phrase  suivante  :  «  Le  coefficient  dexiyi  a  ainsi  diminué 
en  restant  positif.  (On  ne  peut  avoir  o  =  a/.i  +  qan  puisque 
flft,  n'est  pas  divisible  par  au)  ». 

273  A  l'énoncé  du  problème  du  n»  306  ajouter  en  note  :  «  A  Voss, 
Gôtt  Nachr.,  1887,  p.  424  "• 

273  ligne  9  à  partir  du  bas,  au  lieu  de  «  y  a  »  lire  «  y^  »• 

274  ligne  I  r  à  partir  du  bas,  au  lieu  de  «  (7)  »  lire  «  (8)  ». 

278  ligne  10  du  n"  309  au  lieu  de  «  Xi  »,  lire  «  Xi  »,  au  lieu  de 

«  i/i  »  lire  «  !/i'  ». 

279  Au  n°  309  ajouter  ce  qui  suit:  «  III.  La  considération  de  la 

réduction  d'une  forme  bilinéaire  permet  de  résoudre  la 
question  posée  au  n°  210.  Peut-on  former  tous  les  déter- 
minants égaux  à  +  I  par  le  procédé  indiqué  dans  ce  numéro? 
La  réponse  est  affirmative.  Eu  effet  considérons  un  tel  dé- 
terminant et  la  forme  bilinéaire  qui  lui  correspond.  On 
peut  réduire  cette  forme  à  la  forme  réduite  parfaite  qui  sera 
dans  ce  cas  Xi>ji  +  x^i/t  +  •••  +  xjjn.  dont  le  déterminant 
est  formé  d'élément  égaux  à  i,dans  la  diagonale  principale, 
et  à  o  aux  autres  places. 

Inversement  on  peut  passer  de  cette  forme  réduite  à  la 
forme  primitive  par  des  substitutions  linéaires  sur  les  x  et 
les  y  dont  on  sait  qu'elles  se  ramènent  à  des  substitutions 

^li  1 1  ^'i      Jk  1 1  Ji       ^h  I  ^h  +  a-i      //,  I  JA  +  yi- 

Or  ces  substitutions  correspondent,  pour  le  déterminant, 
à  des  échanges  ou  des  additions  de  lignes  ou  de  colonnes. 
Le  théorème  est  donc  démontré  b. 
3o4    ligne  i5,  au  lieu  de  «Supposons-le  vrai/)  lire  «  Supposons 
que  ce  soit  vrai  ». 


i  ERRATA    ET    ADDITIONS    AU    PREMIER    VOLLME 

Page  3i  I    dernière  ligne  au  lieu  de  «  n  »  lire  »  m  ». 

3i3    ligne  4  au  lieu  de  «  x,  »  lire  «  x,  ». 

3i4  ligne  8  à  partir  d'en  bas,  au  lieu  de  «  a,,i  »  lire  «  a^i  »,  et  au 
lieu  de  <«  U  lire  «  a^^  +  i  » . 

3i4  en  bas  de  la  page,  ajouter  :  «  Cas  particulier.  Supposons  le 
nombre  des  formes  égal  à  celui  des  vaiiables,  leur  déter- 
minant D  ;zf  o.  et  m  B3  D.  Le  nombre  trouvé  plus  haut  se 
réduit  alors  à  D'~'  ». 

34t    ligne  7  à  partir  d'en  bas,  au  lieu  de  «  B  »  lire  <<  B  ». 

35 1    ligne  18  au  lieu  de  «  n"  402  »  lire  «  n^  403  ». 

376    ligne  1 1  au  lieu  de  «  7»  »  lire  «  7*  ». 

392    ligne  3  à  partir  d'en  bas,  au  lieu  de  «  (n)  »  lire  «  (f{n)  ». 

400  Ajouter  les  exercices  suivants  :  VII.  Etant  donné  <f(m)  cal- 
culer m.  Le  problème  a  un  nombre  limité  de  solutions. 
M.  Carmichaël  a  donné  une  table  des  valeurs  de  m  corres- 
pondant aux  valeurs  de  <p(m),  jusqu'à  t?(m)  ■»  looo  {Americ. 
Journ.  of  Math.,  t.  3o  (1908)  p.  394). 

VIII.  Tout  nombre  rationnel  peut  se  mettre,  et  d'une 
seule  façon  sous  la  forme  : 


"(■-;)"(■-;/••■(- rf 


p,  q,  ...  s  étant  des  facteurs  premiers  différents,  a,  ^,  ...  Z 
des  exposants  entiers,  n  un  entier  ne  contenant  aucun  des 
facteurs  p,q,  ...s. 

IX  Le  rapport  ^-  ne  dépend  que  des  facteurs  premiers 

de  m.  Reconnaître  si  un  nombre  rationnel  donné  est  une 

valeur  de  -^— -  et  calculer  les  facteurs  premiers  de  m. 

X.  Généralisation  de  Vindicateur.  —  Soit  un  entier 
n  =  p°'çP  ...  et  soient  e„  e,  ..  e*  des  entiers  donnés.  On 
demande  le  nombre  des  entiers  h  de  la  suite  i,  a,  ...  n  qui 
sont  tels  que  h  -\-  e^,  h  -\-  e^,  ...  h  +  e*  soient  tous  premiers 
à  n.  [Réponse.  Soit  X  le  nombre  des  entiers  e,,  e„  ...  e*  in- 
congrus deux  à  deux  (mod  p),  soit  [i.  le  nombre  analogue 
pour  le  module  q  etc.;  le  nombre  cherché  est 

[p«-l(p_X)gP-l  (g  _,.)...]. 

{Lucas.  T.  J.  N.,t.  i,  Paris  1891,  p.  399). 

XI.  Le  nombre  de  façons  de  décomposer  un  entier  n  en 
un  produit  de  deux  facteurs  premiers  entre  eux  est  a'^"*,  X 
étant  le  nombre  des  facteurs  premiers  distincts  de  n. 
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(TOME  SECOND) 

LE   SECOND   DEGRÉ   BINAIRE 


CHAPITRE  PREMIER 


ENTIER   AYANT   DES   RESTES    DONNÉS 

PAR     RAPPORT    A    DES    MODULES     DONNÉS. 

THÉORÈME    DE   FERMAT. 

RESTES  PAR  RAPPORT  A  UN  MODULE  PREMIER  DES 

PUISSANCES  SUCCESSIVES  D  UN  ENTIER. 

RACINES   PRIMITIVES.  INDICES. 


1.  —  Gomme  son  titre  l'indique,  le  présent  volume  doit  être 
consacré  principalement  au  second  degré  binaire,  analyse  dio- 
phantienne  et  formes.  Nous  le  ferons  néanmoins  précéder  de  deux 
chapitres  où  seront  exposées  certaines  notions  d'un  usage  constant 
dans  toute  la  Théorie  des  nombres. 

Voici  d'abord  un  problème  dont  les  applications  sont  fréquentes  : 
Problème.  —  Déterminer  l'entier  x  satisfaisant  à  : 

ac  ^  /j  (mod  m^) 
X  ^  li  (mod  mj) 


X  ^In  (mod  m„) 

les  l  et  les  m  étant  des  entiers  donnés. 

Cette  question  est  un  cas  particulier  du  problème  de  la  résolution 
d'un  système  de  congruences  traité  dans  le  tome  I  de  cet  ouvrage. 

Caben.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  I 


2  THEORIE    DES    NOMBRES 

On  peut  la  traiter  directement  de  la  façon  suivante  :  On  tire  de 
la  première  congruence 

X  =  l^  -h  m^^    . 

^  étant  un  entier  arbitraire.  Portant  cette  valeur  de  x  dans  la 
seconde  congruence,  on  obtient  une  congruence  du  premier  degré 
en  ^.  Si  elle  est  impossible  le  système  proposé  est  impossible.  Si 
elle  est  possible  elle  donne  ç  en  fonction  linéaire  d'un  nouvel 
entier  arbitraire;  on  portera  cette  expression  dans  la  troisième 
congruence  et  ainsi  de  suite. 

Forme  de  la  solution  générale.  —  Supposons  le  système 
possible  ;  soit  x^  une  solution  particulière.  Le  système  peut 
s'écrire  : 

X  ^  Xq  (mod  m^) 

X  ^  x^  (mod'  mj) 


X  ^  X,  (mod  m„) 

Il  exprime  que  x  —  x^  est  divisible  à  la  fois  par  Wj,  mi,  ...  m„. 
La  solution  générale  est  donc 

X  =  Xq  -\-  MX 

M  étant  le  plus  petit  commun  multiple  de /Mj,  /Hj,  ...  m„  et  ).  un 
entier  arbitraire. 

Cas  particulier  où  les  modules  sont  premiers  entre  eux 
deux  à  deux.  —  Dans  ce  cas  le  système  est  possible.  En  effet, 
on  peut  en  trouver  une  solution  par  la  méthode  suivante.  Déter- 
minons des  entiers  a^  a^,  ...  a„  par  les  conditions  : 

Wt^is  ...  nijifii  ^  î  (mod  m,) 
m^rn3  ...  /n„a2  ^  l  (mod  m^) 


m^rrii  ...  m„_,a„  ^  i  (mod  m„) 

Ces  congruences  sont  toutes  possibles,  car  dans  chacune  d'elles 
le  coefficient  de  l'inconnue  est  premier  au  module.  Ensuite  pre- 
nons un  entier  Xq  satisfaisant  à 

.Tq  ^  m^mi  ...  m^/jOi  H-  rniVis  ...  mjiai  ...  -t- 
m^m^  ...  m„_j/„a„  (mod  m^m2  ...  m„). 


THÉORÈME   DE   FERMAT  3 

C'est  une  solution  particulière  du  système  proposé,  comme  on 
le  voit  immédiatement. 

Ayant  cette  solution  particulière,  on  a  la  solution  générale  qui 
est 

Xq  +  m,mj  ...  m„X 

car  le  plus  petit  commun  multiple  de  m,,  m 2,  ...  rrin  est  ici  égal  à 
leur  produit. 

Condition  de  possibilité  dans  le  cas  général.  —  Cette  con- 
dition se  tire  du  résultat  du  n°  336  du  tome  1.  Ici  p  >>  n,  sauf  le 
cas  ou  n  =  i,  mais  dans  ce  cas  le  problème  n'existe  pour  ainsi 
dire  pas. 

Il  faut  d'abord  réduire  toutes  les  congruences  au  même  module 
ce  qui  donne  ; 


M  M  , 

—  x^  —  i, 
m^  m,    ' 

M  M  , 

^2  m,      \  (mod  M) 


M  M  , 

m.  m„ 


Il  n'y  a  qu'un  e  qui  est  égal  à  D  ( ^,  ~,  ...  — -)  c'est-à-dire  à 

I.  Il  y  a  deux  s,  à  savoir  Si  ==  i  eV^n  qui  est  le  plus  grand  commun 

j.  .           ,     n  (n  —  1)  .        MM.,       ....  ,.  .      /     s 

diviseur  des  -'  expressions  —  •  —  (/« — /,).  La  condition (20) 

est  remplie,  et  la  condition  (21)  est  que  le  plus  grand  commun 

MM 

diviseur  des  quantités  —    —  (A  —  /,)  doit  être  divisible  par  M  ou, 

t  J 

ce  qui  revient  au  même,  que  toutes  les  quantités  -^ ~  doivent 

être  entières. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ce  résultat 
directement. 

2.  Théorème  de  Fermât  (*)  ic  énoncé.  — p  étant  un  nombre 

(^)  Enoncé  par  Fermât  :  lettre  à  Frénicle  18  octobre  i64o.  Voir  Œuv.  de 
Fermât,  publiées  par  P.  Tannery  et  Gh.  Henry,  t.  II,  Paris  1894,  p.  209. 
Démontré  pour  la  première  fois  par  Euler.  Comm.  Ac.  Petrop..  t.  VIII  (1736), 
édit.  17/ii,  p.  i/ji. 
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premier  et  a  un  entier  non  divisible  par  p,  l'entier  a^~^  —  i   est 
divisible  par  p. 

En  effet,  si  l'on  considère  les  entiers  : 

(i)  o  a,  I  a,  2  a,  ...  (p  —  i)a 

ce  sont  p  termes  consécutifs  d'une  progression  arithmétique  de 
raison,  a  première  avec  p.  Ils  forment  donc  un  ensemble  complet 
(mod.  p)  (I,  3i5)  (').  Ils  sont  donc  congrus,  dans  l'ensemble  (=■) 
ceux  entiers  o,  i,  2,  ...  Pi-  D'ailleurs  c'est  le  premier  terme  de  la 
progression  (i)  qui  est  congru  à  zéro. 
Donc  les  entiers 

(2)  a,  20,  .i.  (p  —  i)a 

sont,  dans  l'ensemble,  congrus  aux  entiers. 

(3)  1,2,  ...p—i. 

On  en  déduit  que  le  produit  des  entiers  (2)  est  congru  au  pro- 
duit des  entiers  (3)  : 

1.2  ...  (p  —  i)aî'~*  ^  1 .  2  ...  (p  —  1)  (mod.p) 

et  en  divisant  les  deux  membres  par  1.2  ...  (p  —  i),  qui  est 
premier  à  p, 

aP~*  ^  1  (jnod.  p). 

2^  énoncé  du  théorème  de  Fermât  — p  étant  un  nombre  premier 
et  a  un  entier  quelconque,  l'entier  a?  —  a  est  divisible  par  p. 

En  effet  a?  —  a  =  (a''"'  —  i)  a. 

Si  le  second  facteur  de  cette  expression,  a  n'est  pas  divisible  par 
p,  le  premier  facteur  a**"*  —  i  l'est. 

Donc  le  produit  est  dans  tous  les  cas  divisible  par  p. 

Réciproquement  du  second  énoncé  on  déduit  le  premier. 

Exemples  : 

p  =  3  0  =  2  2^  —  1=3 

p  =  5         0  =  3         3* — 1=80  =  5.16 

(')  Cette  notation  signifie  :  n"  3i5  du  tome  I. 

(^)  On  entend  par  là  que  ce  ne  sont  pa.s  les  entiers  de  même  rang  dans  les 
deux  cuites  qui  sont  congrus  entre  eux. 
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Autres  démonstrations  du  théorème  de  Fermât.  —  Voici 
deux  autres  démonstrations  que  nous  donnons  parce  qu'elles 
reposent  sur  des  propriétés  des  coefficients  du  développement  de 
la  puissance  p*""^  d'un  binôme  ou  d'un  polynôme  qui  sont  souvent 
employées. 

2*  Démonstration.  —  Lemme  :  p  étant  un  nombre  premier,  dans 
le  développement  de  la  puissonce  p*""*  d'un  binôme  : 

(x  -^-yy  =  xP  -^f^  xi'-'y  -h  ^^^'  ~   ^'  XP~Y'  -h  ... 

_i_  t-iZ- L \î- — '  xP  ^y"^  +  ...  +  yP 

1.2  ...  r  ''  ^ 

tous  les  coefficients^  sauj  le  premier  et  le  dernier,  sont  divisibles 
par  p. 

En  effet,  le  coefficient  ^-^ '-^^-^ étant  un  entier 

'  1.3  ...  p  I 

(1,1 57),  on  peut  le  mettre  sous  la  forme  entière  en  supprimant  tous 
les  facteurs  premiers  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur. 
Mais  comme  0  <;/'<!  p,  le  facteur  premier  p  se  trouve  au  numé- 
rateur et  non  au  dénominateur.  Donc  il  subsistera  après  cette 
suppression  des  facteurs  communs. 

Exemples  : 

{x  -+-  yy  =  x^  -t-  3a;2j  -+-  3xy^  -+-  j' 

{x  ■+-  yY  =  x^  -i-  5x*j  +  lox^y^  H-  lox-y^  -h  oxy^  -f-  y^ 

'  Ce  lemme  démontré,  prenons  lo  théorème  de  Fermât  sous  sa 
seconde  forme  à  savoir  :  a^  —  a  ^o  (mod.  p).  Comme  il  est 
évident  pour  a  =  i  il  suffit  de  démontrer  que  s'il  est  vrai  pour 
l'entier  a,  il  est  vrai  pour  l'entier  a  -4-  1.  Or,  d'après  le  lemme  : 

(a  -h  1)^  —  (oh-  1)  ^aP  -h  I  —  (oh-  i)  ^  a^  —  a  (mod.  p). 

3"  Démonstration,  —  Lemme  :  p  étant  un  nombre  premier,  dans 
le  développement  de  la  puissance  p®""®  d'un  polynôme. 

(X  +  j  +  .:.  +  ty  =V _^__j  ^y  ...  t>>  (.  +  p  ...  -^  X  =p) 

tous  les  coefficients,  sauf  ceux  de  x^,  yi>,  ...  f,  sont  divisibles  par  p. 
Ce  lemme  se  démontre  comme  le  précédent.  Il  s'ensuit  qu'on 
a,  pour  toutes  valeurs  entières  de  a;,  j,  ...  t 

[x  -hy  -\-  ...  H-  ty  =  x?  +  yP  -h  ...  +  tP  (mod.  p). 
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Ceci  posé,"  faisons  dans  celte  congruence  x  =  y  =  ...  =  i  =  i, 
et  soit  a  le  nonibre  de  ces  quantités.  Il  vient  : 
af^^  a  (mod,  p). 

Nous  retrouverons,  dans  la  suite,  d'autres  démonstrations  du 
théorème  de  Fermât  ('). 

3.  Sur  les  restes,  suivant  un  module  premier  p,  des  puis- 
sances d'un  entier  a.  —  Si  a  est  divisible  par  p  ses  puissances  le 
sont  aussi.  Dans  ce  cas  tous  les  restes  sont  nuls. 

Soit  maintenant  a  non  divisible  par  p. 

Théorème.  —  Si  l'on  considère  de  suite  : 

(II)  I,  a,  a^,  ... 

les  restes  des  divisions  des  termes  de  celte  suite  par  p  se  reproduisent 
périodiquement. 

En  effet,  les  restes  par  le  diviseur  p  étant  en  nombre  limité,  on 
peut  trouver  dans  la  suite  (4)  deux  termes  qui  donnent  le  même 
reste.  Soit 

a'  =  a    (mod.  p)         (v'  ;>  v). 

On  en  déduit  (I.  417) 

(5)  a    ~^^i  (mod.  y>). 

Ainsi  il  existe  un  exposant  positif  v'  —  v  satisfaisant  à  la  condi- 
tion (5). 

Soit  e  le  plus  petit  exposant  positif  satisfaisant  à 

(6)  a«^  I  (mod.  p). 

On  a  alors  : 

a''+«  ^  a'»  (mod.  p) 

quel  que  soit  A,  c'est-à-dire  que  les  restes  des  termes  de  la  suite  (4) 
se  reproduisent  périodiquement  de  c  en  e  à  partir  du  premier. 
D'ailleurs  ils  ne  se  reproduisent  pas  à  intervalles  plus  rapprochés. 
Car  s'il  y  avait  un  entier  positif  e  plus  petit  que  e  tel  que 

fl/i+e'  ^  çji  (mod.  ;;) 
on  aurait 

a*'  ^  1  (mod.  p) 

(^)  Voir  en  particulier  la  remarque  du  n"  3. 
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avec 

0  <  e'  <  e 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

L'entier  e  défini  de  celte  façon  se  nomme  t exposant  auquel 
appartient  a  par  rapport  à  p. 

Théorème.  —  L'exposant  auquel  appartient  un  entier  a  par 
rapport  à  un  module  premier  p  est  un  diviseur  de  p  —  i . 

i""®  Démonstration.  —  Il  résulte  de  la  périodicité  des  restes  de 
la  suite  (4)  que  les  seuls  termes  de  cette  suite  qui  soient  congrus  à 
I  (mod.  p)  sont  les  termes  : 

1,  a«,  a-',  ... 

c'est-à-dire  ceux  dont  l'exposant  est  un  multiple  de  e.  Or,  d'après 
le  théorème  de  Fermât,  le  terme  a^~^,  jouit  de  cette  propriété. 
Donc  p  —  I  est  un  multiple  de  e. 

2°  Démonstration.  —  Considérons  la  suite 

(/)  I,  a,  a\  ...  a'-' 

formée  de  e  termes. 

Les  restes  fournis  par  les  termes  de  cette  suite  sont  différents 
entre  eux  deux  à  deux,  et  différents  de  zéro.  Si  ces  restes  consti- 
tuent tous  les  restes  i,  2,  ...  p  —  i,  c'est  qu'ils  sont  au  nombre 
de  p  —  I,  alors  e  =  p  —  j  et  le  théorème  est  vérifié. 

Si  les  restes  de  la  suite  (7)  ne  constituent  pas  tous  les  restes 
1,2,  ...  p  —  I,  soit  6  un  de  ces  derniers  qui  ne  soit  pas  un  reste 
de  la  suite  (7).  Considérons  la  suite  : 

(8)  b,     ba,     ba\  ...  ba'-'. 

On  démontre  facilement  que  les  restes  fournis  par  les  termes  de 
cette  suite  sont  encore  différents  deux  à  deux  et  différents  de  zéro. 
Mais,  de  plus,  on  voit  aussi  qu'un  reste  fourni  par  un  terme  quel- 
conque de  la  suite  (8)  est  difiérent  d'un  reste  fourni  par  un  terme 
quelconque  de  la  suite  (7).  Alors  si  les  restes  de  la  suite  (7)  et 
ceux  de  la  suite  (8)  constituent  ensemble  tous  les  restes  1,2,  ... 
p  —  I,  c'est  que  l'on  a 

ae  =  p  —  I 

et  le  théorème  est  vérifié.  Sinon,  on  prend  un  entier  c  de  la  suite 
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1,2,  ...  p  —  I  qui  ne  soit  ni  un  reste  fourni  par  la  suite  (7)  ni  un 
reste  fourni  par  la  suite  (8),  on  considère  la  suite 

c,     ca,     ca^,  ...  ca'~*^ 

et  l'on  continue  le  raisonnement  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  tous 
les  restes  1,2,  ...  p  —  i. 

Remarque.  —  Cette  démonstration  ne  suppose  pas  établi  à 
l'avance  le  théorème  de  Fermât.  On  voit  alors  que  p  —  i  étant  un 
multiple  de  e  on  a 

a»*"*  ^  I  (mod,  p). 

Donc  on  a  ainsi  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
Fermât. 

Exemples.  —  />  =  7 

a=i     donne  la  période  1  ;  i  appartient  (mod. 7)àrexposanti 

a=2  »  i»2,4;  2  »  »     *  3 

a=3  »  1,3,2,6,4,5;    3  »  »        6 

a= — 3  »  1,4,2:  — 3  »  »         3 

a= — 3.  »  1,5,4,6,2,3; — 2  »  »         6 

a= — 1  »  1,6;  — I  ))  »         2 

On  peut  remarquer  que,  quel  que  soit  p,  i  appartient  à  l'expo- 
sant 1,  et  —  là  l'exposant  2  (sauf  si  p  z=:z  2,  dans  ce  cas  —  1  appar- 
tient à  l'exposant  1). 

4.  Recherche  des  entiers  qui  appartiennent,  relativement 
à  un  module  premier  p  à  un  exposant  donné  diviseur  de 
p  —  I.  —  Soient  : 

I,  ...  d,  ...  p  —  i 

les  diviseurs  de  p  —  i.  Nous  nous  proposons  de  trouver  les  en- 
tiers appartenant  à  chacun  de  ces  exposants.  Nous  démontrerons 
d'abord  le  théorème  suivant,  fondamental  d'ailleurs  dans  la 
théorie  des  congruences  algébriques. 

Théorème.  —  Une  congruence  algébrique  à  une  inconnue,  de 
degré  m,  suivant  un  module  premier  p,  et  dont  les  coefficients  ne 
sont  pas  tous  congrus  à  zéro  [mod.  p).  ne  peut  avoir  plus  de  m 
solutions  (*). 

(*)  Lagrange.  —  Hist.  de  l'Ac.  de  Berlin,  ?4  (1768),  p.  19a,  éd.  1770  = 
Œuvres,  t.  2,  Paris  (i868),  p.  667  Déjà  démontré  par  ëuler  dans  des  cas 
particuliers.  Comm.  Ac.  Petrop.,  t.  5,  p.  6  et  Nouv.  Comm.  Ac,  Petrop., 
t.  18,  p.  93. 
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Le  théorème  est  vrai  pour  m  =  i  (I.  417).  Supposons  qu'il  est 
vrai  pour  le  degré  m  —  i  et  démontrons-le  pour  le  degré  m. 
Soit  la  congruence 

(9)  ^ox""  -h  aix'"-»  +  ...  +  a,„_iX  -+■  a,n  =  o  (mod,  p). 

Si  elle  n'a  pas  de  solution,  le  théorème  est  vérifié.  Si  elle  en  a 
une  a,  on  a 

Qoa'"  H-  aïo"»-*  4-  ...  H-  a„_ia  -4-  a^  ^  o  (mod.  p) 

de  sorte  qu'elle  peut  s'écrire  : 

CoX"'  -+-  OiX'»-*  H-  ...  -h  a,„_^x  -+-  a„, 

^  Qoa"'  4-  aia*'-*  H-  ...  H-  a^.  lO  +  a„,  (mod.,/)) 
ou 

(10)  ao(^'" — a"')-i-a,(a;"»~*  —  a'"- ')+.,.  H-  a„,_i(a; —  a)^o(mod.p) 

ou  encore 

(a;  —  a)[ao(x"'-'  4-  û;c'»-^  -4-  ...  4-  a'"-') 

4-  a,(x"'-2  -f-  ...  -4-  a"'-2)  _|_  ...  a,„_,]  =  o  (mod.  p). 

Pour  qu'un  produit  de  facteurs  soit  congru  à  zéro  (mod.  p)  il 
faut  et  il  suffit  que  l'un  des  facteurs  le  soit.  La  congruence  pro- 
posée a  donc  comme  solutions,  d'abord  x  ^a,  et  ensuite  les 
solutions  de  la  congruence 

(il)     00(3;'""'  4-  ax""^  4-  ...  4-  a"*-') 

4-  a,(x"'-2  4-  ...  +  a'"-2)  4-  ...  +  a^_t  =0  (mod.  p). 

Cette  dernière  est  de  degré  m  —  i .  Elle  n'a  pas  tous  ses  coeffi- 
cients congrus  à  zéro  (mod.  p),  car  si  cela  était  le  polynôme  (10) 
obtenu  en  multipliant  le  polynôme  (11)  par  x  —  a  jouirait  de  la 
même  propriété,  et  aussi  le  polynôme  (9).  La  congruence  (11)  a 
donc  au  plus  m  —  i  solutions  et,  par  suite,  la  congruence  (9)  en 
a  au  plus  m. 

Exemples  : 

x^  —  2x^  -h  2x  —  1^0  (mod.  7)      a  3  solutions      x  ^  i,  3,  —  2 
x^  —  2x'^  4-  X  —  a  ^  o  (mod.  7)      ai  solution        x  ^  2, 

Applications.  —  L  La' congruence 

xP~^  ^  I  (mod.  p)     1 
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a/)  —  I  racines  que  sont  x=  1,2,  .../> —  i,  d'après  le  théo- 
rème de  Fermât. 

II.  —  La  congruence 

x'^  ^  1  (mod.  p) 

où  d  est  un  diviseur  de  p  —  i,  a  d  racines. 

En  effet  xt^  —  1  est  égal  identiquement  au  produit 

(x''  —  1)  [xP-^-^  -h  xf-*-^''  -4-  ...  -4-  x**  +  1]. 

Donc  ce  produit  a  autant  de  solutions  que  d'unités  dans  son 
degré.  [En  appelant  pour  abréger  .  solution  de/(x),  une  solution 
de  la  congruence /(ic)  ^  o  (mod.  p.)].  Alors  si  le  premier  facteur 
avait  moins  de  d  solutions,  il  faudrait  que  le  second  en  eût  plus 
de/>  —  1  —  d,  ce  qui  est  impossible. 

III.  —  La  congruence 

xP  —  X  ^  o  (mod.  p) 

a  p  solutions  qui  sont  0,1,  ...  p  —  i,  d'après  le  théorème  de 
Fermât. 

5.  Problème.  —  Connaissant  un  entier  a  appartenant  à  l'expo- 
sant d,  trouver  tous  les  entiers  appartenant  à  F  exposant  d. 
Il  est  évident  qu'un  tel  entier  est  solution  de  la  congruence 

(12)  x^ —  I  ^  o  (mod.  p) 

Cherchons  donc  les  solutions  de  cette  congruence.  On  en  a  une, 
à  savoir  a.  Si  l'on  considère  les  entiers 

(i3)  j,     a,     a^...a<*-l 

il  est  évident  que  ces  entiers  sont  solutions  de  la  congruence  (12); 
de  plus  ils  sont  incongrus  deux  à  deux  (mod.  p),  puisque  a  appar- 
tient à  l'exposant  d.  Or  ils  sont  au  nombre  de  d;  comme  la  con- 
gruence (12)  a  justement  d  solutions  (Applic.  II  du  n°  4)»  ce 
sont  toutes  les  solutions  de  la  congruence  (12).  Ainsi  les  entiers 
appartenant  à  l'exposant  d  doivent  être  cherchés  dans  la  suite  (i3). 
Soit  à'  un  de  ces  entiers.  L'exposant  auquel  il  appartient  est  le 
plus  petit  entier  positif  c?  tel  que 

(a')o  =  i  (mod.  p) 
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OU 

(i4)  a'^=  I  (mod.  p). 

Puisque  a  appartient  à  l'exposant  d,  la  condition  nécessaire  est 
suffisante  pour  que  la  condition  (i4)  soit  satisfaite  est  que  i&  soit 
un  multiple  de  c?.  Comme  d'ailleurs  ir)  est  un  multiple  de  /,  le 
plus  petit  entier  positif  c?  satisfaisant  à  la  condition  (i/i)  est  donné 
par 

i?.  =  M{i,d)  =  ^^ 

(M(/,  d)  et  D(i,  d)  désignant  comme  à  l'ordinaire,  respective- 
ment le  plus  petit  commun  multiple  et  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  i  et  d).  On  en  déduit 

d 


D{i,d)' 


Cela  étant,  on  voit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  a'  appartienne  à  l'exposant  (/  est  que  r)  =  d,  c'est-à-dire 
que  D  (/,  d)  =  j ,  c'est-à-dire  enfin  que  i  soit  premier  avec  d. 
Ainsi  :  Connaissant  un  entier  appartenant  à  l'exposant  d,  on 
obtient  tous  les  entiers  appartenant  au  mémç  exposant  en  élevant 
celui-là  à  des  puissances  dont  l'exposant  est  un  entier  positif  pre- 
mier à  d  (exposant  qu'on  peut  d'ailleurs  supposer  plus  petit  que 
p  —  i).  Quant  aux  autres  termes  de  la  suite  (i3)  ce  sont  les  en- 
tiers dont  l'exposant  est  un  diviseur  de  (/. 

Corollaire.  —  S'il  y  a  un  entier  appartenant  à  F  exposant  (/,  il 
y  en  a  f[d). 

6,  Théorème.  —  Il  y  d  toujours  ©  (d)  entiers  appartenant  à 
l'exposant  d. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'en  appelant  'lu  le  nombre  d'en- 
tiers appartenant  à  l'exposant  d,  on  a  'b,i  =  0  ou  'iid  =  o  {d}. 
Appliquons  ce  résultat  à  tous  les  diviseurs  i,  d,  ...  p —  i,  de 
p  —  i. 

^1  =  o        ou         0(1) 
1];^  =  o        ou         o  [d) 


i|>p_i  =  o  ou  <p(p_i). 
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Mais  (j>j  -I-  .|^  4-  . . .  4-  ,i^^_,  =  p  —  I  ^  parce  qu'il  y  a  en  tout 
p  —  I  entiers  ^  o  (mod.  p)  ;  et  d'autre  part 

<?(l)  +  <p(c/)H-  ...  +  ç(p—  i)=/)—  I 

propriété  démontrée  (I.  4io).  Donc 

<!'i  H-  «T'a  H-  ...  -h  '\'p-i  =  9(1)  -f-  <f{d)  +  ...+«?(/)—  i). 

Les  (p  étant  tous  positifs,  et  un  ^  ne  pouvant  être  que  nul  ou 
égal  au  cp  correspondant,  ceci  exige  évidemment  que  chaque  ^ 
soit  égal  au  cp  correspondant  ('). 

7.  Autre  méthode  pour  déterminer  (|»^.  —  La  nouvelle 
que  nous  allons  donner  a  l'avantage  de  se  généraliser  pour  les 
modules  non  premiers  (n"  24).  iNous  supposons  acquis  les  résul- 
tats précédents  jusqu'au  n°  4  inclus.  Ainsi  on  sait  que  la  con- 
gruence 

x^  ^  1  (mod.  p) 

où  d  est  un  diviseur  de  p  —  i  a  d  solutions.  Ces  solutions  sont 
les  entiers  appartenant  à  l'exposant  d  ou  à  un  exposant  diviseur  de 
d.  Si  donc  l'on  appelle  'i>^  le  nombre  des  entiers  appartenant  à 
l'exposant  c?  on  a  (2) 

5/<f 

Cette  condition  détermine  t}»5.  En  effet,  soient 

I     di     di  ...  di  ...  p. —  I 

les  diviseurs  de  p  —  i  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Ecrivons 
la  condition  en  question  en  l'appliquant  successivement  à  i,  di, 

(^)  Cette  proposition  a  été  énoncée  par  Lambert  [Acta  eruditorum  1769),  mais 
non  démontrée.  Euler  en  a  donné  une  démonstration  insuffisante  (Gomm. 
nov.  Act.  Petrop.,  t.  18,  p.  85).  La  première  démonstration  rigoureuse  est 
de  Gauss  (Disp.  arithm.,  art.  54  =  Werke,  t.  1).  C'est  celle  que  nous 
avons  reproduite. 

(2)  La  notation  6/d  veut  dire  :  8  divisant   d.   La   notation    2,   ^®"'  ^'''®  ' 

S/d 
somme  étendue  à  tous  les  entiers  0  diviseurs  de  d. 
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</2,  ...  p  —  I .  Nous  obtenons 

^i  + H-'Vp-a  =P—  1- 

Ces  équations  déterminent  d/i,  'j/cf,,  ...  'i>p_,.  En  efîet  la  pre- 
mière détermine  61,  la  seconde  '|jj,  ...  la  (/  -h  1)®  détermine  'bdi 
car  elle  ne  contient,  outre  'i>(f.  que  des  6  d'indices  inférieurs  à  di, 
déjà  déterminés  par  les  équations  précédentes. 

Puisque  ces  équations  déterminent  les  'i>,  si  l'on  trouve  a  priori 
des  valeurs  qui  y  satisfassent,  ce  seront  les  valeurs  des  'b.  Or 
d'après  la  propriété  de  l'indicateur  (I.  4 10)  ces  équations  sont 
satisfaites  pour  'j^rf,  =  <p(c?,).  On  a  donc  bien  ^j^^  :=z  o{d). 

8.  Racines  primitives.  —  En  particulier  on  voit  qu'il  y  a 
(f){p  —  i)  entiers  appartenant  à  l'exposant/}  —  i  "^ar  rapport  au 
module  premier  p.  On  les  appelle  racines  primitives  de  p.  Leur 
propriété  fondamentale  est  la  sui\ante  :  Soit  g  une  racine  primi- 
tive de  p,  les  p  —  I  entiers  : 

•    s'^  9\  -M  gp-* 

sont  congrus  [mod.  p)  aux  p  —  i  entiers 

I,  2,  ...,p—  1 

(sans  que,  bien  entendu,  les  termes  congrus  occupent,  en  général 
la  même  place  dans  les  deux  suites). 
Exemples  : 

p  =  2     II  y  a  (3(1)  =  I  racine  primitive,  laquelle  est  g  =  i- 

p  ^  3     II  y  a  ç(2)  =r  I  racine  primitive,  laquelle  est  g  = — i.Ona  : 

(—1)0=1  (—   l)»  =  2 

p  ==  b     II  y  a  ç  (4)  =  a  racines  primitives,  lesquelles  sont  +  a.  On  a  : 

(2/=!  2' =  a  22  =  4  2»  =3 

(— 2)«  =  i       (—2)*  =  3       (—3)»  =4       (—2)»  =  2 

p  =  19  II  y  a  «p(i8)  =  6  racines  primitives,   lesquelles  sont  2,  3, 

—  4,  —  5,   —  6,  —  9.   On   a,   pour   la   première  par 

exemple  : 
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1 

2*  ^  2 

2^=4 

2»=8 

2*=l6 

2»=l3 

7 

i'=  i4 

a»  =  9 

2«  =  l8 

2'»=  17 

2'»  =  l5 

II 

2»»  =3 

2'*  =  6 

2'^^  12 

2»«  =  5 

2*'^  10 

Problème.  —  Connaissant  une  racine  primitive,  les  obtenir 
toutes.  Ce  n'est  qu'un  cas  particulier  du  problème  du  n°  5.  On 
voit  que  :  ayant  une  racine  primitive,  on  obtient  toutes  les  autres 
en  élevant  celle-là  à  des  puissances  d'exposant  premier  avec  p  —  i . 
Comme  deux  exposants  congrus  (mod.  p  —  i)  donnent  le  même 
résultat  (mod.  p),  il  suffît  d'élever  aux  puissances  dont  les  expo- 
sants sont  les  (p(p  —  i)  entiers  positifs,  plus  petits  que  l'entier 
p  —  I,  et  premier  avec  lui. 

Problicme.  —  (Généralisation  du  précédent).  Connaissant  une 
racine  primitive  g,  obtenir  tous  les  entiers  appartenant  à  un  expo- 
sant donné  (/,  diviseur  de  p  —  i . 

p— ' 
On  en  obtient  immédiatement  un,  à  savoir  g    ^    .  Les  autres 

s'obtiennent  (n"  5)  en  élevant  celui-là  aux  puissances  dont  les 
exposants  sont  les  çi(</)  entiers  positifs  plus  petits  que  (/  et  pre- 
miers avec  lui. 

Exemple  :  pour  p  :=  19,  connaissant  la  racine  primitive  2,  toutes 
les  racines  primitives  sont 

2'  =  2     2»  =  — 6     2'  =  — 5     a"=  — 4     2*^  =  3       2^'  =  — 9. 

Cherchons  les  entiers  d'exposant  6.  On  a  un  qui  est  2  ^  8  ; 

tous  les  entiers  d'exposant  6  sont 

S»  =  8        8''  =  — 7. 

9.  Indices.  —  Soit  g  une  racine  primitive  d'un  nombre  pre- 
mier p.  Soit  a  un  entier  premier  a  p.  On  appelle  indice  de  a  par 
rapport  au  nombre  premier  p  et  à  la  base  g,  lexposant  de  la 
puissance  à  laquelle  il  faut  élever  g  pour  reproduire  a  (au  module 
pprh). 

Cet  exposant  existe  et  il  est  déterminé  (au  module  p  —  i  près) 
d'après  la  propriété  fondamentale  des  racines  primitives  (n°  8), 

On  le  désignera  par  Ind^g  a,  ou  plus  simplement  par  Indg  a,  ou 
même  par  /nf/.  a,  quand  il  n'y  aura  pas  de  confusion  à  craindre. 
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Exemple  :  soit  p  =  19,  g  =  2;  d'après  le  tableau  dcnné  au  n°  7 
on  voit  que  l'indice  de  1  est  o,  celui  de  2  est  i,  celui  de  3  est  i3,  etc. 

Propriétés  des  indices  (*}.  —  Soit  i  l'indice  de  a,  la  base  étant 
^  ;  on  a 

a  ^  g'     (mod.  p). 

On  voit  que  l'indice  de  i  est  zéro,  et  que  celui  de  ^  est  i. 

Théorème  1.  —  L'indice  d\in  produit  de  fadeurs  est  congru 
{mod.  p  —  i)  à  la  somme  des  indices  des  facteurs. 

Soit 

^  =  r  ] 

a' ^  g^'    /    mod./)).  , 

On  en  déduit  : 

aa'  ...  =  g'  +  ''  +  -     {mod.  p) 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire.  —  L'indice  de  a*"  (m  entier  positif)  est  égal  à  m 
fois  l'indice  de  a. 

Théorème  II.  —  L'indice  du  rapport  {mod.  p),  (I.  417)  de  deux 
entiers  a  et  6,  est  congru  {mod.  p  —  i)  à  la  dijjérence  entre  P  in- 
dice de  a  et  celai  de  b. 

Soit 

5  =  7     (™od.  p). 

On  en  déduit 

a^bq     (mod.  p). 

Donc 

Ind  a  ^  Ind  b  -h  Ind  q     (mod,  p  —  1) 
d'où 

Ind  q  ^  Ind  a  —  Ind  b     (mod.  p  —  i). 

Généralisation  du  corollaire  du  théorème  L  —  L'énoncé  de  ce 
corollaire  reste  vrai  si  l'on  suppose  que  m  est  un  entier  non  positif. 
Pour  m  =  o  il  est  évident.  Pour  m  négatif,  soit  m  =  —  m'.  Par 

{})  Oa  remarquera  l'analogie  entre  ces  propriétés  et  celles  des  logarithmes. 


i6 
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définition  a  '"'  ^  -^, .  On  a  donc  : 

Ind  a"'  =  Ind  (a"'"')  =  Ind  f-^^A  =  Ind  i  —  Ind  (a»»')  = 
—  m'  Ind  a^  m  Ind  a  (mod.  p  —  i). 

10.  De  la  racine  m^nie  (mod.  p).  —  Extraire  la  racine  m^™® 
(mod.  p)  d'un  entier  a  c'est  trouver  un  entier  x  tel  que  : 

(i6)  X"'  ^a  (mod.  p). 

icr  Cas.  —  Soit  a  ^  G  (mod.  p).  Dans  ce  cas  la  congruence 
(i6)  a  une  solution  et  une  seule  œ  ^  o. 

2*  Cas.  —  Soit  a  ^  I  (mod.  p).  La  congruence  (i6)  est  alors 

(17)  ac*»  ^  I  (mod./)). 

Prenons  les  indices  des  deux  membres  (la  base  étant  quelconque). 
Il  vient  : 

(18)  m  Ind  a;  ^  G  (mod. /) —  1). 

La  '  congruence  du  premier  degré  (18),  où  l'inconnue  est 
Ind  X,  a  D(m,  p  —  i)  solutions  (I,  829  et  33o),  données  par  la 
formule 

D(nf,7-i)^         (X  =  o,i,...D(m,p -.,)-!) 
Il  en  résulte  que  la  congruence  (16)  a  aussi  D(m,  p  —  i)  solu- 

lions  données  par  la  formule  (jr^  ('">/'  —  0     oii  ^  désigne  la  base. 
On  voit  que  ce  sont  les  puissances  successives  de  l'une  d'elles 
p  —  ' 
g  DC",  p  —  i)^  çg  qyg  j-Qjj  savait  déjà  (n°  5).  Pour  ).  =  o  on  a 

la  solution  x  ^  i ,  évidente  a  priori. 

Si  m  est  premier  h  p  —  i,  il  n'y  a  qu'une  solution  qui  est 
a:  ^  I. 

Dans  tous  les  cas  l'ensemble  des  solutions  ne  dépend  évidem- 
ment pas  de  g. 

Si  l'on  avait  choisi  une  autre  racine  primitive  g',  l'ensemble  des 

P  —  '     ^' 
nombres  g'  ^C'"»  P  —  0    aurait  été  identique  à  l'ensemble  des  nom- 

P  —  ^     ). 
bres  g^^"^'  P  —  ';   • 
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On  peut  encore  remarquer  le  théorème  suivant,  évident  d'après 
ce  qu'en  vient  de  dire. 

Théorème,  —  Les  racines  de  la  congruence  x"*  —  i  ^  o  (mod.  p) 

sont  les  mêmes  que  celles  de  la  congruence  x  ^'"'  ^  ~  ''  —  i  ^  o 
(mod.  p). 

3*  Cas.  —  Soit  a  ^  o  (mod.  p)  quelconque  d'ailleurs. 

Dans  ce  cas  en  prenant  les  indices  des  deux  membres  de  la 
congruence  (i6)  on  trouve  : 

(19)  m  Ind  X  ^  Ind  a  (mod.  p  —  1). 

11  faut  alors,  distinguer  suivant  que  D(m,  p  —  i)  ne  divise  pas 
ou  divise  Ind  a  (I.  829  et  33o).  Si  D(m,  p —  i)  ne  divise  pas 
Ind  a,  la  congruence  {19)  et,  par  suite,  la  congruence  (i6)  est 
impossible. 

Si  D(m,  p  —  I )  divise  Ind  a,  la  congruence  (  1 9)  a  D(m,  p  —  i) 
solutions  données  par  la  formule 

'0  +  D(m,7—  0^        (>>  =  o,  I,  ...D(m,  p— i)  —  i) 

/'o  étant  l'une  des  solutions.  Il  en  résulte  que  la  congruence  (16)  a 
aussi  D(m,  p  —  i)  solutions  données  par  !a  formule 

;      I         P  —  '       ?. 
g'»    +D(m,  p-  i)^- 

On  voit  que  lorsque  la  congruence  (16)  est  possible  toutes  ses 
solutions  se  déduisent  de  Tune  d'elles  en  la  multipliant  par  les 
solutions  de  la  congruence  (17),  ce  qu'on  peut  énoncer  :  Toutes 
les  racines  m^""^*  [mod.  p)  d'un  entier  a,  lorsqu'elles  existent,  se 
déduisent  de  tune  délies  en  la  multipliant  par  toutes  les  racines 
„jèmes  (^mod.  p)  de  l'unité. 

Ce  dernier  résultat  peut  d'ailleurs  se  démontrer,  a  priori,  de  la 
façon  suivante.  Soit  ç  une  racine  m^^^  de  a.  Faisons,  dans  la 
congruence  (16),  le  changement  d'inconnue  x^zy  (mod.  p).  La 
congruence  en  y  est  alors  y"'  ^  i  (mod.  p). 

Cas  particuliers.  —  Lorsque  m  est  premier  avec  p  —  i  la 
congruence  (16)  est  possible  et  a  une  solution. 

Restes  de  puissance.  —  Quand  la  congruence  (16)  est  possible 
on  dit  que  a  est  puissance  m^"^  parfaite  (mod.  p),  ou  que  a  est  un 
reste  de  puissance  m^""®  par  rapport  au  modale  p.  Dans  les  cas 

Cabbh.  —  Théorie  desjnombres,  t.  II.  a 
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particuliers  m  =  2,  3,  4,  on  emploie  respectivement  les  expres- 
sions :  reste  quadratique,  cubique,  biquadratique . 

D'après  la  définition  précédente  l'entier  o  est  un  reste  de  puis- 
sance m*'"**  pour  toutes  valeurs  de  m  et  de  p.  Cependant  nous 
conviendrons  de  le  laisser  de  côté  et  nous  réserverons  le  nom  de 
restes  de  puissance  m*""®  à  ceux  qui  sont  différents  de  zéro  (mod.  p). 

Condition  pour  qu'un  entier  a  soit  un  reste  de  puissance  m*"^ 
{mod.  p).  —  Nous  venons  de  trouver  que  cette  condition  est  que 
D(m,  p  —  i)  divise  Ind  a  ;  de  façon  que  les  restes  de  puissances 
m*'"*'  sont  : 

Mais  cet  énoncé  de  la  condition  contient  la  base  g,  tandis  qu'il 
est  évident  a  priori  que  la  condition  elle-même  ne  dépend  pas  de 
g.  Modifions  donc  cet  énoncé. 

Si  D(m,  p  —  i)  divise  Ind  a,  on  a 

Ind  a  =  AD(m,  p  —  i)         (/c  entier). 
Donc  : 

a  =  9''"^'"'^-')(mod.p). 

En  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  î^t-^- — — — r ,  il 
vient  : 

a»^'"'P-'^  =  g^^  -  ')  (mod.  p) 

et,  par  conséquent  : 

p  —  ' 


(20)  0^^'"'/'-'^=  I  (mod.p). 

Réciproquement,  si  la  condition  (20)  est  remplie  on  a,  en  pre- 
nant les  indices  des  deux  membres 

(p— i)Inda ,       ,  , 

TY? \  ^  o  (mod.  p  —  i). 

D{m,  p  —  1)  ^  ^  ' 

Donc 

D(m,  p  —  1)  divise  Ind  a. 

En  résiamé  la  condition  trouvée  d'abord  est  équivalente  à  la 
condition  (20)  laquelle  est  indépendante  de  g  et  est  la  condition 
cherchée. 
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Il  en  résulte  qu'il  y  a  î^^- — zi~r)  ^^^^^^  ^®  puissances  m*™^*. 
Car  la  congruence  (20)  ou  a  est  considérée  comme  l'inconnue  a 

rTr    X  solutions  (corollaire  du  n"  6).  On  obtient  ces  restes 

D\^m,  p  —  1)  ^  ' 

en  appliquant  la  méthode  donnée  pour  trouver  toutes  les  solutions 
de  la  congruence  x"^  ^  i  (mod,  p),  ou  encore  en  élevant  à  la 
puissance  m^""®  les  entiers  i ,  2 ,  ...  p  —  i  et  s'arrêtant  au  moment 

ou  l'on  a  obtenu  r^ ^  résultats  différents. 

Dl^m,  p  —  i) 

Cas  particuliers.  I.  —  Condition  pour  que  a  soit  reste  quadra- 
tique de  p  (premier  impair).  Il  faut  faire  m  =  2.  Laissons  de  côté 
le  cas  de  p  =  2  pour  lequel  il  y  a  un  reste  quadratique  qui  est  i . 
Alors  D(2,  p  —  1)  =  2  et  la  condition  (19)  devient  : 

p  —  I 
a     '      ^  I  (mod.  p). 

II.  —  Condition  pour  que  —  i  soit  reste  de  puissance  /n*"""  de  p 
{premier  impair). 

La  condition  (20)  devient 

p  —  ' 
(_  ijïX'".?  *-  ')  ^  j. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  est  donc  que 

rrr^ r  soit  pair 

D(m,/)—  I)         ^ 

autrement  dit  que  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  divise  m,  soit 
d'un  exposant  inférieur  à  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  divise 

Théorème,  —  Lorsque  a  n'est  pas  reste  quadratique  de  p  {pre~ 
mier  impair),  on  a  : 

p  —  ' 
a     ^      ^  —  I  (mod.  p). 

En  effet,  le  théorème  de  Fermât  donne  : 

a^~    —1^0  (mod.  p) 


ou 


\a    '     —  ij  \a    ^     -h  1/ ^  o  (mod.  p). 
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Or  le  premier  facteur  du  premier  membre  n'est  pas  ^o  (mod.  p) 
puisque  a  n'est  pas  reste  quadratique.  Donc  le  second  l'est  ce  qui 
démontre  le  théorème.   En  résumé  a  est  reste  ou  non  reste  de  p 

p  —  I 
suivant  que  a    "     ^  h-  i  ou  —  i  (mod.  p). 

Application  (').  —  L'entier  —  i  est  reste  quadratique  des  nom- 
bres premiers  de  la  J or  me  f\h-\-  i,  il  est  non  reste  de  ceux  de  la 
forme  [\h  —  i .  (Tout  nombre  premier  est  d'ailleurs  de  l'une  ou  de 
l'autre  de  ces  deux  formes). 

En  effet,  si 

p  =  4/j  4-  I 


on  a 


et  si 


on  a 


(-1)     ^     =(-1)^''=+, 


p  =  lih~  1 


(-o'^  "  =  (-.)''-■  =  -.. 

11.  Usage  des  indices  pour  les  calculs  numériques.  —  Les 

théorèmes  du  no  9  peuvent  servir  à  résoudre  les  congruences  de  la 
forme  bx*"  ^  a. 

Exemples.  —  i°  Résoudre 

84^^  i32  (mod.  173). 

Prenant  les  indices  de  base  91  (voir  table  à  la  fin  de  ce  chapitre),  il 
vient  : 

64  Ind  X  ^  160  (mod.  172) 


d'où 
et 

3°  Résoudre 


Ind  ce  ^  96  (mod.  172) 
X  ^  bi  (mod.  173). 
a:*  ^  1 1  (mod.  199). 


(^)  Ce  théorème  était  connu  de  Fermât.   La  première  démonstration  publiée 
esl  d'Euler  (Opusc.  analyt.  1,  1783). 
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On  aura 

9  Ind  X  ^  189  (mod.  198) 
Ind  a:  ^  31  (mod.  22) 

d'où  pour  Ind  x  les  valeurs 

21,  43,  65,  87,  109,  i3i,  i53,  175,  197 
et  pour  X  les  valeurs  : 

1^7,  i33,  54,  191,  97.  193,  60,  128,  21. 

12.  Calcul  d'une  racine  primitive  d'un  nombre  premier. 
—  Pour  effectuer  ces  calculs  il  faut  avoir  une  table  d'indices. 
Pour  construire  une  telle  table  il  suffit  d'obtenir  une  racine  primi- 
tive et  de  former  la  période  des  restes  de  ses  puissances. 

Pour  cela  on  essaye  successivem*HJes  entiers 


±  2,  d=  3,  .^^ 


(-f-  I  n'est  jamais  racine  primitive  et  —  i  ne  l'est  que  dans  le  cas 
de/)  =  2).  Pour  essayer  l'un  de  ces  entiers  on  forme  les  restes 
(mod.  p)  de  ses  puissances  successives  et  l'on  en  détermine  la 
période.  L'entier  essayé  est  une  racine  primitive  si  la  période  a 
p  —  I  termes.  Le  calcul  se  simplifiera  par  les  remarques  sui- 
vantes : 

i<>  D'abord  il  convient  évidemment  d'essayer  les  entiers  en  ques- 
tion dans  l'ordre  où  ils  sont  rangés  plus  haut,  c'est-à-dire  par 
ordre  de  valeurs  absolues  croissantes. 

2°  Si  on  a  essayé  un  entier  a  et  que  ce  nest  pas  une  racine  pri- 
mitive, il  sera  inutile  d'essayer  aucun  des  entiers  qui  font  partie 
de  la  série  des  restes  obtenus,  car  les  exposants  de  ces  restes  étant 
diviseurs  de  celui  d«  a  (n°  5),  ces  restes  ne  peuvent  non  plus  être 
racines  primitives. 

3°  La  période  des  restes  obtenus  pour  un  entier  a,  donne  immé- 
diatement celle  relative  à  —  a,  il  suffit  de  changer  les  signes  de 
deux  en  deux. 

4°  Le  calcul  des  puissances  successives  se  fait,  bien  entendu, 
seulement  au  module  p  près. 

Pour  la  construction  d'un  tableau  d'indices,  il  suffit  d'une 
racine  primitive.  On  peut  cependant  remarquer  que  lorsqu'on  en 
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a  trouvé  une,  on  les  a  toutes  en  prenant  dans  la  série  des  restes 
des  puissances  de  cette  racine  ceux  qui  correspondent  à  des  expo- 
sants premiers  avec  p  —  i . 

Exemple.  —  Trouver  une  racine  primitive  de  7. 
Essayons  2.  La  période  est  : 

1,       2,       —  3. 

Elle  n'a  que  trois  termes  dont  a  n'est  pas  racine  primitive. 

Le  nombre  —  2  n'est  pas  compris  dans  les  restes  précédents. 
Essayons-le,  il  donne  : 

I       —  2       _3       _  I       3       3. 
Donc  —  3  est  racine  primitive. 

13.  Méthode  de  Poinsot.  —  Poinsot  a  indiqué  une  autre 
méthode  (*)  qui  donne  en  même  temps  toutes  les  racines  primi- 
tives. Elle  s'appuie  sur  la  remarque  suivante  :  Tout  entier  a  qui 
n  est  pas  une  racine. primitive  d'un  nombre  premier  p  est  un  reste 
de  puissance  ç*"*,  q  étant  un  facteur  premier  de  p  —  i,  et  réci- 
proquement. 

Car  on  a 

a^  g^  Cmod.  p) 

g  étant  une  racine  primitive  et  i  n'étant  pas  premier  à  p  —  1 .  Soit 
alors  q  un  facteur  premier  commun  à  i  et  à  /)  —  i .  On  peut 
écrire 

Donc  a  est  un  reste  de  puissance  q^"^*. 

La  réciproque  est  évidente. 

Ceci  posé  cherchons  les  facteurs  premiers  de  p  —  i ,  soient 
q,  q,  ...  Puis  élevons  chacun  des  entiers 

±2,±3,  ...±^-=^ 
2 

aux  puissances  ç^'"*^  ^'^«"«8,  ,..,  (au  module  p  près)  on  aura  ainsi 
tous  les  entiers  qui  ne  sont  pas  racines  primitives,  d'où  l'on  dé- 
duira immédiatement  ceux  qui  le  sont. 

(^)  PoiifsoT.  —  J.  d.  m.  p.  a.,  t.  10,  p.  78. 
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Exemple.  —  Trouver  une  racine  primitive,  de  ii.  Les  facteurs  pre- 
miers de  losont  2  et  5.  Il  faut  donc  former  les  puissances  deuxièmes 
et  cinquièmes  des  entiers  ±2, ±3, ±4, ±5.  D'ailleurs  il  est  inu- 
tile de  former  les  puissances  cinquièmes,  parce  qu'on  sait  (n°  10) 
qu'elles  sont  égales  à  rfc  i.  On  obtient  ainsi  les  entiers  4>  —  3,  5,  3. 
Il  reste  2,  —  3,  —  4>  —  5  qui  sont  racines  primitives. 

Pour  plus  de  développements  sur  le  calcul  des  racines  primitives 
voir  la  note  I  de  ce  chapitre. 

14.  Relation  entre  les  indices  d'un  même  entier  relative- 
ment à  un  même  module  premier  p,  dans  deux  systèmes 
de  bases  différentes  g  et  g'.  —  Soient  i  et  i'  ces  indices,  de 
sorte  que  : 


On  en  déduit 
d'où 


(mod.  p). 


9^9 


i  ^  i'  Indg  g'  (mod.  p  —  i). 

Telle  est  la  relation  cherchée  qui  peut  aussi  s'écrire,  en  remar- 
quant que  Indj,  g'  est  premier  à  p  —  i  : 

■'= iii? '■<"""'• '^-■'- 

Si  l'on  suppose  a  =  ^r  la  relation  donne  en  particulier  : 
Ind^.  g  X  Ind^  g'  =  t  (mod.  p  —  i). 

15.  Théorèmes  de  Lagrange  et  de  Wilson.    —   Soit   p  un 
nombre  premier  >>  2 . 

Si  l'on  considère  les  deux  congruences 

xP-^  —  1^0  (mod.  p) 

et 

(ce  —  1)  (x  —  2)  ...  (a;  —  p  H-  1)  ^  o  (mod.  p) 

elles  admettent  toutes  deux  les  p  —  i  solutions  x  ==  i,  2,  ... 
p  —  I,  C'est  évident  pour  la  seconde,  et  pour  la  première  cela 
résulte  du  théorème  de  Fermât.  Si  on  les  retranche  membre  à 
membre  on  obtient  une  congruence  qui  admet  les  p  —  i  mêmes 
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solutions.  Or  cette  congruence  n'est  que  de  degré  y)  —  2.  En 
appelant  Si  la  somme  des  entiers  i,  2,  ...  p  —  i  ;  S2  la  somme 
de  leurs  produits  deux  à  deux,  etc.,  cette  congruence  s'écrit  : 

Sio:?-^  —  82^;''"'  4-  ...  +  Sp_2a;  —  Sp_i  —  1^0  (mod.  p). 

Puisqu'elle  se  réduit  au  degré  p  —  2,  et  qu'elle  a  />  —  i  solu- 
tions, d'après  le  théorème  du  n°  4,  tous  ses  coefficients  sont  con- 
grus à  zéro.  On  a  ainsi  les  congruences. 

Si  =  Sj  =  ...  =Sp_2  =  o  )    ,      ,     . 
c;       _      \  \   (mod.p). 

Les  p  —  2  premières  constituent  le  théorème  de  Laguaxge,  la 
dernière,  le  théorème  de  Wilson  ('). 
Ce  dernier  est  vrai  aussi  pour  p  ^  2. 
Il  est  susceptible  de  réciproque.  Si  l'on  a 

1.  2  ...  (p  —  0^  —  ^  (mod.  p) 
p  est  premier. 

En  effet  sip  n'était  pas  premier  il  aurait  un  facteur  premier 
qui  entrerait  dans  le  produit  i.  2  ...  (p  —  i).  Ce  facteur  ne  divi- 
serait donc  pas  i.2...(p  —  i)+i  H"^  P^"*  ^"^^^  ^^  pourrait 
être  divisible  par  p. 


NOTES  ET  EXERCICES 

Nole.l  :  Sur  le  calcul  des  racines  primitives.  Pour  montrer  les 
simplifications  qui  se  présentent  dans  la  recherche  des  racines  primi- 
tives, donnons  quelques  exemples. 

1"  Exemple.  — p  =  i3.  Essayons  2,  nous  trouvous  la  période  : 

2,       4,       —  5,       3,       6,       —  I. 

On  voit  par  le  calcul  de  6  termes  que  2  n'appartient  pas  à  un  expo- 
sant égal  ou  inférieur  à  6.  Or  6  est  le  plus  grand  diviseur  de  12  qui 
ne  soit  pas  12  lui-même.  Donc  2  est  racine  primitive. 

(1)  Ce  deuxième  théorème  a  été  énoncé  par  Waring  (Meditationes  algebricœ^ 
3'  éd.,  Cambridge,  1873,  p.  38o),  qui  l'attribue  à  Wilson.  Démontré  par 
La^grange  {Nouv.  mém.  de  l'Ac.  de  Berlin  (1771)'  ^^•'  ^11^'  P-  ^^5. 
Œuvres  3,  Paris  1869,  p.  435)  en  même  temps  que  le  théorème  précédent. 
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D'une  façon  générale  :  si  aucune  des  puissances 

D  I 


P—  » 

a,  a-,  ...  a 

nesl  congrue  à  i  (mod.  p),  a  est  racine  primitive. 

2*  Exemple.  — p  =  3i.  Essayons  2,  nous  trouvons  la  période  : 

2,      A,       8,      —  i5.       I 

2  appartient  à  l'exposant  5.  Essayons  —  2  qui  n'est  pas  dans  les  restes 
des  puissances  de  2.  Il  est  évident  que  l'on  obtient  sa  période  en  chan- 
geant les  signes  des  termes  de  rang  impair  dans  la  période  relative 
à  2.  On  obtient  ainsi  : 

—  2,       4,       —8,       —  i5,       —I,       2,       —4,       8,       i5,       I 

—  2  appartient  à  l'exposant  10.  Essayons  3  qui  n'est  dans  les  restes 
ni  des  puissances  de  2  ni  des  puissances  de  —  2. 

3,    9,    — 4,    —12,    —5,    — i5,    — i4,    —II,    —2,    —6... 

Nous  n'aurons  pas  besoin  de  pousser  ce  calcul  jusqu'au  bout  ('). 
Car  nous  trouvons  au  troisième  terme  de  cette  période  un  terme  —  4 
déjà  trouvé  dans  la  période  de  —  2.  On  a  donc 

33=  (—2)7  (mod.  3i). 

Soit  e  l'exposant  de  3.  Elevons  les  deux  membres  de  la  congruence 
précédente  à  la  puissance  e,  il  vient  : 

I  =  (—  2)'«. 

Donc  je  est  divisible  par  l'exposant  de  —  2,  c'est-à-dire  par  10. 
Donc  e  est  divisible  par  10.  Mais,  de  plus,  e  est  un  diviseur  de  3o. 
Donc  e  =  10  ou  3o.  Il  suffit  alors  de  pousser  la  suite  des  puissances 
de  3  jusqu'au  dixième  terme  pour  constater  que  l'exposant  de  3  n'est 
pas  égal  à  10.  Donc  3  est  racine  primitive. 

Dans  le  calcul  précédent  nous  avons  fait  usage  de  deux  simplifica- 
tions qui  peuvent  se  généraliser. 

i"  Simplification  relative  au  calcul  des  puissances  de  —  2.  —  D'une 
façon  générale  : 

Si  a  appartient  à  un  exposant  impair,  —  a  appartient  à  l'exposant 
double  (p  ;zf  2).  On  peut  généraliser  davantage  : 

(1)  Toutes  ces  simplifications  qui  seraient  négligeables  dans  les  exemples 
donnés  où  il  s'agit  de  nomores  premiers  relativement  petits,  deviennent  très 
importantes  dans  le  cas  contraire. 
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Si  a  appartient  à  l'exposant  e  et  a'  à  l'exposant  e'  ;  si,  de  plas,  e  et 
e'  sont  premiers  entre  eux,  alors  aa'  appartient  à  l'exposant  ee'.  (Le 
cas  particulier  précédent  s'obtient  en  supposant  a'  =^  —  i  et,  par 
suite,  e'  =  3).  En  effet,  on  a  : 

{aa')"'  =  (a'Y'  {a'*y  =  1  (mod.  p). 

Donc  l'exposant  E  de  aa'  est  un  diviseur  de  ee'. 
D'autre  part,  de  la  congruence  (aa'y  ^  i,  on  lire,  en  élevant  les 
deux  membres  à  la  puissance  e 

a-"=i. 

Donc  E^  est  un  multiple  de  e',  et,  puisque  e  est  premier  avec  e', 
cela  prouve  que  E  est  un  multiple  de  e'.  On  voit  de  même  que  E  est 
un  multiple  de  e.  Mais  e  et  e'  sont  premiers  entre  eux.  Donc  E  est  un 
multiple  de  ee'. 

E  étant  à  la  fois  un  multiple  et  un  diviseur  de  ee'  est  égal  à  ee'. 

a"  Simplijîcation  résultant  de  la  relation  3*  ^  ( —  ay.  Soient  a  et  a' 
deux  entiers,  e  et  e'  leurs  exposants.  Supposons  qu'on  ait 

/  a*  ^  a"*  (mod.  p). 

On  en  déduit,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  e' 

a""''  =  1 . 

Donc  ae'  est  divisible  par  e,  donc  c'est  un  multiple  de  a  et  de  e,  et 
l'on  a 

e'  =        ' 


D(a,  e) 
X  étant  entier. 

Mais  de  plus  e'  est  un  diviseur  de  p  —  1 .  Donc  X  est  un  diviseur  de 

le 1 — !_L_2 .  Soit  alors  d  le  plus  grand  diviseur  de  ~ — 

qui  ne  soit  pas  ■         — - — ^ — -  lui-même.  On  voit  que  si  l'on  a  cal- 
culé la  suite  des  restes  des  puissances  de  a'  jusqu'à  celle  d'exposant 

rT? r  d,  et  si  aucun  de  ces  restes  n'est  1,  il  est  inutile  de  continuer, 

u[a,  e) 

a'  est  racine  primitive. 

3°  Exemple  :  p  =  [\i.  —  Essayons  2  nous  trouvons  la  période 

a,  4>  8,  16,  —  9,  —  18,  5,  10,  20,  —  1  1 
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la  seconde  moitié  de  la  période  qui  n'est  pas  écrite  se  déduisant  de  la 
première  en  changeant  les  signes.  On  voit  que  2  appartient  à  l'expo- 
sant 20.  11  est  inutile  d'essayer  —  2  qui  appartient  à  la  période  précé- 
dente. Essayons  3,  la  période  correspondante  est 

3,  9>  —  14,  —  I  ...  I 

on  voit  que  3  appartient  à  l'exposant  8.  Il  est  facile  maintenant  de 
déduire  de  ce  qui  précède  une  racine  primitive.  Car  2  appartenant  à 

1  exposant  30,  2*  appartient  à  l'exposant  -^  =  5,  et  comme  3  appar- 
tient à  l'exposant  8  qui  est  premier  à  5,  il  s'ensuit,  d'après  un  théo- 
rème précédent  que  2*  X  3  ou  7  appartient  à  l'exposant  8x5  =4o. 
Donc  7  est  racine  primitive. 

La  marche  suivie  dans  cet  exemple  peut  se  généraliser  et  l'on 
obtient  ainsi  une  méthode  tout  à  fait  générale  de  recherche  des  racines 
primitives.  Cette  méthode  consiste  à  obtenir  des  entiers  d'exposants 
croissants  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  racine  primitive. 

On  essaye  un  entier  quelconque  a  (a  =  2  par  exemple)  ;  soit  e  son 
exposant.  Si  e  =  p  —  1,  l'entier  a  est  une  racine  primitive.  Sinon  on 
essaye  un  entier  a'  qui  ne  soit  pas  dans  la  série  des  restes  des  puis- 
sances de  a  ;  soit  e'  son  exposant.  Si  e'  =  p  —  i  l'entier  a  est  une 
racine  primitive.  Sinon,  remarquons  que  e'  n'est  pas  un  diviseur  de  «, 
puisque  a'  n'est  pas  dans  la  série  des  restes  des  puissances  de  a.  Il  en 
résulte  que  le  plus  petit  multiple  commun  de  e  et  de  e'  est  supérieur 
à  e  ;  on  va  trouver  un  entier  d'exposant  égal  à  ce  plus  petit  commun 
multiple.  Si  e'  est  un  multiple  de  e,  ce  plus  petit  commun  multiple 
est  e',  et  l'entier  cherché  est  tout  simplement  a'.  Sinon  nous  allons 
décomposer  M  (e,  e')  en  un  produit  de  deux  facteurs 

M(.,e')=// 

de  façon  que  y  divise  e.  que/'  divise  e'  et  que,  de  plus,  /  et  /'  soient 
premiers  entre  eux.  Pour  cela,  décomposons  e  et  e'  en  facteurs  pre- 
miers. Puis,  les  facteurs  premiers  qui  sont  dans  e  avec  un  exposant 
plus  grand  que  dans  e'  (ce  second  exposant  pouvant  être  nul),  nous  les 
mettrons  dans  y  avec  l'exposant  qu'ils  ont  danse;  les  facteurs  pre- 
miers qui  sont  dans  e'  avec  un  exposant  plus  grand  que  dans  e,  nous 
les  mettrons  dans/'  avec  l'exposant  qu'ils  ont  dans  e'  ;  enûn  les  fac- 
teurs premiers  qui  sont  dans  e  et  e'  avec  le  même  exposant  seront  mis 
indifféremment  dans  f  ou  J'  avec  ce  même  exposant  (mais  pas  dans  / 
et  y  à  la  fois).  Il  est  clair  que  les  entiers/  et/'  ainsi  formés  satisfont 
aux  trois  conditions  imposées. 
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e  e^ 

Ceci  posé  a-^ appartient  à  l'exposant  /et  a'^  appartient  à  l'exposant 
/'  ;  donc 

1         ?.' 

appartient  à  l'exposant j/',  c'est-à-dire  à  l'exposant  M  (e,  e). 

Trouvant  ainsi  des  entiers  successifs  d'exposants  de  plus  en  plus 
grands,  on  finit  par  arriver  à  une  racine  primitive.  Cette  méthode  est 
due  à  Gauss  (').  On  peut  remarquer  qu'elle  démontre  l'existence  d'une 
racine  primitive  et  peut  remplacer  la  démonstration  du  n°  7.  (Quand 
on  connaît  une  racine  primitive  on  en  déduit  (n°  8)  les  cp  (d)  entiers 
appartenant  à  un  exposant  d  diviseur  de  p  —  i). 

Nous  allons  maintenant  examiner  quelques  cas  dans  lesquels  on 
peut  trouver,  sans  calcul,  une  racine  primitive.  Remarquons  que, 
d'après  la  méthode  de  Poinsot,  la  recherche  des  racines  primitives  de 
p  est  d'autant  plus  simple  que  /)  —  i  contient  moins  de  facteurs  pre- 
miers. Examinons  donc  le  cas  où  p  —  i  ne  contient  qu'un  facteur 
premier.  Comme  d'ailleurs  p  —  i  est  pair  ce  facteur  ne  peut  être 
que  2 .  Donc  p  est  de  la  forme  a*  -f-  i .  On  peut  même  remarquer 
(sans  que  cela  intervienne  dans  la  recherche  de  la  racine  primitive) 
que  k  est  une  puissance  de  2.  On  a  en  effet  le  théorème  suivant  : 

Un  entier  de  la  forme  a*  -4-  i  (a  >»  i,  /i \>>  i)  ne  peut  être  pfemier 
que  si  k  est  une  puissance  de  a  et  si  a  est  pair.  Car  si  k  avait  un  diviseur 
impair  2/  -H  i,  en  posant  k  =  {al  -h  i)m,  on  aurait 

a(2/+l)m  _f_   I   _  (gm  _,_   i)  (ga/m  _  a(2/-l)m  _f_   ._   ^    j). 

De  plus  il  faut  que  a  soit  pair,  car,  sinon,  a*^  -h  i  le  serait. 

En  particulier  les  seuls  nombres  de  la  forme  2''  +  1  qui  puissent 
être  premiers  sont  ceux  de  la  forme  2^-4-  i.  Fermât  avait  pensé  que 
la  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie,  c'est-à-dire  que  tous  les  entiers 
de  cette  forme  sont  premiers.  MaisEuler  a  démontré  l'inexactitude  de 
celte  proposition  en  vérifiant  que 

2''  -+-  I  =  6/ir   X  6700^17 

On  a  aussi  démontré  que  2^  -f-  i  n'est  pas  premier  pour 
i  =  6,  7,  8,  9,  1 1,  12,  18,  28,  36,  38,  78 
(Landry,    Morehead,    Western,    Cunniogham,    Lucas,    Pervouchine, 

{^)  Disquis.  arithm.,  art.  78. 
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SeellofT,  CuUen).  Le  dernier  de  ces  résultats,  relatif  à   2^^"^  -1-  i   est 
dû  à  M.  Morehead. 

Ceci  posé  on  a  le  théorème  suivant  : 

Un  nombre  premier  de  la  forme  p  =  2'^  '  +  1  (i  ;>  o)  admet  3  comme 
racine  primitive  (').  En  effet  le  seul  facteur  premier  de  p  —  i  étant  3, 
tout  entier  qui  n'est  pas  reste  quadratique  de  p  est  racine  primitive. 
Or  on  verra  plus  tard  (n"  1Ô6)  que  3  n'est  reste  quadratique  que  des 
nombres  premiers  ^  ±  i  (mod.  12),  et  il  est  évident  qu'on  ne  peut 
avoir 

2*  -+-  I  ^  rt  1  (mod.  12)       {k  =  2'  >  i). 

Remarque  I.  —  On  démontrerait  de  la  même  façon  que  —  3  est 
aussi  racine  primitive.  D'ailleurs  plus  généralement  :  Si  p  =  i 
{mod.  li)  et  si  g  est  racine  primitive,  —  g  l'est  aussi. 

Remarque  II.  —  Toutes  les  racines  primitives  sont  comprises  dans 
la  formule  32"+'. 

Exemples  :  2^  +  j  =  5,  2*  -h  i  =  17,  2^  -f-  i  =  267  admettent 
zh  3  comme  racines  primitives. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  p  ^ —  1  contient  deux  facteurs 
premiers  simples  ;  comme  d'ailleurs  p  —  1  est  pair,  on  a  p —  i  =  aq, 
q  étant  premier  impair. 

Théorème  (^).  —  Tout  nombre  premier  de  la  forme  p  =  2q  -{-  i  où 
q  est  lui-même  premier  impair,  admet  comme  racine  primitive  2  51"  </  ^  t 
{mod.  4),  et  —  a  si  q  ^  —  1  {mod.  4)- 

En  effet,  dans  ce  cas,  tout  entier  qui  n'est  ni  reste  de  puissance 
^ème  ni  reste  quadratique  est  racine  primitive.   Or  les  restes  de  puis- 

f  — I 
sances  qèmes  satisfont  à  la  congruence  x  '  ^  1  ou  x^  ^  i  dont  les 
seules  racines  sont  dz  i.  Or  ni  2  ni  —  2  ne  sont  congrus  à  riz  i  fsauf 
si  p  =  3,  mais  dans  ce  cas  le  théorème  se  vérifie  directement).  De 
plus  si  q  ^  i  (mod.  4)  alors  p  ^  3  (mod.  8)  et  2  n'est  pas  reste  qua- 
dratique (n°  195),  si  g  ^  —  1  (mod.  4).  alors  p  ^e  —  i  (mod.  8)  et 
—  2  n'est  pas  reste  quadratique  (n°  196). 

Exemples  :  '. 

2  est  racine  primitive  de  11,  59,  83,  107,  179,  227,  3/17,  etc. 

—  2  est  racine  primitive  de    7,  23,  47,  167,  Sôg,  384,  etc. 

(')  RicHELOT.  —  J.f.  r.  u.  a.  M.,  9(1833)  p.  5. 

Avant  de  monlrer  que  3  est  racine  primilive,  il  est  bon  de  montrer  que  ±2 
ne  le  sont  pas.  En  eGFet  =fc  2  appartiennent  à  l'exposant  a'+*. 

(^j  TcHEBicHEFF.  —  Tliéoric  des  congruances  (en  russe,  iS^g),  traduction 
allemande  par  Schapira,  Berlin  (18^9),  italienne  par  M"*  Massaroi,  Rome, 
i8g5. 
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Généralisalion.  —  On  voit  qu'on  peut,  dans  ce  qui  précède,  rem- 
placer 2  ou  —  a  par  un  autre  entier  a.  Pourvu  qu'on  ait  établi  la 
forme  des  nombres  premiers  dont  a  n'est  pas  reste  quadratique,  ce  qui 
est  facile  (n°  201),  on  aura  des  nombres  premiers  dont  a  est  racine 
primitive.  Nous  allons  appliquer  à  a  =  ±  lo  parce  que  lorsque  -+- 
ou  —  lo  est  racine  primitive,  c'est  cette  base  qu'il  convient  d'adopter 
pour  le  calcul  des  indices. 

Or  lo  n'est  pas  reste  quadratique  des  nombres  premiers  de  l'une 
des  formes 

4o/i  zh  7,  it  II,  ±17,  ±19 

correspondant  pour  ç  à  l'une  des  formes 

ao^  -+-  3,  di  9 

et  —  10  n'est  pas  reste  quadratique  des  nombres  premiers  de  l'une 
des  formes  : 

ioh  -h  3,  -H  17,  —  I,  —  7,  —  9,  —  II,  —  i3,  —  19 

correspondant  pour  q  à  l'une  des  formes  : 

ao/i  ±1,  —  7. 

Donc  tout  nombre  premier  de  la  Jorme  2q  -\-  i  où  q  est  lui-même  un 
nombre  preuiicr,  admet  10  comme  racine  primitive  si  9  ^  3,  db  9 
(mod.  20)  et  admet  —  10  comme  racine  primitive  si  q^  ±  i,  —  7 
(mod.  20). 

Exemples  : 

47,  167,  admettent  10  comme  racine  primitive 
83,  107  —  10  » 

Théorème  (').  —  Tout  nombre  premier  de  la  forme  liq  -\-  \  où  q  est 
lai-même  premier  impair  admet  2  et  —  2  comme  racines  primitives. 

En  effet  tout  entier  qui  n'est  ni  reste  quadratique  ni  reste  de  puis- 
sance q^"*^  est  racine  primitive.  Or  2  ni  —  2  ne  sont  restes  quadra-- 
tiques  parce  que  p  ^  5  (mod.  8).  De  plus  pour  que  2  ou  —  2  fût 
reste  de  puissance  (jf»"»'  il  faudrait  que  2*  —  1^0  (mod.  p),  ce  qui 
est  impossible  puisque  p  ]>  i3. 

Exemples.  —  i3,  ag,  53,  i49,  173  admettent  2  et  —  2  'comme  ra- 
cines primitives. 

Théorème.  —  Tout  nombre  entier  de  la  forme  p  =  2''q  -h  i   où  q  est 

(  ')  TcHELYCHEFF.    LoC,   cU. 


NOTES    ET    EXERCICES  3l 

un  nombre  premier  impair,  k  an  enlier  plus  grand  que  2,  el  où 

(20)  p  >  ^ ±1 

1  ■ 

admet  3  comme  racine  primitive. 

3  n'est  pas  reste  quadratique  car  p  n'est  pas  congru  à  ±1  1  (mod.  12). 
(Cela  ne  pourrait  arriver  que  pour  q  =  3,  mais  la  condition  (20) 
entraine  9  >»  3), 

3  n'est  pas  non  plus  reste  de  puissance  q^*^.  En  effet,  cela  entraîne- 
rait 

3'  —  1^0  (mod,  /)) 
ou 

(3'       —  0(3'       -+-  1)  ^  o  (mod./)). 


On  n'a  pas 

car  cela  entraînerait 


3^       ^  I  (mod.  p) 


3   ^     ^  I  (mod.  p) 

ce  qui  n'est  pas  puisque  3  n'est  pas  reste  quadratique  de  p. 
On  n'a  pas  non  plus 

3'  "  H-  1  ^  G  (mod.  p) 
ou. 

3*    *  -f-  I  :=  Ap       {h  entier  >•  o). 

Car  si  h  était  égal  à  1,  cela  entraînerait  p  ^e  i   (mod.  3)  ce  qui  n'est 
pas,  et  si  h  étant  plus  grand  que  i,  cela  entraînerait 

^3^-1-1 


3 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Exemples.  —  89,  137,  233,  4337  admettent  3  comme  racine  pri- 
mitive. 

II.  —  Remarque  sur  les  nombres  de  la  forme  2'+  i.  La  congruence 
en  i 

2^  -h  1  ^  o  (mod.  p) 
a  au  plus  une  solution. 

Posons  2'  =  X.  Si  la  congruence  2*  +  i  ^  o  (mod.  p)  est  impos- 
sible, la  congruence  en  i  l'est  aussi.  Si  la  congruence  2^  -H  i  ^  o 
(mod.  p)  est  possible  sa  solution  générale  est  de  la  forme  ar^  (2^  -\-  1), 
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OÙ  a-Q  est  la  plus  petite  solution  et  y  un  entier  arbitraire.  Or  l'égalité 

ne  peut  être  satisfaite  que  pour  j  =  o. 

En  particulier  deux  nombres  delà  formes*'  +  i,  différents  entre 
eux,  ne  peuvent  jamais  être  divisibles  l'un  par  l'autre. 

III.  —  Nombres  premiers  de  la  forme  2*  —  i.  A  côté  des  nombres 
premiers  de  la  forme  a''  -4-  1  considérés  plus  haut,  considérons  ceux  de 
la  forme  a''  —  1  (a  >»  i  A-  >  1). 

Un  entier  de  la  forme  a''  —  i  (/î  ;zf  1)  ne  peut  être  premier  que  si 
a=  2  et  si  k  est  premier.  En  effet  si  a  ;zf  2,  l'entier  a''  —  i  a  le  facteur 
a  —  I  différent  de  1  et  de  lui-même.  D'autre  part  si  A;  est  divisible 
par  k'  {k  ;zf  k' ,  k'  ^  i),  l'entier  2''  —  i  est  divisible  par  2'''  —  i.  La 
réciproque  nest  pas  vraie  car  2''  —  i  n'est  pas  premier  pour  A:  =  1 1 

2''  —  I  =  2o/i7  =  2^  X  89. 

Ce  résultat  peut  se  généraliser.  Si  k  et  2k  H-  1  sont  premiers,  si  de  plus 
k  ^  —  I  [mod.  4)  ;  alors  2'^  —  i  est  divisible  par  2k  -+■  1.  En  effet 
2 A  4-  I  ^  —  I  (mod.  8).  Or  on  verra  plus  tard  (n°  193)  que  2  est 
reste  quadratique  de  tout  nombre  premier  ^  —  i  (mod.  8).  Donc  2 
est  reste  quadratique  de  2A  4-  i.  Donc 

2^^  —  1^0  (mod.  2A  +  1). 
La  congruence 

2*  —  1^0  (mod.  p) 

p  premier,  a  une  infinité  de  solutions  en  A,  mais  une  seule,  la  plus 
petite  est  un  nombre  premier,  car  les  autres  sont  des  rnultiples  de 
celle-là. 

IV.  —  Nombres  parfaits.  Les  nombres  premiers  de  la  forme  2''^  —  i 
interviennent  dans  la  question  des  nombres  parfaits.  On  appelle  ainsi 
un  entier  positif  égal  à  la  somme  de  ses  diviseurs  (autres  que  lui-même, 
bien  entendu). 

Exemples  :  ^ 

6=1+24-3,  28  =  1  H-  2  -f-  4  -h  7  H-  i4. 

Recherche  des  entiers  parfaits  pairs.  Soit  n=  2^ .  a.  (a  impair). 
En  exprimant  que  l'entier  n  est  parfait,  on  trouve 

■  {2''+^ —  \)\{a)  =  2^-^'a 

X(a)  étant  la  somme  de  tous  les  diviseui's  de  l'entier  a,  y  compris  lui- 
même.  On  en  déduit 

C   X  (û)  =  2^+V 

\        a  =  (2'=+i—  \)r 
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r  étant  un  entier  impair.  Or  il  faut  que  r  =  i,  car  si  r  ;zf  i,  a   ad- 
met au  moins  comme  diviseurs  les  entiers 

1,  r,  3*+*  —  I,  (2*+i  —  i)r 

dont  la  somme  2''+'(r  -h  i)  est  plus  grande  que  a'^+'r. 
Un' entier  parfait  pair  est  donc  de  la  forme 

n  =  2*(»*+^  —  i). 

De  plus  il  faut  que  2*+'  —  i  soit  premier,  car  sinon  on  aurait 

X(2*+»  —   1)  >  3*^+1 

et 

X  (2'')  =  2'^+»  —  I 

d'où 

>[2*(2*+l  —   1)1   >  3  .2*(2*+»  —   1). 

Ainsi  uft  nombre  parfait  est  de  la  forme  (') 

n  =  2P-'^{2P  —  1) 

p  étant  premier  et  2^  —  1  aussi). 

Réciproquement,  tout  entier  de  cette  forme  est  parfait,  on  le  voit 
immédiatement. 

Pour  P  =  ^         f^  =         ï 

2  6 

3  28 
5  496 
7                  8128. 

Pour  p  =  1 1  on  n'obtient  pas  de  nombre  parfait  parce  que  3"  —  1 
n'est  pas  premier. 

Pour  p  =  i3         n  =  3355o336,  etc. 

On  ne  sait  pas  s'il  y  a  une  infinité  ou  non  de  nombres  parfaits 
pairs. 

Nombres  parfaits  impairs.  —  En  posant  n  =  p'^q^  ...,  l'équation  qui 
exprime  que  n  est  parfait  est 

^- . ...  =  3p  g'*  ... 

P  —  I  q  —  I  . 

Mais  l'on  n'a  pu  ni  trouver  une  seule  solution  de  cette  équation,  ni 
démontrer  qu'elle  n'en  a  pas.  La  question  des  nombres  parfaits  im- 

(})  Euclide,  livre  IX,  prop.  36. 

Caher.  —  Ttéoiie  des  nombres,  t.  II,  ï 
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pairs  reste  donc  complètement  sans  solution.  On  a  démontré  les  théo- 
rèmes suivants  : 

Pour  que  l'entier  impair  n  soit  parfait,  il  faut  qu'il  ait  plus  de 
quatre  facteurs  premiers,  (Sylvesler  G.  R.  A.  P.,  t.  io6  (1888)),  et  plus 
de  sept  s'il  n'est  pas  divisable  par  3. 

L'un  de  ces  facteurs  doit  être  ^  i  (mod.  4)  et  son  exposant  im- 
pair. Les  exposants  des  autres  facteurs  doivent  être  pairs  (remarqué 
par  Frénicle,  démontré  par  Euler,  Comm.  Arithm.,  2,5i4). 

Le  facteur  à  exposant  impair  n'est  certainement  pas  le  plus  petit 
(J.  Carvallo,  théorie  des  n.  parfaits,  Paris,  i883). 

V.  —  Sur  les  fonctions  symétriques  des  entiers  i,  2,  ...  p  —  1  ; 
p  étant  un  nombre  premier. 

Nous  avons  démontré  (n"  15)  les  congruences  : 

Si  ^  02  ^  ...  ^  S„_i  ^  o    )  - 

_  (mod.  p). 

Op_|  =  —  I  ) 

Sft  étant  la  somme  des  produits  kak  des  entiers  i,  2,  ...  p  —  1. 
Occupons-nous  maintenant  des  sommes  de  puissances  semblables 
Sk  =  l'^  H-  2*  +  ...  -+-  (p  —  1)*. 
On  a,  en  supposant  o  <^  k  <^  p  —  ila  formule 

^k  —  Si  2fc_,  -+-  S,  2,_2  —  ...  -h  (-  I)*-'  S,_2  2,  =  (—  i)*-i/.-  S,. 
Si  /c  <  p  —  I,  on  a 

3l  ^  bj  ^=.  ...  ^=.  ij/c^i  ^B  o. 
Donc 

24  =  0. 
Si  k  =  p  —  I ,  on  a 

Sp_i  =  —  1. 
Donc 

I.p^i  =  —i. 

Passons  au  cas  de  A:  >  p  —  i.  On  a,  pour  un  entier  a  quelconque, 
d'après  le  théorème  de  Fermât 

Faisons  a  égal  successivement  à  i,  2,  ...  p —  i  et  ajoutons,  nous 
obtenons 

En  combinant  ces  différents  résultats,  on  voit  en  définitive  que 
^k  ^  o  quand  k  n'est  pas  divisible  par  p  —  1 

^k^  —  1  quand  k  est  divisible  par  p  —  1 . 
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Occupons-nous  enfin  de  l'expression    ^0*6"^  ...  /     dans  laquelle 
a,  h,  ...  l  désignent  n  des  entiers  i,  2,  ...  p  —  i 

{n<p—  1) 

a,   p,  ...  X  sont  des  entiers  positifs  fixes;   la  sommation  s'étend  aux 
différentes  façons  de  choisir  a,  b,  ...  l. 

L'entier  n  s'appelle  l'ordre  de  l'expression,  et  la  somme 

a  H-  ^  +  ...  -f-X 

s'appelle  le  degré.  Pour  n  =  i  on  retrouve  les  sommes  de  puissances 
semblables 


1"'- 


2.- 


Le  théorème  que  nous  vouions  démontrer  est  le  suivant  :  Si  le  degré 
de  l'expression  n'est  pas  divisible  par  p  —  i,  la  valeur  de  l'expression  est 
congrue  à  zéro  (mod.  p). 

Nous  allons  le  démontrer  pour  les  expressions  d'ordre  n  en  le  suppo- 
sant vrai  pour  les  expressions  d'ordre  inférieur.  Comme  il  est  vrai 
pour  les  expressions  d'ordre  i  qui  sont  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables il  sera  établi  en  général.  Or  on  a  : 

A!  B!  ... 

2«"V' ...  i>^',    y^a-"b^"  ...i''",... 

désignent  des  expressions  symétriques  de  même  degré  que 

mais  d'ordre  inférieur,  et  A,  B,  ...  étant  des  entiers,  à  savoir  :  A  est 
le  nombre  des  exposants  a,  (2,  ...  qui  sont  égaux  entre  eux  et  à  une 
certaine  valeur,  B  est  le  nombre  de  ces  mêmes  exposants  qui  sont 
égaux  entre  eux  et  à  une  autre  valeur,  etc.  Ces  entiers  sont  tous-  infé- 
rieurs a  p,  de  sorte  que  le  dénominateur  de  l'expression  (21)  ne  con- 
tient pas  le  facteur  premier/).  Quant  au  numérateur,  il  est  divisible 
par  p.  En  effet,  puisque  a  -{-  P  -h  ...  n'est  pas  divisible  par  p  —  i, 
les  exposants  a,  S,  ...  ne  sont  pas  tous  divisibles  par  p  —  i.  Donc  le 
terme 
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est  divisible  par  p.  Il  en  est  de  même  des  termes  suivants  puisque  ce 
sont  des  expressions  d'ordre  inférieur  à  n.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. Si  le  degré  de 

^a%^  ...  P^ 

est  divisible  par /) —  i,  la  démonstration  ne  s'applique  plus,  mais  le 
calcul  précédent  permettra  dans  chaque  cas  d'évaluer  le  reste  (mod.  p) 
de  l'expression. 

Exercices  I.  —  Déterminer  x  par  les  conditions 

X  ^  —  2     (mod.  i4) 

ar  ^  3  (mod,  17) 

X  ^  —  9     (mod.  21) 

ar  ^  10        (mod.  22). 
t 

.II.  —  p  étant  premier  a^""  —  fef  ~  ne  peut  être  divisible  par  p 
sans  l'être  par  p"  (n  entier  >  o).  {Boaniakowski,  Mém.  Ac,  St-Péters- 
bourg.  Se.  Mal.  Pfiys.  et  Nat.  (6),  (i83i)  p.  189). 

III.  —  p  étant  premier,  on  a 

2''~* I  I  I  II  I        /         j       \ 

p  3  p  —  2  2        a  p —  1  ^  '  ' 

{Eisenstein,  Monatsber.  d.  Berl.  Akad.,  i85o,  p.  4I)• 
Si  /;  ^E  I  (mod.  4)  on  a  aussi 


-■-4Q.^  +  ...  +  ^,) 


^  l(ï  +  5  +  -  +  p-rh)  =  K' -  5  +  -  -  ;T:b)- 

Si  p  ^  —  I  (mod.  Il),  on  a 

P  3  \3       7  p  —kl 

^4(,  +  -+...  +  _^J^_,(,_'  +  ...+_^J. 

les  congruences  étant  mod.  p.   Slern.  J.J.  r.  u.  a.  M.,  t.  100  (1887), 
p.  182, 

IV.  —  On  a,  dans  certaines  questions,  été  conduit  à  étudier  l'ex- 
pression 

définie  au  module/)  près,  en  particulier  à  voir  dans  quels  cas  elle  est 
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=  o  (mod.  p)  (voir  n°  18).  Les  relations  de  l'exercice  III  donnent  des 
expressions  de  9(2).  Démontrer  les  relations  suivantes  : 

q{a-[-p^)  =  q{a)  ] 

h  I 

q{a-^ph)  =  q{a)  —  -^         >    (mod.  p) 
q{ab)  =  q{a)  H- 7(6)    ) 

qui  permettent  de  ramener  le  calcul  de  q  (a)  au  cas  où  a  est  un  nombre 
premier  plus  petit  que  p. 
On  a  aussi  les  relations 

q{—a)  =  q{a) 
-      qil)  =  0 
q{p—l)=l 

qui  jointes  aux  précédentes  permettent  de  simplifier  encore  le  calcul. 
Il  y  a  /)  —  i  valeurs  de  a  (définies  au  mod.  p^  près)  pour  lesquelles 
q{a)  prend  une  valeur  donnée  A  (définie  au  mod.  p  près).  Ce  sont  les 
valeurs 

H^ -^  pqQ')  —  p^]      (X  =  1,2,  ...  p  —  1). 

En  particulier  les  valeurs  pour  lesquelles 

q(a)  =  o         sont         X(i+p7(X)^, 

V.  —  Calculer  les  racines  primitives  du  nombre  premier  3  001,  du 
nombre  premier  5oo3. 

VI.  —  La  somme  des  racines  primitives  d'un  nombre  premier  p  est 
congrue  à  zéro  (mod.  p)  quand  p  —  i  a  des  facteurs  premiers  mul- 
tiples. Dans  le  cas  contraire,  la  somme  en  question  est  congrue  à  +  ou 
—  I  suivant  que  le  nombre  des  facteurs  premiers  de  p  —  i  est  pair 
ou  impair  (Gauss.,  Disqu.,  art.  81). 

VII.  —  Le  produit  des  racines  primitives  d'un  nombre  premier 
p  >  3  est  congru  à  i  (mod.  p).  Plus  généralement,  le  produit  des  en- 
tiers qui  appartiennent  à  un  exposant  e  >  2  est  congru  à   1    (mod.  p). 

VIII.  —  En  appelant  gn,  g.^,  ...  gi  des  racines  primitives  d'un 
nombre  premier  p,  démontrer  que 

Ind^^^fj  X  Ind^.S's  X  ...  X  In^^^j^n  X  Ind^^^fj  =  1 

(Généralisation  de  la  relation  du  n°  14). 

IX.  —  Le  produit  1.2  ...  {n  —  1)  est  divisible  par  n,  sauf  lorsque  n 
est  premier  ou  lorsque  n  =  l\. 

X.  —  L'égalité 

1.2  ...  (n  —  1)  ^-  1  =  n'^         {k  >  i) 
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est  impossible,   sauf  pour  n  =  5  (Liouville,    /.  d.  M.,  2'  série,  t.  1 
(i856).p.  35i). 

XI. — pétant  un  nombre  premier  >  3,  et  r  un  entier  pair,   la 
somme 


— -(^-^y 


est  divisible  par  p. 

XII.  — p  étant  un  nombre  premier,  les  sommes  S,,  et  2^  (n°  15 
et  note  II)  où  r  est  impair  sont  divisables  par  p^,  sauf  pour  r  =  i. 

XIII.  — p  étant  un  nombre  premier  ]>  3,  l'expression 

i.2...(p—  1) 

est  divisible  par  p'  (communiqué  par  M.  Guérin). 

XIV.  —  p  étant  un  nombre  premier,  éraluer  le  reste  (mod^  p)  de 


^«v- 


(a,  6=  I,  2.  ...  p—  i). 


XV.  — p  étant  un  nombre  premier,  parmi  les  entiers  i,  2,  ...  p  —  1 
on  en  choisit  n.  On  les  combine  entre  eux  p  —  n  li  p  —  n  de  toutes 
les  façons  possibles,  avec  et  sans  répétitions  ;  on  considère  chaque  com- 
binaison comme  un  produit  et  on  fait  la  somme  de  tous  ces  produits. 
Le  résultat  obtenu  est  congru  à  zéro  (mod.  p).  (Stem:,  J.  r.  a.  M., 
t.  i3  (i835),  p.  356  =  Werke  2,  Berlin,  1889.  P-  9)- 


TABLE  D'INDICES  POUR  LES  NOMBRES  PREMIERS 
DE  i  A  200 

Pour  chaque  nombre  premier,  il  y  a  deux  tables,  La  première  four- 
nit l'indice  d'un  entier  donné,  la  seconde  donne  l'entier  correspondant 
à  un  indice  donné. 

Soit  à  chercher  l'indice  de  l'entier  lod  H-  «  (d  =  nombre  des 
dizaines,  u  =  chifl're  des  unités).  Il  se  trouve  dans  la  première  table  à 
l'intersection  de  la  ligne  marquée  à  gauche  par  d  et  de  la  colonne 
marquée  en  haut  par  u.  L'usage  de  la  seconde  table  est  analogue. 

Pour  trouver  la  base,  on  cherche  l'entier  dont  l'indice  est  i. 

Pour  trouver  toutes  les  racines  primitives,  on  détermine  les  entiers 
premiers  a.  p —  i  contenus  dans  la  suite  1,  2,  ...  p  —  i,  puis  on 
cherche  les  entiers  dont  ceux-ci  sont  les  indices. 
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Table  des  plus  petites  racines  primitives  des  nombres  premiers 
de  200  à  3000. 

Les  nombres  premiers  marqués  d'un  astérique  sont  ceux  qui 
admettent  lo  comme  racine  primitive. 

(Pour  les  nombres  premiers  plus  petits  que  200,  voir  la  table  précé- 
dente) . 
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Cette  table  est  de  M.  Wertheim,  ilcL  ma^/i.,  t.  17  (iSgS),  p.  3i5. 
L'auteur  l'a  continuée  jusqu'à  la  limite  5ooo.  Ad.  math.,  t.  20(1897) 
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Il  y  a  une  table  s'étendant  jusqu'à  la  limite  10  000  dans  Desmarets. 
Traité  de  l'Analyse  indéterminée,  Paris  i852,  p.  298. 


CHAPITRE  II 


GÉNÉRALISATION  DES  RÉSULTATS  PRÉCÉDENTS 
POUR  LES  MODULES  NON  PREMIERS 


16.  —  Généralisation  du  théorème  de  Fermât,  Théorème  d'Eu- 
ler  (^).  —  Soil  n  un  entier  quelconque,  et  a  un  entier  premier  avec 
n,  on  a  : 

a'-?W  ^  I  =  o  (mod.  n). 

En  effet,  soient 

les  entiers  de  la  suite  i,  2,  ...  n  —  i,  premiers  avec  n.  Considé- 
rons les  entiers  : 

(2)  aai,  aaa,  ...  a^o(„). 

Je  dis  que  les  entiers  de  la  suite  (2)  sont,  dans  l'ensemble,  con- 
grus à  ceux  de  la  suite  (i). 

En  effet  si  l'on  considère  les  entiers 

(3)  o  .  a,  I  .  a,  2a,  ...  {n  —  i)a 
ils  sont  congrus,  dans  l'ensemble,  aux  entiers 

(4)  o,  I,  2,  ...  n  —  I. 

D'ailleurs  ce  sont  les  entiers  premiers  avec  n,  de  la  suite  (3) 
qui  sont  congrus  aux  entiers  premiers  avec  n  de  la  suite  (4).  H  en 

(1)  EuLER.  —  Petrop.  Comm.,  nov.  8   (1760-61)  p.   74  =   Corn.   Arith.,  I, 
p.  374. 
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résulte  bien  que  les  entiers  (i)  sont  congrus,  dans  Tensemble,  aux 
entiers  (2). 

On  en  déduit  que  le  produit  des  entiers  (i)  est  congru  au  pro- 
duit des  entiers  (2J,  c'est-à-dire  que  : 

d'où,  en  divisant  les  deux  membres  par  UiOCi  ...  «^(n)  qui  est  pre- 
mier à  n 

a?W  =  1  (mod.  n). 

Ce  théorème  est  bien  une  généralisation  de  celui  de  Fermât,  car 
lorsque  n  est  un  nombre  premier  p,  on  a  (p  (/i)  =  />  —  i . 

17.  —  Sur  les  restes  suivant  un  module  quelconque  n  des  puis- 
sances d'un  entier  a  premier  an. 

Théorème.  —  Si  l'on  considère  la  suite  : 

1,  a,  a-,  ... 

a  étant  premier  à  un  module  n,  les  restes  des  termes  de  cette  suite 
par  n  se  reproduisent  périodiquement.  Le  nombre  des  termes  de  la 
période  est  le  plus  petit  entier  positij  e  tel  que  a  ^^  i  {mod.  n). 
On  l'appelle  l'exposant  de  a  par  rapport  à  n.  C'est  un  diviseur  de 
<p{n). 

La  démonstration  est  identique  à  celle  donnée  pour  les  modules 
premiers  aux  n"^  2  et  3. 

Exemple.  —  Soit  n  =  18       ç(n)  ^  6, 
a=  I  donne  la  période  1  appartient  à  l'exposant  i 

5  »  1,5,7,— 1,-5,  — 7;  »  ^ 

7  »  I,  7,  —  5  >>  3 

—  7  »  1,-7.— 5,— 1,7,5,  »  6 

—  5  »  1,  —  5,  7  '>  3 

—  I  »  I ,  —  I  »  3 

Quel  que  soit  n,  i  appartient  à  l'exposant  i  et  —  i  à  l'expo- 
sant 2  (sauf  si  /i  =:  2). 

Mais  le  théorème  du  n"  4  ne  se  généralise  pas.  Lorsque  le  mo- 
dule nest  pas  premier  une  congruence  de  degré  m  peut  avoir  plus 
de  m  solutions. 
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Par  exemple  la  congruence 

x^  -\-  X  —  a  ^  o  (mod.  35) 
a  quatre  solutions  : 

a;  =  1,  —  2,8,  —  9. 

Il  en  résulte  que  le  raisonnement  du  n°  5  ne  se  généralise  pas 
et  que  l'on  ne  peut  pas  de  cette  façon  trouver  les  entiers  qui 
appartiennent  à  un  exposant  donné.  Nous  allons  procéder  autre- 
ment. 

18.  Problème.  —  Etant  donné  un  modale  n  trouver  les  entiers 
gui  appartiennent^  relativement  à  ce  modale,  à  texposant  le  plus 
élevé  possible,  et  déterminer  cet  exposant.  On  sait  que  cet  expo- 
sant ne  peut  dépasser  o{n). 

Lorsqu'il  est  égal  à  ç>  (n)  les  entiers  appartenant  à  cet  exposant 
seront  dits  racines  primitives  de  n.  Nous  distinguerons  plusieurs 
cas  suivant  les  valeurs  de  n. 

Lorsque  n  est  un  nombre  premier  le  problème  est  déjà  résolu. 
Nous  savons  qu'il  y  a  des  racines  primitives. 

Cas  où  n  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair 

n  =  p''        (^>i). 
Alors 

o(n)=p='-'(/>-0- 
Lemme,  h  étant  un  entier  quelconque,  m  un  entier  positif  impair 
et  a  un  entier  positif,  on  a 

(1  4-  /im)"'*-'  =  1  4-  /im*  (mod.  m='  +  ')- 

C'est  évident  pour  a  =  i.  Supposons  donc  que  c'est  vrai  pour 
une  valeur  de  a  et  démontrons-le  pour  la  valeur  a  +  i,  Par 
hypothèse  : 

(I  H-  Am)'»*-'  :=  1  +  /im«  +  km''-^\ 

Elevons  les  deux  membres  à  la  puissance  m,  il  vient 

Transformons  cette  égalité  en  congruence  (mod.  m^  +  2)  en  né- 
gligeant les  termes  qui  contiennent  en  facteur  m* +  2.  D'abord  les 
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termes  non  écrits  au  second  membre  contiennent  en  facteur  m^^  ; 
or  3a  >  a  +  2  puisque  t. 
m  est  impair  ;  donc  dans 


_  .  .  _,       ,     m  —  I 

or  3a  >  a  +  2  puisque  a  >  i.  hnsuite  — - —  est  entier,  puisque 


—  m  \nm    -+-  km        } 


2 

il  y  a  en  facteur  m^^+  '  ;  or 

2a  +  I  "_>  a  4-  3. 
On  peut  donc  négliger  tous  ces  termes  et  il  reste 

(i  +  /tm)"'*  =  1  +  hm^^'  (mod.  m'  +  '). 
< 

Corollaire.  —  On  a,  dans  les  mêmes  hypothèses  (')  sur  h,m,  ol; 

(i  -+-  /tm)""^"'  ^  1  (mod.  m*). 

TiiÉORiiME.  —  Un  entier  a  qui  n'est  pas  racine  primitive  d'un 
nombre  premier  p  ne  test  pas  non  plus  de  p'^. 

En  effet  il  existe  un  entier  i,  positif  et  plus  petit  que  p  —  i  tel 
que 

a*  =  I  +  hp. 

Elevons  les  deux  membres  à  la  puissance  p*"',  il  vient  : 

a'>*-'  =  (i  -^hpY""-' 

c'est-à-dire,  d'après  le  corollaire  du  lemme  : 

a'>*~'  =  1  (mod./)*). 

Donc  a  appartient,  relativement  au  module  p^.  à  un  exposant 
inférieur  a  (p  —  i)  p*~S  donc  a  n'est  pas  racine  primitive. 

Examinons  maintenant  si,  au  contraire,  une  racine  primitive 
de  p  est  aussi  racine  primitive  de  />*,  nous  arriverons  au  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Toute  racine  primitive  g  de  p  est  oiussi  racine 
primitive  de  p'^,  sauf  si  gP  —  ^  —  i  est  divisible  par  p^. 

En  effet  soit  e  l'exposant  de  g  par  rapport  à  p^,  on  a 

5f'  ^  I  (mod.  p*) 

(^)  Cependant,  dans  ce  corollaire,  m  peut  être  un  entier  quelconque,  pair 
ou  impair. 
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d'où 

g'  ^  1  (mod.  p) 

donc  e  est  un  multiple  de  p  —  i. 

Mais  d'autre  part  e  est  un  diviseur  de  rp  (p^)  =  {p  —  i)  p''—\ 
Donc  e  est  de  la  forme 

e  =  {p—  i)  p'^        o<p<a— 1 

et,  pour  montrer  que  g  est  racine  primitive  de  p^  il  suffit  de  mon- 
trer que  g^''"  ^^i'^~^  —  i,  n'est  pas  divisible  par  p^.  Or  on  a  : 

En  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  p^—^   il    vient, 
d'après  le  lemme  {p  étant  impair) 

Or 

P 
t)onc  si  g''~*  —  i  n'est  pas  divisible  par  p^,  l'entier   A-  n'est  pas 
divisible  par  p,  par  suite  g(p-^)p^~^  n'est  pas  congru  à  i  (mod. 
p^),  donc  g  est  racine  primitive  de  p^.  Au  contraire,  si  g''~^  —  i 
est  divisible  parp^,  g  n'est  pas  racine  primitive  de  p*. 

Il  est  facile  maintenant  de  trouver  les  racines  primitives  de  p=f. 
Soit  g  une  racine  primitive  de  p.  Elle  est  congrue  (mod.  p)  àp=»— ' 
entiers  incongrues  (mod.  p^~^),  compris  dans  la  formule 

g-hhp         (/i  =  o,  1,  ...p'-*—  i). 

Cherchons  ceux  de  ces  entiers  qui  sont  racines  primitives  de 
p«.  Ce  sont  ceux  qui  correspondent  aux  valeurs  de  h  telles  que 
{9  +  Ap)^"*  —  I  ne  soit  pas  divisible  par  p-.  Développant 
(^g  _f-  hpy~^  et  négligeant  les  multiples  dep-,  on  arrive  à  la  con- 
dition : 

gp-i  —  gP-^hp  —1^0  (mod.  p-). 

Posant,  comme  plus  haut 

9'-'  -  1  -  /. 
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cette  condition  s'écrit 

ou  encore 

h  ^  kg  (mod.  p). 

On  voit  donc  qu'il  faut  laisser  de  côté  les  p^—^  valeurs  de  h  qui 
sont  congrues  à  kg  (mod.  p).  Ainsi  chaque  racine  primitive  de  p 
fournit/)*— I  —  p^—^  racines  primitives  de  p^.  En  recommençant 
ce  calcul  pour  chacune  des  ©(/)  —  i;  racines  primitives  de  p,  on 
trouve  en  tout  (p*~'  — P^~')  fip  —  i)  c'est-à-dire  9[<p(p*)] 
racines  primitives  de  p*. 

Exemple  p  =  7.  —  Les  racines  primitives  de  7  sont  3  et  —  a.  Pour 

36 j 

g  =  3,       k=  — - —  =  io4  =  —  1  (mod.  7) 


et  l'on  a 
Pour 

et  l'on  a 


kg  ^  —  3  (mod.  7). 


g  =  —  2,       k=  ^  =9=2  (mod.  7) 


kg  ^  5  (mod.  7). 

Donc  les  racines  primitives  de  7*  sont  comprises  dans  les  formules^ 

3  +  7/1,        —  a  -f-  7/1        (A  =  o,  I,  ...  7°^"'  —  i) 

en  laissant  de  côté  les  valeurs  h  = /i,  11,  18,  ...  dans  la  première 
formule  et  les  valeurs  h  =  3,  10,  17,  ...  dans  la  seconde. 

19.  Résolution  du  problème  du  n^  18  Jdans  le  cas  où  n  est 
une  puissance  de  2.  —  Nous  distinguerons  les  cas  : 

n  =  k,       n  =  a"'  (m  >>  a). 

I**  Soit  d'abord  n  =  li.  On  voit  que  i  appartient  à  l'exposant  i  et 
—  là  l'exposant  2.  D'ailleurs  (p(4)  =  2.  11  y  a  donc  une  racine 
primitive  qui  est —  i.  On  voit  qu'il  y  a  <p((p(4))  racines  primi- 
tives. 


64  THÉORIE    DES    .NOJKîRES 

2°  Soit  maintenant 

n  =  2'"  (m  >»  a). 

Théorème.  —  Pour  tout  nombre  impair  a,  on  a 

^a"— 2  ^  j  (mod.  2"'). 
En  effet  c'est  vrai  pour  m  =  3.  Car  soit  a  =  2  a'  +  i.  On  a 

(2a'  -hiy  =  lia'{a'  -h  i)+  i. 

L'un  des  deux  entiers  a',  a'  -f-  i  est  pair,  etc. 

Démontrons  donc  que  si  c'est  vrai  pour  une  valeur  m,  c'est  vrai 
pour  la  valeur  m  -\-  i.  Or; 

0=»        —  1  =  (a^        —  i)  (a»        -^  i). 

Le  facteur  a^»"*"^  +  i  est  pair  ;  et  le  facteur  a^"'"'^  —  i  est  divi- 
sible par  2"'  par  hypothèse,  donc  a""'~'  est  divisible  par  2"*^'. 

Conséquence.  —  L'exposant  le  plus  haut  possible  ne  peut  dé- 
passer 2"'""^,  Comme  d'ailleurs  (p(2"')  =  42"'*'  on  en  conclut  qu'il 
n'y  a  pas  de  racine  primitive. 

Démontrons  maintenant  qu'il  y  a  effectivement  des  entiers 
appartenant  à  l'exposant  2"'~^.  Remarquons  d'abord  que  les  en- 
tiers impairs  sont  de  l'une  des  quatre  formes 

±  I  -h  Sh,      ±3  -\-8h. 

Théorème.  —  Les  entiers  de  la  forme  rh  3  h-  8A  appartiennent 
à  l'exposant  2"'-^,  les  entiers  de  la  forme  d=  i  4-  8^  appartiennent 
à  des  exposants  inférieurs. 

Pour  le  démontrer  il  suffit  de  démontrer  que 

(5)  !(±  3  4-  S/i)'""""  ^  1  (mod.  a"") 

mais  que 

(dz  I  -h  S/i)'""'  =  I  (mod.  2'"). 
Or  dans  l'égalité 

a^'   —  1  =  (a^'        —  i)  (a^*^       -i-  i) 

où  a  est  supposé  impair  et  [^  >>  i,  le  facteur  a*'  ~  +  i  est  divi- 
sible par  2  mais  non  par  4  ;  donc  a^^  —  i  contient  le  facteur  2, 
exactement  une  fois  de  plus  que  a^'  ~'  —  i.   Donc  pour  démon- 
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trer  les  relations  (5)  et  (6)  il  suffit  de  démontrer  celles  qu'on  ob- 
tient en  remplaçant  m  par  m  —  i,  puis  celles  obtenues  en  rempla- 
çant m  —  I  par  m  —  2  et  ainsi  de  suite.  Or  pour  m  =  4  elles 
sont  évidentes. 

En  résumé,  pour  le  module  2'"  (m  >  2)  l'exposant  le  plus 
élevé  possible  est  2"*"*  ou  -  9(2"')  ;  il  y  a  2"'~^  ou  fp['p{2"')]  en- 
tiers appartenant  à  cet  exposant. 

20.  —  Reste  à  résoudre  le  problème  du  n"  18  dans  le  cas  où 
n  contient  des  facteurs  premiers  différents. 

Théorème.  —  Soient  rii,  rii,  ...  des  modules  premiers  entre  eux 
deux  à  deux.  Si  un  entier  a  appartient  à  l'exposant  e^^  par  rapport 
au  module  n^,  à  l'exposant  e-i  par  rapport  au  module  n^,  ...  cet  en- 
tier a  appartient j  par  rapport  au  module  n^n^  ...  à  un  exposant 
éfjalau  plus  petit  commun  multiple  de  e^^  e^,  ... 

En  effet,  l'exposant  ^  de  a  par  rapport  à  n^Ui  ...  est  le  plus  petit 
entier  positif  satisfaisant  à  la  congruence 

a"  ^  1  (mod.  n^n-i  ...) 

Puisque  n,,  n^,  ...  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux  cette  con- 
gruence est  équivalente  à  l'ensemble  des  suivantes  : 

a*  ^  1  (mod.  «i),       a"  ^  1  (mod.  n^),  ... 

La  première  exprime  que  e  est  un  multiple  de  e^,  la  seconde  que 
e  est  un  multiple  de  ei,  etc.  Le  plus  petit  entier  positif  satisfaisant 
à  ces  conditions  est  bien  le  plus  petit  commun  multiple  de 
<?i,  e-u  ... 

Conséquence.  —  Pour  trouver  un  entier  ayant  par  rapport  à 
niUi  ...  l'exposant  le  plus  élevé  possible,  il  faut  chercher  un  en- 
tier rti  ayant  par  rapport  à  n^  l'exposant  le  plus  élevé  possible  e^, 
un  entier  a^  ayant  par  rapport  à  n^  l'exposant  le  plus  élevé  pos- 
sible e-i,  ...,  puis  déterminer  un  entier  a  tel  que 

a  ^  Oj  (mod.  «1)       a  ^  a^,  (mod.  «2)  •• 

ce  qui  est  possible  (n**  1).  L'entier  a  ainsi  déterminé  aura  par  rap- 
port à  /iino  ...  un  exposant  égal  au  plus  petit  commun  mulliple 
de  ^1,  e^,  ... 

Caben.  —  Théorie  des  nombres,  II.  5 
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En  prenant  pour  «i  toutes  les  valeurs  possibles  différentes  deux  à 
deux  (mod.  n,),  pour  a^  toutes  les  valeurs  possibles  (différentes  deux 
à  deux  (mod.  n^),  ...  on  aura  pour  a  toutes  les  valeurs  possibles 
différentes  deux  à  deux  (mod.  /I1/22  ...).  S'il  y  a  Vi  valeurs  pour 
«1,  Vi  pour  ai,  ...  il  y  aura  "jfjo  .••  valeurs  pour  a. 

Cas  particulier.  - —  Soit  n  décomposé  en  facteurs  premiers 

m         a    3 

n  =  2     .  p  q  ... 

Le  plus  haut  exposant  possible  par  rapport  à  2'"  est  X(2*"),  en 
posant 

si  m  <^  2  et 

X(2"*)=^?(2'") 

si  m  >  2  ;  il  y  a  en  tout  cas  fp[o{-2"')]  entiers  incongrus  (mod.  2'") 
appartenant  à  cet  exposant. 

Le  plus. haut  exposant  possible  pour  p*  est  (p  (p^),  il  y  a  ^  [<p(p*)] 
entiers  incongrus  (mod.  /)*)  appartenant  à  cet  exposant.  De  môme 
pour  //P,  ... 

Donc  le  plus  haut  exposant  possible  pour  n  est 

et  le  nombre  des  entiers  incongrus  (mod.  n)  appartenant  à  cet 
exposant  est 

Condition  pour  que  n  ait  des  racines  primitives.  —  Il  faut 
et  il  suffit  que 

•     ^lx{^'"h  ?(/>*),  ?(7^).  .-]  =  ?(«)  =  ?(2'")î(p')  ?(/)••• 
Pour  cela  il  faut  et  il  suffit  d'abord  que 

X(2'")  =  ?(2"'), 

c'est-à-dire  que  m  <^  2  ;  ensuite  que 

soient  premiers  entre  eux  deux  à  deux.  Mais  ç)(a)  est  toujours  pair 
sauf  si  a  =  2.  Donc,  en  définitive,  les  seuls  entiers  ayant  des  ra- 
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-cines  primitives  sont  les  entiers  de  la  forme  2'"  (m  <C  3),  /)^  et  ip^. 
En  tout  cas,  l'exposant  maximum  que  nous  poserons  égal  à 

X(/i)  est 

/.(«)  =  ML/. (2'"),  ?(/),?(/>^). ...] 

C'est  un  diviseur  de  f{n).  Il  est  égal  à  'S>{n)  quand  n  a  des  racines 
primitives. 

Théorème  d'Euler  perfectionné  (*).  —  On  a  pour  tout  entier 
a  premier  an 

a'/W=  I  (mod.  n). 
•Car  on  a 

aX-la")  ==  I  (mod.  2"") 


■Exemple  : 

n  =  36o  =  2''  .  3- .  5. 

L'exposant  maximum  pour  2'  est  /  (2*)  =  2,  pour  3^  c'est 

'pour  5  c'est 

X(5)  =  v(ô)  =  4. 

Pour  360  c'est  le  plus  petit  multiple  commun  de  2,  6,  4  soit  12.  On 
a  /(36o)  =  13  ;  et  pour  tout  entier  a,  non  divisible  par  2,  3  ou  5, 
on  a 

a'-  ^  1  (mod.  36o); 

tandis  que  le  théorème  d'Euler  donne  seulement 

a*'  ^  I  (mod.  36o). 

21.  Généralisations  de  la  théorie  des  indices.  —  1"  Lorsque 
n  est  de  l'une  des  formes 

2'»(m<3),      /,       2p", 

il  a  des  racines  primitives,  et  la  théorie  des  indices  subsiste  sans 
aucune  modification. 

(1)  Gaughy,    C.  R.  s.  a.  p.,    12  (184 1),  p.  824,  8A5  =  Œuvres  (i).   t.  6, 
p.  ia4,  146. 
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Exemple,  —  Soit 

<ji  =  3  est  une  racine  primitive. 
On  a 

30=1     3' =  3     32=9     33  =  27     3*  =  32     ... 

3*0  =  11     3*' =  10  (mod.  72). 

Donc  o  est  l'indice  de  1,1  est  l'indice  de  3,  ...  4î   est  l'indice  de 
10,  la  base  étant  3,  et  tous  les  indices  étant  définis  au  module  Ix^  près. 

2°  Soit  maintenant 

n  =  2'"       (m  ]>  2). 

Il  y  a 

cp(2"')  =  2"'~* 

entiers  impairs  incongrus  deux  à  deux  (mod.  2"'),  par  exemple  : 

(7)  I,  3,  5,  ...  2»'  —  I. 

D'autre  part  on  sait  (n»  19)  que  3  appartient  relativement  au 
module  2'"  à  l'exposant  le  plus  élevé  possible  qui  est  2"'~^.  Ainsi 

(8)  30    31  ...  3^'""^- ' 

représentent  au  module  2'"  près,  la  moitié  des  entiers  (7). 
Je  dis  que 

(9)  —  3«    —3'  ...—3^"'"'-' 

représentent  les  autres. 

En  effet  les  entiers  (9)  sont  incongrus  entre  eux  deux  à  deux, 
puisque  les  entiers  (8)  le  sont.  I)  suffira  de  démontrer  qu'un  quel- 
conque des  entiers  (9)  et  un  quelconque  des  entiers  (8)  sont  incon- 
grus entre  eux. 

Or  si  l'on  avait 

(10)  3'' =  — 3^:' (mod.  2'") 
on  en  déduirait 

(3^-  -4-  3*')  {i"  —  3^')  =  o  (mod.  2'»+') 
c'est-à-dire 

32ft  =  32A.  (n^od_  2^+1) 
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par  suite 

2/t  ^  2/1-'  (mod.  a""-') 
ou 

k  =  k'  (mod.  2»"-*) 
d'où 

k  =  k'. 

Mais  pour  k  =  k'  la  condition  (lo)  n'est  pas  satisfaite. 

On  en  conclut  que  les  entiers  (8)  et  (9)  représentent  tous  les  en- 
tiers (7)  au  module  2'"  près.  C'est-à-dire  que  : 
Pour  tout  entier  impair  a,  on  a 

a  =  (—  i)'3'  (mod.  2'") 

£  étant  déterminé  au  module  2  près  et  i  au  module  2"'~*  près. 

L'ensemble  des  deux  entiers  s,  /,  s'appellera  le  système  d'in- 
dices de  a  relativement  au  module  2'".  Il  est  facile  de  voir  que  les 
propriétés  des  indices  démontrées  au  n»  9  se  généralisent  pour  ces 
systèmes  d'indices.  Prenons  par  exemple  le  théorème  1.  Soit 


a'  =  (_  ,)'  3''  ,    (mod.  a' 


) 

On  a 

aa'...  =  {-  1)^  +  ^'  +  -  3'  +  ''  +  - 

Par  conséquent  les  indices  de  aa  ...  sont 

e -h  s' -h  ...       et       i-hi'H-... 
3"  Soit  maintenant 

n=r2>V..., 

m  pouvant  être  nul.  Si  m  ;=  o  ou  i,  tout  entier  a  premier  à  n,  a 
un  indice  relatif  à  p*,  un  indice  relatif  à  c/'^,  etc.  (').  Si  m  =  2, 
a  a  un  indice  relatif  à  2^,  un  indice  relatif  à  /)*,  un  indice  relatif  à 
«/?,  etc.  Enfin  si  m  >  2,  a  a  deux  indices  relatifs  à  2"*,  un  indice 
relatif  à  p^,  etc.  Dans  tous  les  cas,  l'ensemble  de  ces  indices  s'ap- 
pelle le  système  d'indices  de  a.  L'indice  relatif  à  /)*  n'est  déterminé 


(*)  On  suppose,  qu'on  ait  choisi  une  base  d'indices  pour  p'*,   une  pour  q  , 


etc. 
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qu'au  module  <p(/>*)  près,  celui  relatif  à  </?  n'est  déterminé  qu'ai> 
module  ç(<7?)  près,  etc.,  celui  relatif  à  2''  n'est  déterminé  qu'au 
module  2  près,  enfin  les  deux  indices  s,  j,  relatifs  à  2"'  [m  >>  2) 
ne  sont  déterminés  respectivement  qu'aux  modules  2  et  2"'~^  près. 
C'est  ce  que  nous  appellerons,  pour  abréger  le  langage,  être  dé- 
terminé. De  même  a  sera  dit  déterminé,  s'il  est  déterminé  au  mo- 
dule n  près.  Alors  : 

A  tout  entier  déterminé  correspond  un  système  d'indices  déter- 
miné et  réciproquement. 

En  effet,  a  étant  déterminé  au  module  n  près,  est  déterminé 
aussi  aux  modules  2'",  p^,  </?,  ...  près,  donc  ses  indices  sont  dé- 
terminés. Réciproquement  si  ses  indices  sont  déterminés  a  est 
déterminé  aux  modules  2'",  p*,  gr?,  ...  près  et  comme  ces  modules 
sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  a  est  déterminé  au  module 
n  près  (n°  1). 

Les  propriétés  des  indices  démontrées  au  n°  9  se  généralisent 
encore  pour  ces  systèmes  d'indices.  En  effet,  soient  deux  entiers  a 
et  a'  premiers  à  n  et  soient 

^»  '1  ipi  *yi  •••  le  système  d'indices  de  a 
t,  i',  i'p,  i',,  ...  le  système  d'indices  de  a'. 

(Si  l'on  a  m  =  2,  £  et  c'  n'existent  pas,  si  l'on  a  m  =  i  ou  o, 
B,  i' ,  i,  i'  n'existent  pas,  mais  la  démonstration  n'en  est  pas 
changée). 

On  a  : 

^        '  ,   .,}    (mod.  2'»)  ^^^,        (mod. /)°')  ... 

{Qp  est  la  base  des  indices  i^,,  i',,,  etc.). 
On  en  déduit  : 

aa'  =  (—  i)^+^'3'+''  (mod.  2'»}         aa'  =  {g, )'"+'''  (mod.  y>*) ... 
Donc  le  système  d'indices  de  aa'  est 

e  +  s',       i  H-  i',       ip  -h  i'p,  ... 
On  généralise  sans  peine  les  autres  théorèmes  du  n°  9. 

22.  Calculer  Texposant  d'un  entier  déterminé  par  son  sys- 
tème d'indicés.  —  Pour  ne  plus  avoir  à  distinguer  plusieurs  cas 
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suivant  la  présence  ou  non  du  facteur  2  à  un  exposant  supérieur 
ou  non  à  2,  nous  désignerons  par  t,  j,  k,  ...  les  indices  d'un  en- 
tier a,  le  premier  étant  déterminé  au  module  I,  le  second  au  mo- 
dule J,  le  troisième  au  module  K,  ...  près.  Ainsi  si  le  facteur  2 
n'entre  pas  dans  n  ou  s'il  n'y  entre  qu'à  l'exposant  i,  on  aura 

.Si  le  facteur  2  entre  dans  /i  à  la  seconde  puissance  on  aura 

1  =  2,        J=?(p"),         K  =  ^{q^'),... 

Enfin  si  le  facteur  2  entre  dans  n  à  une  puissance  d'exposant  m 
supérieur  à  2,  on  aura 

I  =  a.       J  =  2'"-2,      K  =  cp(p''),  ... 

L'exposant  maximum  par  rapport  à  n  qu'on  a  désigné  par  X(/i) 
est  le  plus  petit  commun  multiple  de  I,  J,  K,  ... 

Soit  donc  un  entier  a,  soient  i,j,  ...  ces  indices.  Les  indices 
de  ft''  sont  di,  dj,  ...  et  pour  que 

a''  ^  1  (mod.  /»), 
il  faut  et  il  suffit  que 

di^^  o  (mod.  I) 
dj  ^  0  (mod.  J) 


Ces  conditions  équivalent  respectivement  à 

Àl 


d  = 
t/  = 


D(i,  I) 
jjiJ 

D(j,J) 


).,  a,  ...  étant  des  entiers.  Donc  la  plus  petite  valeur  de  d  qui  y 
satisfasse,  c'est-à-dire  l'exposant  cherché  est  : 


M 


LD(f,I)'D(j,J;'-J 


En    particulier   on  retrouve    que    l'exposant    maximum    est 
M(I,  J,  ...)  et  que  tout  autre  est  un  diviseur  de  celui-là  (n"  20). 
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23.  Résolution  de  la  congruence.  — 

(il)  x'"  ^  I  (mod.  n). 

Nombre  de  solutions.  —  On  voit  immédiatement  que  les  indices 
i,j,  ...  d'une  solution  doivent  satisfaire  aux  congruences  : 

(   mi  ^o  (mod.  I) 
(12)  <   ny  ^  o  (mod   J) 


On  sait  résoudre  ces  congruences  On  sait  aussi  (l.  33o)  qu'elles 
ont  respectivement  D(m,  I),  D(m,  J),  ...  solutions.  Donc  le 
nombre  de  solutions  de  la  congruence  (11)  est 

(i3)  D(m,  I)  D(m,  J)  .. 

Nous  poserons  ce  nombre  égal  à  F„(w),  ou  simplement  à  F  (m) 
s'il  n'y  a  pas  besoin  de  mettre  n  en  évidence. 

En  particulier  si  m  est  premier  à  chacun  des  entiers  I,  J,  ...  il  y 
a  une  seule  solution,  laquelle  est  évidemment  a*  =  i . 

Remarque.  —  Les  racines  de  x"'  —  1^0  {mod.  n)  sont  les 
mêmes  que  celles  de  xï^('".z'"))  —  1^0  mod.  (n).  (Généralisation 
du  théorème  du  n»  10).  Car  on  voit  facilement  que  toute  solution 
d'une  des  congruences  (12)  satisfait  aussi  à  la  congruence  obtenue 
en  remplaçant  m  par  D(w,  /(n)). 

Cas  particulier.  —  La  congruence 

x^  ^  I  (mod.  n) 

a  2'  racines,  s  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers  de  n  si  n  est 
impair  ou  simplement  pair,  ce  nombre  augmenté  de  i  si  n  est  dou- 
blement pair  ;  ce  nombre  augmenté  de  2  si  n  est  plus  que  double- 
ment pair. 

24.  Chercher  le  nombre  des  entiers  qui  appartiennent  à 
un  exposant  donné  e.  —  Désignons  ce  nombre  par  'i>(e).  Nous 
pouvons  remarquer  tout  de  suite  que  '^(é)  =  o  quand  e  n'est  pas 
diviseur  de  X(ai),  mais  nous  ne  nous  servirons  pas  de  cette  remarque 
dans  ce  qui  va  suivre. 

Les  F  (m)  solutions  de  la  congruence  (11)  sont  les  entiers  qui 
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appartiennent  à  des  exposants  diviseurs  de  m.  On  a  donc 

(i4)  2^(rf)  =  F(m) 

djm 

m  étant  un  entier  quelconque,  et  la  sommation  s'étendent  à  tous 
les  diviseurs  d  de  cet  entier. 

A  partir  de  maintenant  nous  ne  supposerons  pas  que  F  (m)  soit 
la  fonction  (i3),  ce  sera  une  fonction  quelconque  et  nous  cher- 
cherons à  déterminer  'b{d)  par  la  relation  (i4).  Ce  problème  a  été 
résolu  en  même  temps  par  Dedekind  et  Liouville('). 

D'abord  la  relation  (i/J)  détermine  la  fonction  'J>,  car  en  l'écri- 
vant successivement  pour  m  =  i,  2,  3,  ...  on  obtient  des  équa- 
tions dont  la  première  donne  'y'(ï)'  la  seconde  'i'(2),  etc.  Mais 
d'ailleurs  pour  déterminer  'b  (n)  il  suffit  de  considérer  les  relations 
obtenues  en  faisant  dans  (i^),  m  successivement  égal  à  tous  divi- 
seurs de  11. 

On  voit  de  celle  façon  que  la  valeur  de  'j»  (n)  est  de  la  forme  : 

(,5)  ^{n)  =  .iF(0  +  ^,/,F(c/.)  4-  ...  +  a„F(n) 

Cf-i,  OLdi,  ...  oin  étant  des  coefficients  indépendants  de  la  fonction  F. 
Or  lorsque  F(m)  se  réduit  à  m  on  sait  que  6  se  réduit  à  l'indica- 
teur ^.  On  a  denc  dans  ce  cas 

,(„,  =  „„)  =  „(,_-)(,-i)...=„_v|  +  2,^,- 

;),  q,  ...  étant  les  facteurs  premiers  de  n,  le  premier  signe  2^ 
s'étendant  à  ces  différents  facteurs  premiers,  le  second  à  leurs 
combinaisons  deux  à  deux,  etc.  Gomme  tous  les  entiers 

n  n 

n,         - ,        —,  ... 

/'  P? 

sont  des  diviseurs  de  n,  cela  nous  donne  à  supposer  (^)  que  la  for- 


(1)  Dedekind,  J.  r.  a.  M.,  54  (1857),  p.  21. 

LiouviLLE,  J.  m.  p.  a.  (2)  2  (1857),  p.  iio. 
{-)  Gela  n'est  pas  une  preuve  parce  qu'une  expression  peut  se  mettre   de 
plusieurs  façons  sous  la  forme  (i5).  Par  exemple 

,,  12  13,      1:3  ,12,12  12 

^^.  2  o'G  4'     12  3 
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mule  (i5)  doit  être 

(,6)      «")=i-(e)-2:F(;)+2"-(pî)- 

Il  reste  à  montrer  que  cette  expression  de  '\)  satisfait  effectivement 
à  la  condition  (i4). 

En  effet  si  dans  le  premier  membre  on  remplace  les  '}((/),  par 
leurs  valeurs  (i5),  le  terme  en  F  (m)  ne  provient  que  de  'i^{tn) 
et  sera  F  (m). 

Calculons  maintenant  les  termes  en  F(ô^),  r)  étant  un  diviseur 
de  m.  Ils  ne  proviendront  que  des  termes  '}^{r)k)  du  premier 
membre,  les  différentes  valeurs  de  k  n'étant  composées  que  de  fac- 
teurs premiers  de  m  qui  entrent  dans  m  avec  un  exposant  supé- 
rieur à  celui  qu'ils  ont  dans  r),  et  ne  contenant  d'ailleurs  ces  fac- 
teurs qu'à  l'exposant  i.  Soient /)i,  p.2,  ...  jh  ces  facteurs  premiers, 
F((?)  se  trouvera  avec  le  coefficient  +  i  dans  l'expression  de 
'\>{o')  ;  avec  le  coefficient  —  i  dans  les  expressions  de 

'!'(5/'.),4'(¥i).  •.•'>(5/>r); 
avec  le  coefficient  -+-  i  dans  les  expressions  de 

'^(^PiPi),  '^{^'PiP^)  ...  •^{^Pr-iPr): 
etc. 

Il  en  résulte  que  le  coefficient  de  F  (c?}.  sera 

1  —g;.  +  C:. —  ...  +  (—  i)-c; 

C;  désignant  le  nombre  des  combinaisons  de  /'  objets  /  à  /.  Or 
cette  somme  est  nulle.  On  le  voit  en  faisant  x  =  i  dans  la  for- 
mule 

(i  —  rr)-  =  1  —  C>  +  Clx'  —  ...  +  (-   I)X:x^ 

La  formule  (i6)  est  donc  démontrée.  En  particulier 

Le  nombre 'il  [e)  des  entiers  qui,  par  rapport  à  un  module  n^ 
appartiennent  à  un  exposant  e  est 

.(e)=FW-VF(0.2F(^^)_... 

p,  q,  ...  étant  les  facteurs  premiers  de  e  et  F  étant  défini  par 

F(m)  =  D(m,  I)  D(m,  J) 


GÉNÉRALISATION    POUR    LES    MODULES    NON    PREMIERS  yS 

Exemples.  I.  —  n  =  36o  :=  2^ .  3^  .  5. 

Alors 

1=2,        J=:2^^-^  =  2,        K  =  ç(3^)  =  6,        L  =  ç(5)=4, 

y(/l)  =  M(2,   2,    6,  4)  =   12. 

Soit  e  =  6  ;  on  a 

^(6)=3F(6)-f(^)-f(^)  +  f(^)=F(6)-F(3)-F(2)+F(i). 

F(6)  =  D(6,  2)  D(6,  2)  D(6,  6)  D(6,  4)  =  48 
F(3)  =  D(3,  2)  D(3,  3)  D(3,  6)  D(3,  4)  =  3 
F(2)  =  D(2,  2)  D(2,  2)  D(2,  6)  D(2,  4)  =  16 
F(i)  =  D(i,  2)  D(i,  2)  D(i.  6)  D(i,  Ix)  =  I 
et 

J;(6)  =  ^8  —  3  —  16 -h  I  =  3o. 

Il  y  a  donc  48  solutions  de  x*^  —  1^0  (mod.  36o)  dont  3o 
appartiennent  à  l'exposant  6. 

II.  —  Soit  encore  n  =  36o  et  e  =:  18  qui  n'est  pas  diviseur  de 
y  (n).  On  a  : 

J.(i8)  =  F(i8)  -  F(9)  -  F(6)  +  F(3) 
F(i8)  =  D08,  2)  D(i8,  2)  D(i8,  (i)  D(i8.  4)  =  48 
F(9)    =D(9,  2)D(9.  2)D(9.  6)D(9,/i).=  3 
F(6)    =  D(6.  2)  D(6.-  2)  D(6,  6)  D(6,  4)  =  48 
F(3)    =D(3,  2)D(3,  2)  D(3,  6)  D(3,  4)  =  3 
«V(i8)  =  48  —  3  —  48  -+-  3  =  o 

ce  qui  était  évident  a  priori. 

25.  Résolution  de  la  congruence  x'"  ^  a  (mod.  n),  a  étant 
premier  à.  n.  —  Soient  i[,ji,  ...  les  indices  connus  de  a  et  i,  /,  ... 
les  indices  inconnus  de  x,  on  détermine  i,  j,  ...  par  les  con- 
gruences 

mi  ^  1*1  (mod.  I) 
mj=ji{mod.}) 


Les  conditions  de  possibilité  sont  que  D(m,  I)  divise/,,  que 
D(m,  J)  divise  4»  etc.  Si  elles  sont  remplies,  la  première  con- 
gruenceen/à  D  (m, I)  solutions, la  congruence  enjen  aD  (m,  J)..., 
donc  la  congruence  proposée  à  D(m,  I)  D(w,  J)  ...  solutions. 
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On  démontrera  facilement  que  toutes  ces  solutions  se  déduisent 
de  l'une  d'elles  en  la  multipliant  successivement  par  toutes  les 
solutions  de  x'"  ^  i  (mod.  n). 

AppUcalions.  I.  —  Nombre  de  solutions  de  la  congruence 

x"  ^  I  (mod.  p*) 

a  étant  un  diviseur  de  p  —  i,  p  étant  un  nombre  premier  im- 
pair ('). 

Ici  il  n'y  a  qu'un  exposant  I  qui  est  égal  à  p'— '  (p  —  i).  On  a 
D  (a,  I)  =  a.  Donc  la  congruence  a  a  solutions. 

II.  —  Nombre  de  solutions  de  la  congruence 

x''  ^  i  [  mod .  p  ) . 

Il  n'y  a  qu'un  exposant  I  qui  est  p*— '  (p  —  i)  si  p  est  impair  ou 
si  p  =  2  et  a  <  3.  Si  y>  =  2  et  a  >  3  l'exposant  I  est  égal  à  p*— =*. 
Dans  les  deux  cas  on  a  D  (p,  I)  =  p.  Donc  la  congruence  a  p  solu- 
tions. 

D'ailleurs  ces  solutions  sont  évidentes  ce  sont  les  entiers  : 

X  =  l  -\-  p^~^Z         (z  =  G,   1 ,  2,  ...  p  —  1). 

En  effet  ces  p  entiers  sont  incongrus  deux  à  deux  (mod.  p«)  et  ils 
satisfont  à  la  congruence  proposée,  comme  on  le  voit  immédiate- 
ment en  développant  (i  -h  p^—'z)''  par  la  formule  du  binôme. 

26.  Résolution  d'une  congruence  algébrique  à  module 
non  premier.  —  Nous  allons  montrer  comment  cette  résolution 
se  ramène  à  celle  de  congruences  à  module  premier. 

Congruence  f[x)^o  {mod.  p*)  (p  =  nombre  premier,  a  >  i). 

1"^'  Méthode.  —  Nous  opérons  de  proche  en'proche  suivant  les 
valeurs  croissantes  de  a.  Nous  supposons  donc  résolus  la  con- 
gruence 

f{x)  =  o  (mod.p""')- 
Nous  emploierons  dans  ce  qui  va  suivre  la  formule  dite  de   Taylor. 
Cette  formule,  pour  un  polynôme  f{x)  de  degré  m  est  la  suivante  : 

f{x  -+-  h)  =f{:c)  +  'lj'icc)-i-^f"{x)  +  ...  +  ,^/""H^) 
(^)  SI  p  =  a,  a  =  I,  la  réponse  est  évidente. 
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/'  (x)  désigne  la  dérivée  (I.  245)  àef(x)  ;  f"{x)  est  la  dérivée  de/'  (x) 
ou  dérivée  seconde  def(x),  etc.  Celte  formule  est  classique. 

Une  solution  de 

(17)  /(a-)  =  o  (mod.  p') 
est  aussi  solution  de 

(18)  y(a:)  =  o{tnod./~'). 

Soit  donc  Xo  une  solution  de  cette  dernière.  Il  faudra,  dans  (17), 
poser 

X  =  Xo  -H  /)*"'/ 

et  déterminer  y  au  module  p  près.  Il  vient  : 

/U +  /'"'"  V).  =  o(mod./) 
ou,  d'après  la  formule  de  ïaylor  : 

Ji^o)  +/~'j/'(^o)  +  ...:=  o  (mod.  p«). 
Les  termes  non  écrits  contiennent  en  facteur  p^^—O.  Or 
2  (a  —  1)  ^  a       puisque       a  >  l . 

On  peut  donc  négliger  ces  termes.  Ensuiie  comme /(a7„)  est  divi- 
sible par  y>*—'  on  peut  diviser  tous  les  termes  et  le  module  par 
//-'-'  et  l'on  est  amené  à 

('9)  -^-i-y/'W^oCmod./)) 

P 

qui  est  une  congruence  du  premier  degré  à  module  premier,  qui 
doit  déterminer  y  au  module  p  près. 

Si/'Ixq)  ^  G  (mod.  p),  la  congruence  (19)  a  une  solution  et  une 
seule  ;  dans  ce  cas  la  solution  x,,  de  (19)  fournit  une  solution  et 
une  seule  de  (18). 

f(x  ) 
Si/'  (xo)  =  o  (mod.  p)  avec*'-^'  ^  o  (mod.  p),  la  congruence 

(19)  est  impossible  ;  dans  ce  cas  la  solution  Xo  de  (19)  ne  fournit 
aucune  solution  de  (18). 

Enfin  si 

/'(^o)=-^^  =  o(mod.p). 
P 
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la  congruence  (19)  a  p  solutions  dans  ce  cas,  la  solution  x^  de  (19) 
fournit/)  solutions  de  (i8). 

2'  Méthode  (').  —  Il  suffit  de  trouver  les  solutions  x  de  (17) 
telles  que 

o  <$  rc  <  p*. 

Or  un  tel  entier,  écrit  dans  le  système  de  numérateur  de  base  p 
se  met  sous  la  forme 

x^  H-  x,p  -+-  x,p'-  -+-  ...  +  x^_,p''-' 
Xq,  Xi,  ...  Xoi—i  étant  les  chiffres,  c'est-à-dire  des  entiers  tels  que 

O  <  Xa  <  /). 

De  plus  une  valeur  de  x  ne  se  met  sous  cette  forme  que  d'une 
façon.  On  remplace  ainsi  l'inconnue  x  par  les  inconnues  Xo,Xi,  ... 

Xa_i. 

La  congruence  proposée  devient 

<2o)  /(xq  -+-  xip  -+-....  H-  x^_^p°^)  =  o  (raod.  p"'). 

On  va  écrire  successivement  que  le  premier  membre  est  divisible 
parp,  /)*,  ...  /)*—'.  En  écrivant  qu'il  est  divisible  par  p,  on  a 

/(xo)  =  o  (mod.  p) 

c'est-à-dire  la  congruence  (17).  Si  elle  est  possible  elle  détermine 
-complètement  Xq.  Ensuite,  Xq  étant  déterminé,  en  écrivant  que  le 
premier  membre  de  (20)  est  divisible  par  p^,  on  peut  négliger 
les  termes  en  jd^,  p\  ...,  il  vient 

■ou,  après  la  même  transformation  que  dans  la  première  méthode  : 

J^^  -+-  x,f'  (x,)  =  o  (mod.  p) 

qui  détermine  complètement  xi  si  elle  est  possible. 

Ensuite  on  va  écrire  que  le  premier  membre  de  (20)  est  divi- 
sible par  p^  Pour  cela  on  peut  négliger  les  termes  en  p^  p*,  ... 
«t  écrire 

/(a-o  +  xip  -f-  xop')  ^  o  (mod.  p^) 

(^)  Cette  méthode  est  inspirée  de  la  tliéorie  des  nombres  padiques  de 
M.  K.  Heksel. 
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OU 


qui  détermine  complètement  Xi   si  elle    est  possible,  etc.    Celte 
méthode  ne  diffère  pas  au  fond  de  la  précédente. 

Comme  exercice,  nous  proposons  au  lecteur  de  reprendre 
•d'après  les  méthodes  de  ce  numéro  les  deux  applications  du  n°25. 

27.  Gongruence  algébrique  suivant  un  module  quel- 
<:oiique.  —  Soit 

(ai)  f{x)  =  o  (mod.  n) 

n  contenant  plusieurs  facteurs  premiers  différents 

ï  3 
n=p  7'   ... 

Soit,  plus  généralement,  n  =  n'if  ...,  les  entiers  n',n\... 
«tant  premier  entre  eux  deux  à  deux.  Une  solution  de  (21)  doit 
^tre  solution  des  congruences 

[  J(x)  ^  o  (mod.  /t) 
<32)  1  /(x)  =0  (mod.  n') 

Réciproquement  un  entier  solution  de  toutes  les  congruences 
(22)  le  sera  aussi  de  la  congruence  (21)  puisque  n',  n",  ...  sont 
premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

Si  l'une  des  congruences  (22)  est  impossible,  la  congruence. 
proposée  l'est  aussi. 

Si  les  congruences  (22)  sont  toutes  possibles,  soit  x'  une  solu-  . 
lion  de  la  première,  x'  une  solution  de  la  seconde,  etc.  ;  on  a  une 
solution  de  la  proposée  en  cherchant  x  tel  que 

.  X  ^  x'  (mod.  n') 
X  ^  x"  (mod.  n") 


Il  y  a  une  valeur  de  x  et  une  seule  (mod.  n    satisfaisant  à  ces 
conditions  (n°  1). 

28.  Généralisation  pour  une  congruence  algébrique  à  un 
nombre  quelconque  d'inconnues.  —  La  résolution  d'une  telle 


So  THÉORIE    DES    NOMBRES 

congruence : 

/(a-,  y,  z,  ...)  ^  o  (mod.  n)       ^ 

se  ramène  à  celle  des  congruences 

f(x,  Y,z,  ...)  =  o  (mod.  p) 
f(x,Y,  z,  ...)  =  o(mod.  9) 

/),  </,"...  étant  les  facteurs  premiers  de  n. 

I.  —  Congruence  /{x,  j,  r,  ...)  ^  o  (mod.  /)='). 

On  a  besoin  de  la  formule  de  Taylor  relative  aux  polynômes  à  plu- 
sieurs variables.  Celte  formule  est 

/(x  4- /t,y +  Av  +  /,...)==/(rr,j,z.. ..)  +  (/./;  4-A/;-h//;H-...)-+-... 

f{x,  y,  z,  ...)  est  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  variables,  x,  y, 
z,  -.•■,  fj,jy  ,  Jz  •••  désignent  les  dérivées  de  ce  polynôme  par  rapport 
à  a;,  j,  z,  ...,  les  termes  non  écrits  au  second  membre  sont,  par  rap- 
port à  h,  k,  l,  ...  d'un  degré  supérieur  au  premier  et  nous  n'en  aurons, 
pas  besoin. 

Soit  a?o,  Jo»  2^of  •••  une  solution  de 

f{x,  y,  z,  ...)  =  o  (mod.  p"~'). 

On  pose 


et  l'on  a  à  déterminer  |,  y;,  ...  au  module  p  près  par  la  congruence 

/(xo+y^*""';,  jo  4-/~'»l,  ...)  =o  (mod.  p°'). 

Développant  par  la  formule  de  Taylor  et  opérant  comme  au 
n°  26,  on  trouve 

?/xo(^o,  7o,  ...)  -H  V'.vo(^o,  Jo, ...)  +  ...  -^ftlll^  =  o  (mod./;). 

P 

^^/'^o'/'î/o'  •••lie  sont  pas  tous  ^  o  (mod.  p)  cette  congruence 
à  p''-^  solutions,  k  étant  le  nombre  d'inconnues,  d'où  p*^'  solu- 
tions pour  la  congruence  proposée. 

Si  A„  =  /.„  =  ...  =  o  (mod.  p)    et  que  -^^^ ;  -^  *  o 
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(mod.  p),  la  solution  x^,  Jq,  Zq,  ...  n'en  fournit  aucune  pour  la 
congruence  proposée. 
Si 

2,  Vy,  ...  sont  indéterminés,  donc  la  solution  Xo,  jo»  •••  ^n  fournit 
/}*  de  la  congruence  proposée.  On  peut  d'ailleurs  procéder  par  une 
deuxième  méthode  comme  plus  haut. 

II.  —  Congruence J{x,  y,  z,  ...)  =  o  {mod.  n'n\..,  les  entiers 
n\n\...  élani premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

On  pose  les  congruences 

f{x,y,  ...)  =  o  (mod.  n') 
J{x,y,  ...)  =  0  (mod.  n"). 

Si  l'une  d'elles  est  impossible,  la  congruence  proposée  l'est 
aussi  : 

Sinon  soit  x' ,  y\  ...  une  solution  de  la  première 
x" ,  y\  ...  une  solution  de  la  seconde 

On  détermine  x,  y,  ...  par  les  conditions 

(    X  EE  x'  (mod.  n)         y  ^y'-  (mod.  n')  ... 
(a3)  ]    x  =  x"  (mod.  n")        J  =/  (mod.  n')  ... 


Le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  proposée  est  égal  au 
produit  des  nombres  de  solutions  de  toutes  les  congruences  (28). 
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I.  —  Application  du  théorème  d'Ealer  à  V  analyse  diophantienne  du  pre- 
mier degré. 

Soit  à  résoudre  l'équation  :   • 

ax  -\-  ny  =  b 
ou,  ce  qui  revient  au  même  la  congruence  : 

ax  ^  b  (mod.  n). 
Cahek.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  6 
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On  peut  supposer  a  premier  à  n  (I.  139).  Alors  le  théorème  d'Euler 
perfectionné  donne 

aX('»)r=  I  (mod.  n) 

Donc  ba^-^"''~^  est  une  solution  de  la  congruence  proposée  et  on  en 
déduit  toutes  les  autres. 

II.  —  Généralisation  du  théorème  de  Fermai  autre  que  le  théorème 
d'Euler  (»).  On  a 

n  n 

'  an  —  VflP  _,_  Vq/»?  _  ...  =  o  (mod.  n) 

a  et  n  étant  deux  entiers  quelconques,  p,  q,  ...  désignant  les  facteurs  pre- 
miers de  n,  les  signes    y   s" étendant  à  tous  ces  facteurs  premiers. 

Si  n  est  premier  ce  théorème  se  confond  avec  celui  de  Fermât. 
Si  n  =  p*  il  se  confond  avec  celui  d'Euler. 
Dans  les  autres  cas,  c'est  un  théorème  différent. 
Démonstration.  L'expression  peut  s'écrire 

n  r    n(p— i)  -1  n    r    n[p—x)  T  _n^  r    n[p—ï)  "i 

aP[a     P      _iJ_VaP7[a     PI     -i\-^S^aPr[a    Pr    -ij... 

les  signes  2,  ^^  s'étendant  plus  cette  fois  qu'aux  facteurs  premiers . 
7,  r,  ... 

Les  quantités  entre  crochets  sont  de  la  forme  a'''*'/'  '  —  1,  elles 

sont  donc  divisibles  par//,  si  a  n'est  pas  divisible  par  p. 

Si  a  est  divisible  par  p,  ce  sont  les  facteurs  des  crochets  qui  sont, 
divisibles  par  yj*. 

Sur  cette  question  voir  aussi  : 

KoENiGs  {Bull  des  S.  M.  (2).  8  (i88/»),  p.  286). 

BoREL  et  Drach,  Introd.  à  la  Th.  des  N.,  Paris  (1895),  p.  5o. 

III.  —  Déterminer  une  fonction  arithmétique  [Ji(n)  telle  que 

[jl(i)  =  i       et  que       Nu((i)z=o 

d/m 

pour  toute  valeur  de  m  différente  de  1 . 

Réponse,     p.  (m)  =  o  si  m  a  des  facteurs  premiers  multiples  ; 

;.(m)  =  (-,)^ 

(')  Enoncée  par   Gauss,  dans   un  cas    particulier,  par    Serret,  en  général^ 
démontrée  par  S.  Kantor,  Annali  di  Maihem.,  (2)  t.  10  (1880),  p.  64. 
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si  m  a  k  facteurs  premiers  distincts  (Môbils,    J.  r.  a.  M.,  9  (i83a), 
p.  io5).  Il  sera  reparié  plus  tard  de  cette  fonction  célèbre. 

IV.  —  Si /est  une  fonction  arithmétique  telle  que  ^f{d)  soitdivi- 

d/n 
sible  par  n,  quel  que  soit  n,  alors 

d/n 
est  aussi  divisible  par  n,  quels  que  soient  a  et  n.  En  faisant 

fin)  =  ii{n) 

on  retrouve  l'énoncé  II  (Gegenbaûer,  Monatshejle  Math.  Phys.,   11 
(1900),  p.  28). 

IV.  —  La  valeur  de  la  fonction  <^  satisfaisant  à  l'équation  (i4)  du 
n°  24,  peut  s'écrire 

<l.(n)  =  2f^(d)Fg). 
d/n 

V.  —  En  posant  l'expression  de  l'exercice  II  égale  à/a(^),  on  a 

^fa{d)=an 

d/n 

n 

d/a 

V.  —  Si /est  une  fonction  arithmétique  telle  que  /^J{d)  soit  divi- 

dfn 
n 

sible  par  n,  quel  que  soit  n  ;  alors  7  J{d)a'^  est  aussi  divisible  par  n 

djn 

quels  que  soient  a  et  n.  En  faisant  /(n)  =  \L{n)  on  retrouve  l'énoncé 
II  (Gegenbaùer,  Monatshejle  Math.  Phys.,  11  (1900),  p.  28). 

VI.  —  Appliquer  les  méthodes  des  n°'  26  et  27  à  l'équation 
binôme  a;"'  ^  i  (mod.  n)  et  retrouver  les  résultats  du  n°  23. 

VII.  —  En  désignant  par  ).  le  nombre  de  fadeurs  premiers  distincts 
de  n,  le  nombre  v  de  solutions  de  a;*  ^  i  (mod.  n)  est  égal  à  2  si  n 
est  impair  ou  si  n  est  congru  à  4  (mod.  8).  Il  est  égal  à  2  si  n  est 
congru  à  ±  2  (mod.  8),  enfin  il  est  égal  à  2  "t"'  si  n  est  congru  à  o 
(mod.  8). 
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Corollaire.  —  v  =  2  quand  n  a  des  racines  'primitives  v  >»  2  dans 
les  autres  cas. 

VIII^  —  Les  racines  de  x*  ^  i  (mod.  n)  [n  impair)  sont  données 
par  la  formule  a'^'"^  —  6^'"^  ou  a  et  6  sont  deux  diviseurs  complé- 
mentaires (I.  4oo)  de  n,  premiers  entre  eux  ('). 

IX.  —  GénéraUsalion  du  théorème  de  l^ilsonn  {*).  Le  produit  des  en- 
tiers positifs  plus  petits  que  n  et  premiers  avec  lui  est  congru  à  —  i 
(mod.  n),  si  n  a  des  racines  primitives  ;  il  est  congru  à  -h  i  dans  le 
-  cas  contraire. 

En  effet  à  tout  entier  a  plus  petit  que  n  et  premier  avec  lui  en  cor- 
respond un  a'  tel  que  aa'  e^  i  (mod.  ;i).  Si  l'on  considère  d'abord  tous 
les  entiers  a  pour  lesquels  a'  ^  a  (mod.  n),  leur  produit  est  congru  à 
1 .  Reste  à  considérer  les  entiers  a  pour  lesquels  a'  =  a,  c'est-à-dire 
les  solutions  de  x"  ^  i  (mod.  n).  Soit  b  une  solution  de  celte  con- 
gruence,  alors  —  6  est  aussi  solution  ;  on  n*a  d'ailleurs  pas  6  ^  —  6 
(mod.  n)  puisque  b  est  premier  avec  n  (sauf  pour  n  =  a,  mais  dans  ce 
cas  le  théorème  est  évidemment  vrai).  De  plus  6( —  b)  ^  —  1  (mod. 

V 

n).  On  voit  ainsi  que  le  produit  en  question  est  congru  à  ( —  i)*, 
V  élant  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  x-  ^  i   (mod,  n).  Or 

V*=D(2,  1)D(3,  J),  ... 

et  d'autre  part  tous  les  entiers  I,  J,  ...  sont  pairs,  etc. 

X.  —  Autre  généralisation  de  théorème  de  Wilsonn.  Etant  donné  un 
entier  impair  n,  si  l'on  considère  les  entiers  a  de  la  suite  1 ,  2,  ...  n  —  i 
qui  sont  premiers  à  n  et  qui  sont  tels  que  a  -+-  i  soit  premier  à  n,  le 
produit  de  ces  entiers  est  congru  à  1  (mod.  n).  (Schemmel,  J.  r.  a.  m., 
t.  70(1869),  p.  191). 

XI.  —  La  somme  des  puissances  /^"««s  des  entiers  positifs  non  supé- 
à  n  et  premiers  avec  lui  est  congrue  à  zéro  (mod.  n)  lorsque  r  est  im- 
pair. 

XII.  —  Trouver  les  entiers  n  qui  jouissent  de  la  propriété  sui- 
vante :  Pour  tout  entier  c  premier  à  n,  l'expression  a"~*  —  i  est  divi- 
sible par  n. 

Les  nombres  premiers  jouissent  de  celte  propriété  d'après  le  théo- 

(')  M.  L.  V.  GaosscHMiD  donne  celte  proposition,  mais  avec  o(d)  et  o{b]  au 
lieu  de  )(_(a)  et  Xf^)-  D'ailleurs  l'énoncé  de  M.  Grosschmid  est  relatif  aux 
nombres  algébriques  {J.  r.  a.  M.,  t.  189  (igii),  p.  loi). 

(-)  Indiqué  par  Gauss.  Dtsq.  Arithm.,  art.  78,  démontré  par  Brenkecke, 
J.  r.  a.  M.,  19  (1889),  p.  819. 
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rème  de  Fermât.  Mais  il  y  a  d'autres  solutions.  Tous  les  entiers  n  ré- 
pondant à  la  question  sont  ceux  tels  que  /  (/î)iiivise  n  —  i. 

On  démontrera  qu'un  entier  n  répondant  à  la  question  ne  peut  con- 
tenir de  facteur  premier  multiple,  qu'il  est  impair  (sauf  n  ==  a),  que 
s'il  contient  plus  d'un  facteur  premier  il  en  contient  au  moins  trois. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  trouver  des  solutions  particulières.  Par 
exemple  :  56 1  =  3  ,  1 1  ,  1 7 ,  1  -729  =  7.13.  19,  etc. ,  mais  la  question 
n'est  pas  résolue  en  général. 

Garmichael,  Bull.  Anieric.  Soc,  t.  16  (1909-10),  p.  287  et  Americ, 
Math.  Monthly,  t.  19  (191a),  p.  aa. 


CHAPITRE  III 


ANALYSE  DU  SECOND  DEGRÉ  A  UNE  INCONNUE 


29.  Equations  diophantiennes  du  second  degré  à  une  in- 
connue. Une  telle  équation  est  de  la  forme 

ax^  -^  bx  -\-  c  =  o 

où  a,  h,  c  sont  des  entiers  conmis,  x  un  entier  inconnu. 

Cas  particulier.  Racine  carrée  d'un  entier.  —  Nous  examinons 
d'abord  le  cas  particulier  de  l'équation 

x^  =  m. 

Il  est  visible  que  la  résolution  de  cette  équation  n'est  autre  que 
l'extraction  de  la  racine  carrée,  question  déjà  traitée  (I,  gA)-  Nous 
allons  revenir  sur  cette  question. 

Si  m  <  G  l'équation  n'a  pas  de  solution. 

Si  m  =  o  l'équation  a  une  solution  x  =  o. 

Soit  maintenant  m  >>  o.  Si  m  est  carré  parfait  l'équation  a  deux 
racines  ±  \/ni,  sinon  elle  n'en  a  pas.  Comment  peut-on  voir  si  m 
est  carré  parfait?  Au  moyen  d'une  table  des  carrés  parfaits  (I,  94). 
Mais  nous  allons  montrer  ici  comment  on  peut  résoudre  cette 
question  sans  posséder  cette  table.  Pour  cela  reprenons  une  défini- 
tion déjà  donnée. 

On  .appelle  racine  carrée  à  une  unité  près  de  m,  l'entier  /"  qui 
satisfait  aux  conditions  : 

(1)  r2<m<^r+i)2. 

Cet  entier  existe,  est  unique,  et  se  confond  avec  la  racine  carrée 
/sans  épithète)  quand  celle-ci  existe.  Nous  nous  proposons  de  déter- 
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miner  cet  entier,  que,  pour  simplifier  le  langage,  nous  appellerons 
simplement  dans  ce  qui  va  suivre  racine  carrée  de  m  ou  même  ra- 
cine de  m. 

La  différence  m  —  r^  que  nous  poserons  égale  à  R  s'appelle  le 
reste  de  l'opération.  Ce  reste  est  nul  quand  ni  est  carré  parfait,  et 
réciproquement.  On  voit  donc  que  si  on  sait  déterminer  r  et  par 
suite  R,  on  saura  reconnaître  si  ni  est  carré  parfait. 

Si  aux  trois  membres  des  inégalités  (i)  on  retranche  r^  on 
obtient  : 

G  <  R  «<  2r  -f-  1 . 

Réciproquement  si  des  entiers  r,  R  satisfont  aux  conditions  : 

m  =  r^  -t-  R 

o  <  R  <  ar  +  I 

/'  est  la  racine  de  m  et  R  est  le  reste. 


29  bis.  Règle  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  entier. 
—  Si  l'entier  donné  est  plus  petit  que  100,  il  n'y  a  pas  d'autre 
procédé  que  celui  déjà  donné  (I,  94)  il  faut  se  servir  de  la  table 
des  carrés  des  9  premiers  entiers  : 

Entiers 


Carrés 


I 
I 

2 

4 

3 
9 

4 

5 

6 
36 

7 
49 

8 

9 

16 

25 

64 

81 

Exemple  :  la  racine  de  71  est  8,  le  reste  est  71  —  8*  =  7. 

Examinons  maintenant  le  cas  général.  Soit  à  extraire  la  racine 
de  l'entier 

lOoA  -H  lod  -+-  a 

A  étant  le  nombre  des  centaines,  d  le  chiffre  des  dizaines  ('),  u  celui 
des  unités.  Appelons  /•  le  nombre  des  dizaines,  h  le  chiffre  des 
unités  de  la  racine.  Ils  sont  déterminés  par  les  conditions  : 

(a)  (lor  -h  hy  <  looA  -f-  lod  +  u  <  (lor  +  /i  +  i)^ 

(3)  o  <  /i  <;  10. 

conditions  dont  on  sait  à  l'avance  qu'il  y  a  un  système  et  un  seul 
de  valeurs  de  r  et  de  h  qui  y  satisfont. 

(1)  Dans  71924  par  exemple,  719  est  le  nombre  des  centaines,  2  est  le  chiffre 
des  dizaines. 
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On  en  tire  : 

{lorf  <  looA  4-  lorf  H-  u  <  [io(r  -h  i)l« 

ou  en  remarquant  que  locf  +  u  <  loo 

(ior)8  <  looA  <  [io(r  -h  i)|* 
ou  enfin 

rî"  <  A  <  (r  +  i)2. 

Ceci  prouve  que  r  est  la  racine  à  une  unité  près  de  A. 

Supposons  donc  /•  connvi,  reste  à  déterminer  h  par  les  condi- 
tions (2)  et  (3).  Soit  R  =  A  —  rMe  reste  de  la  racine  de  A,  les 
inégalités  (2)  donnent  : 

2orh  H-  A»  <  iQoR  +  lod  H-  u  <  2or(/i  +  1)  -+-(/i  H-  i)*. 

La  première  inégalité  donne 

2or/t  <  lOoR  -h  lod  +  u 
ou,  puisque  o  «^  u  <  10.  / 

On  essayera  donc  des  valeurs  de  h  décroissant  de  i  en  i  à  partir 
de  celle-là.  La  première  qui  satisfait  à  la  première  des  deux  con- 
ditions est  la  bonne.  L'autre  condition  est  satisfaite  d'elle-même 
puisque  les  valeurs  de  h  essayées  ne  peuvent  être  trop  petites. 

Si  l'on  avait 


E 


/loK  -l-d\  ^ 


il  suffirait  d'essayer  les  valeurs  de  h  à  partir  de  9.  (Mais  il  est 
facile  de  voir  que  ce  cas  ne  peut  se  présenter  que  lorsque  A  -h  i 
est  carré  parfait). 

D'ailleurs  quand  h  sera  déterminé  la  différence 

lOoR  +  lod  -h  u  —  (aor  -h  h)  h 

sera  le  reste  de  l'opération. 

La  recherche  de  la  racine  carrée  d'un  entier  m  est  ainsi  ramenée 
à  celle  de  la  racine  d'un  entier  A  qui  a  deux  chiffres  de  moins  et  de 
proche  en  proche  on  est  ramené  à  la  recherche  de  la  racine  d'un 
entier  plus  petit  que  100. 
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30.  Equation  diophantienne  du  second  degré  la  plus  gé- 
nérale. —  Soit 

ax^  -h  6x  -+-  c  =  o. 

Le  coefTicient  a  est  différent  de  zéro  sans  quoi  l'équation  ne 
serait  pas  du  second  degré.  On  peut  donc  multiplier  l'équation  par 
^a  et  la  mettre  sous  la  forme 

{aax  -h  6)*  =  6'  —  l^ac. 

La  quantité  b^  —  ^ac  ainsi  mise  en  évidence  s'appelle  le  détermi- 
nant de  l'équation  ou  du  trinôme  ax^  -h  6x  4-  c.Posons-làégaleà  A. 
Donc  si  le  déterminant  est  négatrj  Péquation  est  impossible.  Si 
le  déterminant  est  nul,  l'équation  donne 

2ar  -h  6  =  o. 

Elle  a  donc  une  solution  rationnelle  : 

^_  b^ 

laquelle  est  entière  si  aa  divise  6.  Si  A  =  o  on  dit  que  l'équation 
a  deux  racines  égales. 

Enfin  si  le  déterminant  est  positij,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer. 

Si  le  déterminant  n'est  pas  carré  parjait  F  équation  est  impossible. 

Si  le  déterminant  est  carré  parfait,  l'équation  donne 

2ax  -h  6  =  ±:  /Â 
d'où  deux  solutions  rationnelles 

^^  aa 

On  verra  dans  chaque  cas  particulier  si  l'une  de  ces  solutions  ou 
les  deux  sont  entières. 

Remarque.  —  En  tout  cas  6  et  /A  sont  de  même  parité.  La  for- 
mule (4)  peut  donc  s'écrire 

—  bdry/Â 

2 


Lorsque  6  est  pair  et  égal  à  2  6',  A  est  divisible  par  f\  et  égal  à 
[\k  en  posant 

k  =  y*  —  ac 
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et  l'on  a 

—  b'±  )/k 


Théorème.  —  Lorsque  l'équation    ax^  -+  bx  -\-  c  =  o   a  deux 
racines  rationnelles  x',  x  {qui  peuvent  être  égales)  on  a 

ax-  -^  bx  -\-  c  =  a{x  —  x')  (x  —  x') 
quel  que  soit  x,  et 


X    -\-  X=: 

a 

a/x'==-. 
a 

Se  vénfic  en  remplaçant  x  et  x"  par  leurs  valeurs. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  le  théorème  sui- 
vant, cas  particulier  d'une  proposition  qui  sera  démontrée  plus 
tard  : 

Si  ax^  -h  bx  -h  c  =  o  a  une  racine  rationnelle  qui  réduite  à  sa 

plus  expression  est  — ,  m  divise  c  et  n  divise  a. 


EXERCICES 

I.  —  Résoudre  les  équations  suivantes  : 

x^  —  3x  -\-  Ix  =  o,       cc"^  —  6x  +  9  =:  o,        ibx^  —  22a;  -4-8  =  0, 
yx^  -I-  i5x  —  8  =  0,       x^  -i-  X  —  56  =  o. 

II. —  Calculer  la  racine  carrée  à  une  unité  près  de  l'entier  1 23.456.789 
et  le  reste  de  ropération.  Généraliser  dans  un  système  de  numération 
quelconque. 

III,  —  Tout  carré  parfait  est  congru  ho,  i  ou  4  (mod.  8) 

o,  I,  4,  7  (niod.  9) 

o,  I,  4,  .5,  6,  9  (mod.  10) 
d'où  des  critériums  pour  voir  qu'un  entier  n'est  pas  carré  parfait. 

IV.  —  Tout  cube  parfait  est  congru  à      o,  1  ou  8  (mod.  9) 

Tout  bicarré  parfait  est  congru  à  o,  i  (mod.  8)' 

o,  1,  5,  6  (mod.  10). 
Tous  ces  exercices  se  rapportent  à  la  théorie  des  restes  de  puissance 
suivant  un  module. 
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V.  —  Le  produit  de  deux  entiers  positifs  consécutifs  n'est  pas  un 
carré  parfait. 

Car 

a^  <a(a-h  i)<  (a  +  1)2. 

VI.  —  Le  produit  de  trois  entiers  positifs  consécutifs  n'est  pas  un 
carré  parfait.  Un  tel  produit  peut  se  représenter  par  a{€^  —  1). 
Si  a  est  carré  parfait,  a^  —  i  ne  l'est  pas  et  le  théorème  est  vérifié. 

Si  a  n'est  pas  carré  parfait,  il  contient  au  moins  un  facteur  premier 
à  un  exposant  impair,  d'ailleurs  ce  facteur  n'entre  pas  dans  a-  —  i, 
etc. 

VII.  —  Le  produit  de  quatre  entiers  positifs  consécutifs  n'est  pas  un 
carré  parfait.  Ce  théorème  se  déduit  immédiatement  du  suivant  : 

VIII.  —  Le  produit  de  quatre  entiers  consécutifs  augmenté  de  1  est 
un  carré  parfait. 

On  a  en  effet  l'identité 

a(a  H-  1)  (a  -+-  2)  (a  -h  3)  H-  1  =  (a^  -+-  3a  --f-  i)». 

Tous  les  théorèmes  précédents  sont  des  cas  particuliers  du  suivant  : 

IX.  —  Le  produit  d'un  nombre  quelconque  A*  (A"  >  »)  d'entiers 
positifs  consécutifs  n'est  pas  une  puissance  «''"'"parfaite  (n  >  i)-  II 
suffît  de  montrer  que  dans  le  produit  il  y  a  au  moins  un  facteur  pre- 
mier qui  n'entre  qu'à  la  première  puissance.  Qr  le  plus  grand  nombre 
premier/;  qui  entre  dans  le  produit,  jouit  de  cette  propriété.  Car  sinon 
c'est  que  2/)  ferait  partie  du  produit.  Mais  entre  p  et  2p  il  y  a  toujours 
d'autres  nombres  premiers  [Cette  dernière  proposition  duc  à  Tchc- 
bichef  sera  démontrée  plus  tard]. 
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31.  —  Nous  abordons  l'étude  des  équations  diophantiennes  du 
second  degré  à  deux  inconnues.  Nous  traiterons  dans  ce  chapitre 
le  cas  particulier  de  la  congruence  du  second  degré  à  une  inconnue, 
à  cause  de  son  analogie  avec  l'équation  du  second  degré  à  une  in- 
connue traitée  dans  le  chapitre  précédent. 

Cas  du  module  2.  —  Soit  la  congruence 

ax'  +  6x  H-  c  ^  o  (mod.  2). 

On  voit  immédiatement  les  résultats  suivants  : 

Si    a  -h  b  est    pair    et  c  impair  il  n'y  pas  de  solutions 

»         impair     »    pair  il  y  a  la  solution  o 

»         impair     »  impair  il  y  a  la  solution  1 

»  pair       »    pair  il  y  a  les  deux  solutions  o  et  i. 

32.  Cas  du  module  premier  impair.  —  Congruence 

x^  ^  a  (mod.  p). 

Si  a  ^  o  (mod.  p)  il  y  a  la  seule  solution  x^o. 
Soit  maintenant  a  ^  o  (mod.  p). 

Le  problème  est  un  cas  particulier  de  celui  du  n"  10.  La  condi- 
tion de  possibilité  est 

a  "    ^  I  (mod.  p) 

et  si  cette  condition  est  remplie  il  y  a  les  deux  solutions  x',  x\ 
telles  que 

x"  ^  —  x'  (mod.  p). 
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Les  entiers  a  ^  o  (mod.  p)  pour  lesquels  la  congruence  est  pos- 
sible sont  dits  carrés  parfaits  (mod.  p)  ou  restes  quadratiques  du 
module  p.  Les  autres  sont  dits  non  carrés  parfaits  (mod.  p)  ou 

non-restes  quadratiques.  Il  y  a  ^~r~  restes  quadratiques  (mod./)), 
pour  les  former  il  suffit  d'élever  au  carré  les  entiers  1,2,  ...  '—- —  . 

Exemples  l.  —  p  =  3.  Il  y  a  un  reste  quadratique  1^  ^  1 
la  congruence  x^  ^  i  a  comme  solutions  x  ^  ±  i 
la  congruence  x^  ^  —  i  est  impossible. 

H.  —  p  ■=.  b.  Les  restes  quadratiques  sont 

i^  ^  1,       2'  ^  —  I 
la  congruence     x*  ^  1        a  comme  solutions  x  ^  zh  i 

»  X-  ^  I  »  X  :=  dz  2 

les  congruences  x*  ^  d=  2  sont  impossibles. 
III.  —  p  =  i3.  Les  restes  quadratiques  sont 

i2=i,     2«  =  4.     32  =  — 4,     4^  =  3,     52  =  —!,     62=— 3. 

Remarque.  —  Le  nombre  o,  joue  un  rôle  particulier,  puisque 
la  congruence  ce*  ^  o  n'a  qu'une  solution  ;  on  ne  l'appelle  pas 
ordinairement  un  reste  quadratique. 

On  remarquera  l'analogie  de  tout  ceci  avec  ce  qui  a  été  dit  au 
n°  28  de  l'équation  x^  =  a  laquelle  a  aussi  deux  solutions,  ou 
n'en  a  pas,  ou  en  a  une,  suivant  que  a  est  carré  parfait,  ou  ne 
l'est  pas  ou  est  égal  à  zéro. 

33.  Congruence  ax*  -f-  fe^  -|_  c  ^  o  (mod.  p).  —La résolution 
est  analogue  à  celle  de  l'équation  ax^  +  hx  +  c  =0. 

Le  coefficient  a  est  supposé  non  congru  à  zéro  (mod.  p),  alors 
il  en  est  de  même  de  !\a.  On  peut  donc  multiplier  la  congruence 
pai"  [\a  ce  qui  donne 

(2ax  H-  6)2  ^  A  (mod.  p) 
en  posant 

h^  —  kac  =  A. 

Si  A  est  reste  quadratique  de  p,  on  déduit  de  là 
X  = — (mod.  p). 
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Si  b  est  pair  et  égal  à  26',  A    est   divisible  par  4  en  posant 
A  :=  ^k  la  formule  se  réduit  à 

X  = (mod.  p). 

Si  A  est  non-reste  de  p,  la  congruence  proposée  est  impossible. 
Si  A  ^  o  {mod.  p)  la  congruence  a  une  seule  solution 

X  =  —  —  (mod.  p). 

On  peut  dire  qu'elle  a  deux  solutions  égales. 

On  vérifie  facilement  que  lorsque  la  congruence  a  deux  solutions 
{qui  peuvent  être  égales)  on  a 

ax^  -h  bx  -h  c  ^  a{x  —  x')  {x  —  x")  (mod.  p) 
quel  que  soit  x,  et 

I         K  b 

x'-h  x'  ^ 

a 

a 
Exemples  I. 

2x^  —  3x  -h  4  ^  o  (mod.  i3) 
A  =  —  23  =  3 

qui  est  reste  quadratique  de  i3,  donc 

_  3  zb  v/3  _  3  ±:  4  _  (5 
"^  -  -T~  =  ~V~  =  (  3 
il. 

jx^  4-  6x  -t-  I  ^  o  (mod.  i3) 

/c  ^  2  qui  n'est  pas  reste  quadratique  de   i3,  la  congruence  est  ira- 
possible. 
III. 

^x-  -\-  x  —  4^0  (mod.  i3) 

A  ^  65  ^  o  (mod.  i3), 
donc  une  solution  double 

__  —  I f- 

34.  Congruence  du  second  degré  à  module  quelconque.  — 
La  méthode  a  été  donnée  aux  n"'  26  et  27. 
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Exemples  I. 

3x^  —  3a;  -h  ^  ^  o  (mod.  i3'^). 

On  a  ici  5  et  3  comme  solulions  de  la  congruence  (mod.  i3).  Prenons 
la  solution  5,  Posons 

X  =  5  -h  i3j, 

il  vient  après  simpliGcations 

3  H-  4j  ^  o  (mod.  i3) 
d'où 

y  ^  —  4  (mod.  i3) 
et  par  suite 

X  ^  —  47  (mod.  i3^). 

On  trouve  de  même  l'autre  solution 

X  ^  —  36. 
II. 

2x^  —  3a;  4-  4  ^  o  (mod.  2.3.  i3-) 

La  congruence  (mod.  2)  a  la  solution  x  ^  o 
mod.  3  elle  a  les  solulions  =t  i 
mod.  i3^  elle  a  les  solutions  —  4/  et  —  36. 

La  congruence  proposée  a  donc  quatre  solutions  déterminées  respec- 
tivement par  ; 

x'^o  (mod.  3)  x'^o  (mod.  2)  x"'^EO  (mod.  a)  x"^^o  (mod.  a) 
x'=i  (mod.  3)  a;"=— I  (mod.  3)  x"'=i  (mod.  3)  x»^=— i  (mod.  3) 
x'=— 47(mod.i3)  a;"=-47(mod.i3^)  x"'=— 36(mod.i3«)  x«v=— 36(mod.i32) 

d'où 

x'  ^  460       x"  ^  122       x"'  ^  640       x'^  ^  3o2  (mod.  2.3.  i3^). 

35.  —  I.  Discussion  de  x^  ^  a  (mod.  2^) 

a  impair,  et  =  1    une  solution  x  ^  i  (mod.  2). 

a  impair,  a  =  2.  Si  a  ^  —  1  (mod.  4)  congruence  impossible 

Si  a  ^  I  deux  solutions  x  ^  d=  i 

a  impair,  a^3.  Sia^  —  i,di3  (mod.  8)  congruence  impossible. 

Si  a  ^  I    (mod.  8),     quatre    solutions.    L'une 
d'elles  étant  designée  par   x^^  les   trois    autres   sont  —  Xo  et  zh 

(Xo  +  2='-M. 

On  vérifiera  que  c'est  vrai  pour  a  =  3  et.  on  démontrera  à  la 
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façon  ordinaire,  que  si  c'est  vrai  pour  une  valeur  de  a  c'est  encore 
vrai  pour  celte  valeur  augmentée  de  i 

a  pair     oc  =  i      une  solution  x  ^  o  (mod.  2) 

a  pair     a  >  1.     Si  a  ^  2  (mod.  4)  congruence  impossible. 

Si  a  ==  G  (mod.  4)  la  congruence  proposée  a 
deux  fois  plus  de  solutions  que  la  congruence 

.  x'^  ^  y  (mod.  2^~^). 

Discussion  de  ax^  -{-  bx  -h  c^  o  [mod.  2*).  —  a  est  supposé 
impair.  Soit  d'abord  b  pair.  La  congruence  s'écrit,  après  multipli- 
cation par  a 

|aa; +  -)'=!  (mod.  a«). 

En  posant 

6 


on  a  la  congruence 


aar  -h  -  =  X, 
2 


X»  =  ^"(mod.  a«) 


4 

A  toute  valeur  de  X  déterminée  au  mod.  a'^  près  en  correspond 
une  de  x  déterminée  au  même  module  près  et  réciproquement. 
On  est  donc  ramené  à  la  discussion  précédente. 

Soit  maintenant  6  impair.  La  congruence  s'écrit,   après  multi- 
plication par  4a 

(aax  -h  6)*  =  A  (mod.  2'+='). 
En  posant 

2ax  -h  6  ^  X, 
on  a  la  congruence 

X2  =  A  (mod.  2«+') 

A  toute  valeur  de  X  déterminée  au  mod.  2'='+=»  près  eu  correspond 
une  seule  de  x  aU  module  2^  près.  Mais  à  deux  valeurs  de  X  diffé- 
rentes de  2«+i  (lesquelles  satisfont  ensemble  à  X^^  A  (mod.  2^+2}] 
ne  correspond  qu'une  valeur  de  x.  La  congruence  proposée  a  donc 
•deux  fois  moins  de  racines  que  la  congruence 

X2  =  A  (mod.  2''+='). 
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On  est  donc  encore  ramené  à  la  discussion  précédente. 
II.  Discussion  de  ax^  -h  6x  -h  c  ^  o  [mod.  p^). 

(a  ^  0  (mod.  p)). 
En  posant  200;  +  6  ^  X  la  congruence  devient 
(i)  X«  =  A(mod./). 

D'ailleurs  à  chaque  valeur  de  x  au  module  p'^  près  correspond  une 
seule  valeur  de  X  au  même  module  près  et  réciproquement.  On 
peut  donc  discuter  la  seconde  congruence  au  lieu  de  la  première. 

Si  A  n'est  pas  reste  quadratique  de  p  la  congruence  est  impos- 
sible. 

Si  A  est  reste  quadratique  de  p,  la  congruence  a  deux  solutions. 
C'est  vrai  pour  a  =  i  et  on  le  voit  ensuite  de  proche  en  proche. 
11  suffit  d'appliquer  la  méthode  du  n°  26.  Soit  Xq  une  solution  de 
la  congruence  (i)  prise  avec  le  module  p**"'.  Il  faut  poser 

d'où  pour  Y  la  congruence 

^^^  4-  aXoY  =  0  (mod.  p). 
P 

Or  Xq  n'est  pas  divisible  par  p,  puisque  X^  satisfait  à  la  con- 
gruence (i).  Donc  Y  a  une  valeur  et  une  seule  (mod.  p).  Donc  la 
congruence  (mod.  p^)  a  autant  de  solutions  que  la  congruence 
(mod.  p^—'). 

Si  A  est  divisible  par  p,  mais  non  par  p^  :  pour  a  =  i  la  con- 
gruence (i)  a  la  solution  X  ^  o  (mod.  p)  et  pas  d'autres  ;  pour 
a  >»  I  elle  est  impossible. 

Si  A  est  divisible  par  p^  :  pour  a  =  i  la  congruence  (i)  a  encore 
la  seule  solution  X  ^  o,  pour  «  =  2  elle  a  p  solutions 

X  =  o,  p,  2p,  ...  (p  —  i)p. 

Enfin  pour  a  >.  2,  on  voit  d'abord  qu'une  solution  de  (1)  doit 
être  divisible  par  p.  Posons  X  =  pX'  il  restera  à  déterminer  X'  au 
module  p^— '  près  par 

(^)  X'^--=^(mod.p«-^). 

GàBBN.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  j 
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A  une  solution  Xo' de  (2)  correspondront /j   solutious  pour  (i),  à 
savoir 
>X'      pX'  +  /)^-'      pX'  -t-  ^p''-'  ...      p\'  -h{p-  i)/-'. 

On  est  donc  ramené  à  une  congruence  de  même  forme  où  A  est 
remplacé  par  -j  et  a  par  a  —  2 .  Le  reste  de  la  discussion  s'achève 

r 

facilement.  ' 

De  toute  la  discussion  précédente  résulte  en  particulier  le 
théorème  suivant  dont  nous  aurons  à  faire  usage.  Si  A  n'est  pas 
divisible  par  p^,  la  congruence  ax^  -{-  bx  -h  c^  o  (mod.  p^)  n'a 
jamais  plus  de  deux  solutions. 

III.  Faisons  encore  la  remarque  suivante  qui  nous  sera  utile. 
Soit  la  congruence 

.  ax*  -h  bx  -\-  c  ^  o  (mod.  p)     (y  >•  1), 

Supposons  que  A  ne  soit  pas  divisible  par  p^,  et  que  la  con- 
gruence ait  deux  solutions  x\  x"  ;  on  a  : 

x'  ^x''=  —  -   ) 


(mod.//). 

'x"  =  -         \ 
a         J 


En  effet,  faisons  la  transformation  x  =  2aX  +  b  nous  sommes 
ramenés  à  démontrer  que  les  deux  solutions  X'X"  de  la  congruence 
(1)  sont  telles  que 

X'  +  X"  =       o 


+  X"  =      o  )  .  ^. 

X'X"  =  —  A  î  ''^°^-  ^'  ^ 


Or  X'  étant  solution,  —  X'  l'est  aussi.  De  plus  —  X'  n'est  pas 
la  même  solution  que  X',  car  on  n'a  pas 

X'  =  —  X'  (mod.  p'') 
ou 

2X'  ^  o  (mod.  y/) 

puisque  si  cela  était  la  congruence  X'^  ^  A  (mod.  p^)  montrerait 
que  A  serait  divisible  par  p^  On  a  donc 

X"  =  —  X'  (mod.  p^) 
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d'où 

X' -h  X"  =  o  (mod.  p'j. 

et 

X'X"  =  —  X'2  =  A  (mod.  /). 

36.  Théorèmes  sur  les  restes  quadratiques.  —  Le  module 
est  supposé  être  un  nombre  premier  impair  p. 

Le  produit  de  deux  restes  est  un  reste.  Soient  a  et  6  deux  restes. 
On  a  (no  10) 


I  (mod.  p) 


et 


P—i 
6^=1. 


Donc 


p—i 
(ab)   »    =  1. 

Donc  ab  est  un  reste. 

On  démontre  de  même  que  le  produit  d'un  reste  par  un  non- 
reste  est  un  non-reste  et  que  leproduit  de  deux  non-restes  est  un  reste. 

On  en  déduit  que  :  le  rapport  [mod.  p)  d'un  reste  à  un  reste  est 
un  reste,  que  le  rapport  d'un  reste  à  un  non-reste  du  d'un  non- 
reste  à  un  reste  est  un  non-reste  et  enfin  que  le  rapport  de  deux 
non- restes  est  un  reste. 

Comme  cas  particulier  l'inverse  [mod.  p)  d'un  reste  est  un  reste^ 
l'inverse  d'un  non-reste  est  un  non-reste. 

37.  Caractère  quadratique.  —  Soit  p  un  module  premier 
impair,  soit  a  un  entier.  On  appelle  caractère  quadratique  de  a  par 

rapport  à  p,  et  l'on  désigne  par  (-)  le  reste  minimum  delà  division 

de  a  ^    par  p. 

D'après  ce  qu'on  a  dit  au  n°  10 


-  j  =  +  I     si  a  est  reste  quadratique  de  p 
si  a  est  non-reste  quad 
si  a  est  divisible  par  p. 


-  )  r=  —  I     si  a  est  non-reste  quadratique  de  p 
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Théorème.  —  La  congruence  ax^  -h  hx  +  c  ^  o  [mod.  p) 
(p  nombre  premier  impair,  a  ^  o  {mod.  p))  a 

I  +1  -  )  solutions. 

En  effet  On  a  vu  (n°  33)  que  si  A  est  reste  quadratique  de  p  la 
congruence  a  deux  solutions,  que  si  A  est  non-reste,  elle  en  a  zéro 
et  qu'enfin  si  A  est  divisible  par  p  elle  en  a  une. 

Extension  au  cas  da  module  2.   —  La  définition  de  /^j  qu'on 

vient  de  donner  suppose  p  impair.  On  est  amené  dans  certaines 

questions  à  définir  aussi  un  symbole  (  -  j  de  la  façon  suivante  : 


(î)= 
(î)= 


quand     a  ^  i  (mod.  8) 
quand     a  ^  o  (mod.  2) 
I     dans  les  autres  cas. 


Comme  exemple  d'application  de  ce  nouveau  symbole,  le  thé- 
orème qu'on  vient  de  démontrer  sur  la  congruence  ax^  -h  bx  -h 
c  ^  o  (mod.  p)  se  généralise  pour  le  module  2. 

Soit 

ax^  +  6a;  -h  c  ^  o  (mod.  2)     (a  impair). 

D'après  ce  qu'on  a  dit  au  n°  31,  a  étant  ici  impair  : 

si  6  est  impair  et  c  pair  il  y  a  deux  solutions 

si  6  est  pair  il  y  a  une  solution  quel  que  soit  c 

si  6  est  impair  et  c  impair  il  n'y  a  pas  de  solution. 

Or  dans  le  premier  cas  A  =  6^  —  /iac  est  congru  à  i  (mod.  8), 
dans  le  second  cas  A  est  congru  à  zéro  (mod.  2)  et  dans  le  troi- 
sième cas  A  ^  —  3  (mod.  8).  Donc  :  la  congruence 

ax^  H-  bx  -\-  c  ^  o  (mod.  a)     (a  impair)     a 
1  H-  [  —  I  solutions. 
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I.  —  Résoudre  les  congruences 

3ac*  -H  5x  —  1^0  (mod.  1 1) 

3a:'  H-  3x  —  3^0  (mod.  7) 

Sac'  -H  9a;  +2^0  (mod.  17) 
,  x^  -h  X  —  26  ^  o  (mod.  45) 
2x-  H-  7a;  +  aS  ^  o  (mod.  36o). 

II.  —  p  étant  un  nombre  premier  impair,  on  a 

(-•••• '^)  -(-')"• 
Démonstration.  —  On  écrit 

on  multiplie  et  on  applique  le  théorème  de  Wilsonn. 
Corollaire.  —  Si  /)  ^  —  i  (mod.  l^)  on  a 

(3)  i.a....^  =  ±:i. 

Si  /)  ^  1  (mod.  4).  on  a 

(4)  i.2....^  =  ±v/^=n- 

/ —  1  désignant  l'un  des  deux  entiers  dont  le  carré  est  congru  à  —  1 
(mod.  p). 

Si  />  ^  —  1   (mod.  A)  en  élevant  les  deux  membres  de  (3)  à  la 

puissance on  démontrera  que  le  signe  à  prendre  dans  le  second 

membre  est  celui  de  ( —  i)",  n  étant  le  nombre  de  non- restes  contenus 

II-  P  —  1 

dans  la  suite  i ,  2  .... 

2 

Si  p  ^  i  (mod.  4).  en  élevant  les  deux  membres  de  (4)  à  la  puis- 
sance  —  on  démontrera  que  le  nombre  de  non  restes  contenus  dans 

la  suite  i,  2,  ...  *- est  de  même  parité  que  ^—— 
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III.  —  A  propos  de  l'exercice  précédent  on  peut  remarquer  que  :  si 
l'on  appelle  r  le  nombre  de  restes,  n  le  nombre  de  non-restes  contenus 

dans  la  suite  i,  2,  ... ;  r'  et  n!  les  nombres  analogues  pour  la 

suite 

si    /)^i(mod.  4)  on  a     ( —  i)'"  =  ( —  i)"         r  =  r'     n  =  n' 

si    p^  —  I  (mod.  Il)     on  a     ( —  i)*"  =  ( —  1)"+*     r  =  n!     n=  r'. 

IV.  —  On  considère  l'expression  ax  -+-  b.  On  suppose  que  x  par- 
court la  série  des  restes  (mod.  p).  Voir  parmi  les  valeurs  que  prend 
l'expression  quelles  sont  celles  qui  sont  restes  et  quelles  sont  celles  qui 
sonl  non-restes. 

Si  a  ou  6  ^  o,  réponse  immédiate.  On  peut  donc  supposer  ah  ^  o. 
On  pose  ax  =  x'  lorsque  x  parcourt  la  série  des  restes  ax  parcourt  la 

série  des. restes  ou  des  non-restes  suivant  que  f -1  =  -h  ou  —  i. 

D'ailleurs  si  l'on  étudie  l'expression  quand  x'  parcourt  la  série  des 
non-restes  on  l'étudié  par  cela  même  quand  x'  parcourt  la  série  des 
restes.  En  résumé  on  peut  supposer  que  l'expression  soit  x  -{-  h 
(6  ^  o)  et  poser  x  ^  X* 


(x=.,.,...£^'). 


L'expression  X^  H-  h  prend valeurs  différentes.  Cherchons  celles 

qui  sont  restes. 

X2  -t-  6  =  fx»      donne       (X  —  jji)  (X  -\-  \L)^  —  b. 

Posons 

-  h 


Alors 


X  -f-  fji  ^  p       d'où       X  —  (i.  — 

P 


^-Kp~p)     (p=^'2>-p-0- 


Deux  valeurs  différentes  p  et  p'  donnent  la  même  valeur  de  x  quand 
p  ^  —  p'  ou  quand  pp'  ^  ±  6.  Les  valeurs  qui  satisfont  à  pp'  ^  d=  6 
sonl  congrus  lorsque  p^  ^  d=  6.  Il  faut  aussi  remarquer  que  les  va- 
leurs a;  ^o,  x^p — 1  rie  comptent  pas  puisque  o  n'est  compté  ni 
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comme  reste  ni  comme  non  reste.  Finalement  : 

si  /)  ^  I  (mod.  4)  et  (  -  j  =:  i  il  y  a  ^—z —  valeurs  de  x 

pour  lesquelles  a;  et  x  +  6  sont  restes, 
si  p  ^  i  (mod.  4)  et  (  -  I  =  —  i  il  y  a  ' — - —  valeurs  de  x 

pour  lesquelles  a;  et  x  +  6  sont  restes, 

si  p  ^  —  I  (mod.  4)  il  y  a  ^—. —  valeurs  de  x 

pour  lesquelles  x  et  x  -h  b  sont  restes, 
etc. 

V.—  Si  l'on  écrit  la  suite  i,  a,  ...  p —  i  on  trouve  dans  cette  suite  : 

si  p  ^  1  (mod.  4)     T  ■  restes  suivis  de  restes,  ^- — -, —  restes  suivis 
4  4 

de   non   restes,  — -. — -  non-restes  suivis  de  restes,  ^-~, —  non-restes 
4  '4 

suivis  de  non-restes, 

si  p  ^  —  1  (mod.  4)  les  nombres  précédents  sont  remplacés  res- 
pectivement par 

p  —  3         P  H-  1  p  —  3         p  —  3 

~4~'    T~'    ~T"'    ~r' 

On  applique  les  résultais  de  l'exercice  précédent  pour  6  r=  i . 

VI.  —  Dans  la  suite  des  entiers   i,  2,  ...  p  —  1,  on  met  dans  un 
même  groupe  ceux  de  ces  entiers  consécutifs  qui  sont  à  la  fois  restes, 

ou  à  la  fois  non-restes.  Démontrer  qu'il  y  a  *- de  ces  groupes, 

et  qu'ils  sont  symétriques  par  rapport  au  milieu  de  la  suite . 

VII.  —  Démontrer  que 

x=p I 

^^      f  — - — j  =0  SI      a  ^  o 

x  =  o     ^      '       ^  .  '')    (mod.  p). 


Démontrer  que 


p{-p)       ''      "  =  ° 


x=p I 


est  égal  à 


2fax^  -h  bx  -+-  c\ 
\ -p )       °"       «^« 

/^\       si       62  —  4ac  ^  o 
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à 

(p  _  i)  /-|       si       6*  — 4ac^o. 
On  peut  réunir  tous  les  résultats  précédents  dans  la  formule  unique. 

(E.  Jacobstahl,  J.  r.  a.  M.,  t.  iSa  (1907),  p.  238). 

VIII.  —  Démontrer  que  la  fraction 

1.3.5.  ...  (an— 3) 
2  .4-6'  '••  (2n  —  3)21 

étant  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  son  dénominateur  est  une 
puisssance  de  a  d'exposant  an  —  i  au  plus. 

Pour  résoudre  la  congruence  x*  ^  a  (mod.  a'")  (a  impair,  m  >  a), 

laquelle  n'est  possible  que  si  a  ^  1  (mod.  8),  on  posera  a  =  — ^ — 
et  on  calculera  l'expression  ; 

,  ^  1  33^  _  _1^  a«a»  +  ...  +  (-  i)«    ^•3..-(2n-3)    ^3„^„  ^   ^^ 
a  3.4  3.4 (an — i)2n 

prolongée  jusqu'au  terme  divisible  par  a"*  exclusivement.  La  valeur  x^ 
ainsi  trouvée  est  solution  de  la  congruence,  et  toutes  les  autres  sont 
comprises  dans  les  formules  ±  x©  -h  2"'~'_y. 

IX.  —  Si  la  congruence  rr'  ^  a  (mod.  n)  (a  premier  avec  n)  est 
possible,  on  a 

-  o(n) 

a'         ^  I  (mod.  n). 
Si  la  congruence  cc^  ^  a  est  impossible  (mod.  n)  on  a 

-  ?(")  - 

0="         =(-  i)^  (mod.  n). 

V  étant  le  nombre  de  solutions  de  x-  ^  1  (mod.  n). 

Dans  le  cas  où  v  =  a  c'est-à-dire  si  n  a  des  racines  primitives  et 
dans  ce  cas  seulement,  on  a  ainsi  un  critérium  de  la  possibilité  de 
a;2  =  fl  (Généralisation  du  résultat  du  n°  10)  (Schbring,  Ad.  mat.,  i 
(i883).  p.  169). 

Le  premier  résultat  reste  vrai  si  l'on  remplace  «(n)  par  x(")'  mais 
non  le  second. 


CHAPITRE  V 


DÉFINITION  DES  NOMBRES  QUADRATIQUES  (^) 


38.  — Nous  avons  défini  (I.  i36)  les  nombres  rationnels.  On 
les  appelle  aussi  nombres  du  premier  degré.  La  raison  de  cette 
dénomination  est  la  suivante  :  tout  nombre  rationnel,  satisjait  à 
une  équation  du  premier  degré  à  coefficients  entiers  ;  réciproque- 
ment toute  équation  de  cette  forme  est  satisfaite  par  un  nombre 
rationnel. 

On  peut  même  dire  que  les  nombres  fractionnaires  ont  été  intro- 
duits dans  le  calcul  justement  pour  qu'une  telle  équation  ait  tou- 
jours des  solutions. 

Considérons  maintenant  une  équation  du  second  degré  à  coeffi- 
cients entiers.  On  a  vu  (n**  30)  qu'une  telle  équation,  si  le  détermi- 
nant n'est  pas  carré  parfait,  n'a  pas  de  solution,  entière  ni  ra- 
tionnelle. C'est  pour  lui  en  donner  qu'on  va  introduire  dans  le 
calcul  de  nouveaux  nombres  dits  du  second  degré  ou  quadratiques. 

Soit  m  un  entier  positif  ou  négatif,  mais  qui  n'est  pas  carré 
parfait  (Ainsi  m  ne  peut  être  de  la  forme  k^,  mais  il  peut  être  de 
la  forme  —  k^).  Considérons  l'ensemble  de  deux  nombres  ra- 
tionnels p  et  9  et  représentons  cet  ensemble  par  la  notation 

p -\- q\/m{^). 

(^)  Le  lecteur  p«ut  passer  ce  chapitre,  car  on  définira  plus  tard  le  nombre 
dans  toute  sa  généralité.  Mais  cela  se  fera  par  des  considérations  de  continuité 
et  nous  avons  voulu  montrer  dans  ce  chapitre  sur  un  exemple  simple  qu'on 
peut  s'en  passer.  On  remarquera  d'ailleurs  combien  les  démonstrations  sont 
alors  compliquées  et  elles  le  seraient  bien  plus  pour  les  nombres  algébriques 
d'un  degré  quelconque. 

(,^)  \/m  n'est,  pour  le  moment,  qu'un  signe,  comme  +  ou  —  et  n'a  pas  en- 
core la  signification  de  racine  carrée  de  m.  D'ailleurs,   pour  le  moment,  cett 
racine  n'existe  pas  puisque  m  n'est  pas  carré  parfait. 
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C'est  cet  ensemble  de  deux  nombres  rationnels  ainsi  représenté 
qu'on  appellera  nombre  quadratique.  Comme  les  règles  de  calcul 
de  ces  nombres  dépendront  de  m,  on  voit  qu'il  y  a  une  infinité 
de  systèmes  de  nombres  quadratiques,  suivant  les  valeurs  de  m. 
Chacun  de  ces  systèmes  s'appelle  un  corps  du  second  degré  ou 
quadratique.  Le  corps  qui  correspond  à  l'entier  m  sera  désigné  par 
C(/m).  D'ailleurs  deux  corps  C{\/m)  et  C(v/m')  sont  identiques  si 

—,  est  le  carré  d'un  nombre  rationnel.  En  particulier  la  considéra- 
tion des  corps  où  m  ^=^  —  A:^  (■kpfdz  i)  est  inutile;  tous  ces 
corps  sont  identiques  au  corps  C(v/ —  i).  Nous  ne  comparerons  et 
ne  combinerons  entre  eux,  dans  ce  chapitre,  que  des  nombres 
appartenant  à  un  même  corps. 

Voici  quelques  simplifications  d'écriture  : 

Le  nombre      />  -H  i  ^m  s'écrit      p  -f-  /'" 

p  H-  ( —  q  /m)  »  P  —  q  \/in 

O  -\-  q  \/m  n  q  y/wi . 

On  convient  que  p  -h  o/m  se  réduit  à  p. 

De  cette  façon  tout  corps  quadratique  contient  l'ensemble  des 
nombres  rationnels.  Par  suite  toutes  les  définitions  que  nous  allons 
donner  sur  les  nombres  quadratiques  seront  soumises  à  cette  res- 
triction de  ne  pas  entraîner  de  contradiction  quand  on  les  appli- 
quera à  des  nombres  rationnels.  Pour  abréger  nous  ne  le  ferons 
pas  remarquer  explicitement,  le  lecteur  le  vérifiera  dans  chaque 
cas. 

39.  Egalité  des  nombres  d'un  même  corps.  Opérations 
sur  ces  nombres.  —  On  dit  que  p  +  q  \/m  =  p'  -h  q' \/m  lorsque 
p  =:  p'  et  q  =  q'.  Deux  nombres  quadratiques  égaux  à  un  troisième 
sont  égaux  entre  eux.  La  somme  des  nombres 

p-h  gy/m,      p'  -+-  qWm,  ... 

est,  par  définition, 

/)  -I-  p'  +  ...  H-  (g  -f-  g'  H-  ...)/m. 

L'addition  est  ainsi  commutative,  associative  et  unipare,  d'où 
l'on  déduit  que  dans  une  somme  on  peut  changer  l'ordre  des 
termes  ou  remplacer  plusieurs  d'entre  eux  par  leur  somme. 
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Les  deux  nombres  p  -^  q\fni  et  —  p  —  q\/m  sont  dits  égaux 
mais  de  signes  contraires.  Leur  somme  est  zéro. 

La  différence  entre  p -h  q  \/m  et  p'  -]-  q'  \/m  est,  par  définition 

p  —  p'-^(q  —  9'/^. 

Ajoutée  au  second  nombre  p'  H-  q' \/m  elle  reproduit  le  premier,  et 
c'est  le  seul  nombre  jouissant  de  cette  propriété.  Le  produit  de 
deux  nombres 

(p  +  7/m)  (p'  -h  q'v'm) 

est,  par  définition,  le  nombre 

pp'  -f-  mqq'  -\-  {pq'  -hp'q)s/m  (')• 

Le  produit  de  plus  de  deux  nombres  se  définit  comme  pour  les 
nombres  rationnels. 

On  démontre  facilement  que  la  multiplication  ainsi  définie  est 
commulative  et  associative  ;  de  plus  qu'elle  est  distributive  par 
rapport  à  l'addition  et  à  la  soustraction.  On  en  déduit  les  mêmes 
conséquences  que  pour  les  nombres  rationnels,  en  particulier  le 
calcul  des  polynômes. 

40.  Nombres  conjugués.  Norme.  —  Les  deux  nombres 
p  -+-  qs/în  et  p  —  q^m  sont  dits  conjugués.  Un  nombre  réel  est 
son  conjugué  à  lui-même  et  réciproquement. 

On  appelle  norme  d'un  nombre  le  produit  de  ce  nombre  par 
son  conjugué 

N(p  -hq\/m)  =  (p  +  q\/m)  (p  —  ^V^)  —  p^  —  mq^. 

On  voit  que  toute  norme  est  un  nombre  rationnel. 
Deux  nombres  conjugués  ont  la  même  norme. 
Théorème  L  —  Quand  un  nombre  est  nul  sa  norme  est  nulle  et 
réciproquement. 
En  efi'et  si  l'on  a 

p  -]-  q\/ni  =  o       on  a      p  =:  q  :=  o,       donc      p^  —  019^  =  0. 

Réciproquement  si  p^  —  mq^  =  o  c'est  que  p  =  q  =  o.  En  efiet, 

(1)  C'est-à-dire  ce  qu'on  obtiendrait  si  au  lieu  de  supposer  que  vm  est  un 
signe  on  supposait  que  ce  fût  la  racine  carrée  de  m. 
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si  l'on  avait  y  pzf  o  on  aurait  m  =  ^  ce  qui  est  impossible  puisque 

m  n'est  pas  carré  parfait  (I.  i36).  Donc  q  =  o,  alors  p  =  o  aussi 
et  par  suite  p  -\-  q\/m  =  o. 

Théorème  II.  —  La  norme  d'un  produit  de  facteurs  est  égale  au 
produit  des  normes  de  ces  Jacteurs. 

Il  suffit  de  le  vérifier  pour  deux  facteurs,  c'est-à-dire  de  vérifier 
que  : 

iPP'  +  'nqq'Y  -  'n{pq'  -f-  qp'y  =  {p'  -  mq')  {p''  -  mq'^) 

ce  qui  est  immédiat. 

Théorème  III.  —  Pour  qu'un  produit  de  Jacteurs  soit  nul  il 
faut  et  il  suffit  que  l'un  des  Jacteurs  le  soit.  Pour  que  le  produit 
soit  nul  il  faut  et  il  suffit  que  sa  norme  le  soit.  Or  cette  norme  est 
le  produit  des  normes  des  facteurs.  Donc  il  faut  et  il  suffit  que 
l'une  de  ces  normes  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  l'un  des  facteurs 
le  soit. 

Corollaire.  —  La  multiplication  des  nombres  quadratiques  diffé- 
rents de  zéro  est  une  opération  unipare. 

En  effet  de  (') 

aP  =  ay 

a,  ^,  y,  représentant  des  nombres  quadratiques,  on  tire 

«(P  — y)=o 

c'est-à-dire,  a  étant  différent  de  zéro  : 

ji  — Y  =  o 
ou 

41.  Division.  —  Le  rapport  de  p  -^  q/m  k  p'  -h  q'  /m  est  un 
nombre  qui  multiplié  par  p'  -+-  q'  y/m  reproduit  p  +  q  [/m. 

Si  p'  +  q'  \/in  =  o  et  que  p  -+-  q^  ;zf  o  ce  rapport  n'existe  pas. 
Si  p'  -h  q' v'm=p  -\-  q\/m  =  o  ce  rapport  est  indéterminé. 
Supposons  enfin  p'  -+-  q'\/m^  o.    En    appelant  x  -h  y)/m  le 

(^)  Ici  et  dans  ce  qui  va  suivre  nous  représenterons  souvent  un  nombre  qua- 
dratique par  une  seule  lettre  qui  sera  une  lettre  grecque. 
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rapport  inconnu  ;  on  doit  avoir 

p  -\-  q\/m  =  (p'  -h  qWm)  {x  -h  y  /m) 

c'est-à-dire 

p'x  -V-  m(]ly  =  p 
q[x  -H     p'y  =  q. 

Le  déterminant  de  ce  système  de  deux  équations  p''^  —  mq'^ 

n'est  pas  nul  car  c'est  la  norme  du  diviseur  p  -h  q'  \/m  qui  n'est 

pas  nul  par  hypothèse.  Ce  système  a  donc  une  solution  et  une 

seule 

_  PP'  —  "iqq' 
■      "^  —  p'2  _  mq'-" 

„  _  P'9  —  P7' 
J  —  p'^  —  mq'^' 

11  y  a  donc  un  rapport  et  un  seul,  à  savoir  : 


PP  —  ^nqq         pq  —  pq    j 
p'^  —  mq'^  ~^  p'^  —  mq''^^ 


m. 


Théorème.  —  Le  rapport  de  deux  nombres  du  corps  C(v/m)  ne 
change  pas  quand  on  multiplie  ces  deux  nombres  par  un  même 
troisième. 

Soient  a  et  jS  deux  nombres  du  corps  C(v/m)  et  /.  leur  rapport 
de  façon  que 

et  ==  .8X. 

On  en  déduit,  â  étant  un  autre  nombre  du  même  corps  : 

a8  =  (.SX)  3 

ou 

cr8  =  (pô)X. 

Donc  X  est  le  rapport" de  ac?  à  |3o^. 

42.  Puissances  d'un  nombre.  —  Les  puissances  à  exposant 
entier  positif,  négatif  ou  nul  d'un  nombre  se  définissent  comme 
celles  d'un  nombre  entier  (L  i34,  i35).  Par  exemple  le  carré  de 
P  -^  q  y/'"  est  égal  à 

{p  +  q\/in)  {p-hq/m) 
OÙ 

p2  4-.  mq^  H-  2pq  \/m , 
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En  particulier  le  carré  de  /m  s'obtient  en  faisant  p  =  o,  q  =  i 
dans  la  formule  précédente,  il  est  donc  égal  à  m. 

Les  règles  de  calcul  données  pour  les  puissances  des  nombres 
rationnels  s'appliquent  à  celles  des  nombres  quadratiques,  c'est- 
à-dire  qu'on  a 


OÙ  a,   /3,  ...   désignent  des   nombres   quadratiques   d'un  même 
corps  ;  m,  n,  ...  des  entiers  quelconques. 

43.  Racine  carrée  d'un  nombre  rationnel.  —  Tout  nombre 
rationnel  a  deux  racines  carrées  égales  mais  de  signes  contraires. 
Soit  d'abord  un  nombre  entier  m  différent  de  zéro.  S'il  est  carré 
parfait  on  sait  qu'il  a  deux  racines  entières.  Sinon  il  a  les  deux 
racines  ±  /m. 

Il  n'en  a  pas  d'autres,  car  pour  que  {p  +  q  \fnif  =  m  il  faut 
que 

p^  ■+  mq^  =  m       et       ipq  =  o. 

La  seconde  égalité  donne  p  =  o  ou  q  =  o.  Si  /)  =  o  la  pre- 
mière égalité  donne  ç*  =  i  d'où  q  =  ±  i  et  par  conséquent  les 
deux  racines  ±  v^m.  Si  <jr  =  o  la  première  égalité,  donne  p^  =  m 
qui  est  impossible. 

Soit  ensuite  un  nombre  fractionnaire  ~  différent  de  zéro.    On 

0 

trouve  facilement  qu'il  a  les  deux  racines  =-t — • 

Enfin  le  nombre  zéro  n'a  qu'une  racine  qui  est  zéro,  On  peut 
dire  qu'il  a  deux  racines  égales. 

44.  Equation  du  second  degré  à  coefficients  rationnels,  — 
La*  méthode  donnée  au  n°  30  s'applique  maintenant  à  toute  équa- 
tion du  second  degré  à  coefficients  rationnels  (qu'on  peut  sup- 
poser entiers).  Soit 

ax^  -{-  bx  -\-  c  =  o       (a,  b,  c  entiers). 
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En  posant  encore 
on  trouve 

X  =  i 

sa 

Ainsi  lorsque  A  n'est  pas  carré  parfait  l'équation  a  deux  racines 
dans  le  corps  G  (v' A)  ou  plus  simplement  dans  le  corps  G  (v^A,)  eii 
appelant  Ai  le  quotient  de  A  par  le  plus  grand  carré  y  qui  est  con- 
tenu comme  facteur.  Aj  est  ce  qu'on  appelle  le  noyau  de  A.  Ges 
deux  racines  sont  conjuguées.  Si  A  =  o  il  n'y  en  a  qu'une.  On 
peut  dire  qu'il  y  en  a  deux  égales. 

En  les  appelant  x'  et  x"  on  a 

ax^  -h  bx'^  -{-  c  =  a{x  —  x')  (x  —  x") 
quel  que  soit  x 

X  H-  X  = 

a 

I  II  ^ 

XX    = 

a 

Réciproquement,  tout  nombre  quadratique  p  +  q^in  est  racine 
d'une  équation  du  second  degré  à  coejficients  entiers  dont  tautre 
racine  est  le  nombre  conjugué.  Car  p  ■+■  qs/m  et  p  —  ç/m  sont 
racines  de  l 'équation 

x^  —  2/3X  -+-/)■  —  inq^  =  o. 

En  chassant  s'il  y  a  lieu  les  dénominateurs  des  coefficients  2/)  et 
p*  —  mq^,  on  obtient  une  équation  à  coefficients  entiers. 

45.  Théorème.  —  Sif{x,  y,  ...)  est  une  expression  rationnelle 
à  coefficients  rationnels  de  x,  y,  ...  les  deux  nombres 

f{a-hb\/m,a'-{-b's'm,...)     et    f(a—b\/m,a'  —  bWrn,...) 

(a,  6,  a',  6',  ...  rationnels)  sont  conjugués. 

Il,  suffit  de  vérifier  ce  théorème  lorsque  f{x,y,  ...)  est  une 
somme,  une  différence,  un  produit  de  deux  facteurs,  un  rapport. 
La  vérification  est  immédiate. 

Application.  —  Deuxième  démonstration  du  théorème  II  {n"  40). 
Soit 
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On  en  déduit 

(p  -  qs/m)  ip'  -  qWm)  =  P  -  Q/m. 

Donc,  en  multipliant  membre  à  membre 

N(p  H-  gv/m)  .  N(p'  4-  q's/^)  =  N.(P  -+-  Qy/m). 

46.  Ordre  de  grandeur  de  deux  nombres  d'un  même 
corps  quadratique  réel.  —  Le  corps  C  {\/m)  est  dit  réel  lorsque 
m  est  positif.  Lorsque  m  est  négatif  le  corps  C(v/m)  est  dit  imagi- 
naire ou  complexe.  (Le  cas  de  m  =z  o  est  hors  de  question  puisque 
m  est  supposé  n'être  pas  carré  parfait). 

Nous  allons  définir  l'ordre  de  grandeur  des  nombres  d'un  même 
corps  réel. 

Nous  rappellerons  d'abord  quelques  théorèmes  classiques  relatifs 
aux  inégalités  entre  nombres  rationnels. 

I.  —  De      a  <Ch      on  déduit      a  -h  c  <^  b  -\-  c. 
En  particulier  (pour  c  =  —  6), 

de      a  <;  6      on  déduit      a  —  6  «<  o. 

II.  —  De      a  «<  6       et      c  >■  o       on  déduit      ac  <C  hc. 

III.  —De      a<b       a'  <:b'       a"  <  b"  ... 

a>o,      a'>o,  ...       6>o,       è' >  o,  ... 

on  déduit  a  a'  a'  ...  <  b  b'  b"  ... 

En  particulier  de  a  <ib,       a  >  o,       6  ^  o 

on  déduit  a"  <;  6". 

Réciproquement  de  a"  ■<  fc".       û  >  o,       fe  >»  o 

on  déduit  a  <i  b. 

Ces  principes  permettent  de  résoudre  la  question  suivante  : 
Soient  p  et  q  des  nombres  rationnels,  m  un  carré  par J ail,  trouver 
le  signe  de  p  -\-  q  \/m  sans  calculer  v/m. 

Pour  cela  considérons  le  produit 

{p  -\-q  /m)  {p  —  q  >/m)  =  p^  —  mq*. 

Si  p2  —  uiq2  -^  Q^  (>'egj;  qyg  p  -\~  q  /m  et  p  —  q\/m  ont  le 
même  signe,  ce  signe  est  celui  de  leur  somme  2p.  Donc  : 

si  p^  —  mq^  >  o  /e  signe  de  p  -\-  q  \/m  est  le  même  que  celai  de  p. 

Si  /)*  —  mq^  <;  o,  c'est  que  pH-ç/nï  et  p  —  q\/ni  ont  des 
signes  contraires. 
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Donc  p  ■+■  q^/m  et  —  p  -+-  q\/m  ont  le  même  signe,  ce  signe 
est  celui  de  leur  somme  aq^m.  Donc  : 

si  p^  —  mq^  <io  le  signe  de  p  +  q  v/m  est  le  même  que  celui  de  q. 

Ces  théorèmes  vont  être  étendus  sous  forme  de  définition  aux 
nombres  d'un  corps  quadratique  réel. 

Soit  m  un  nombre  rationnel  positij  (non  Jorcêment  entier)^  non 
carré  parfait. 

Si  p^  —  mq^  ^  o  le  signe  de  p  -h  q  \/m  est,  par  définition  celui 
de  p. 

Si  p^  —  mq'  <  o  /e  signe  de  p  ->r  q^m  est,  par  définition  celai 
de  q. 

On  peut  maintenant  définir  l'ordre  de  grandeur  de  deux 
nombres  d'un  même  corps  quadratique  réel.  On  dit  que  a  >  jS 
lorsque  a  —  /5  >  o. 

47.  Théorème.  —  La  somme  de  deux  nombres  positifs  est  posi- 
tive, la  somme  de  deux  nombres  négatifs  est  négative. 

Soient  p  -\-  q\/m  et  p'  -\-q'  \fm  deux  nombres  positifs,  je  dis  que 

p  4-  p'  +  (7  4-  7')  /m 

est  aussi  positif  ('). 

On  a  l'une  des  deux  hypothèses  suivantes  : 

A)  p^  —  mq^  >  o        et        p  >  o 

B)  p^  —  mq^  ■<  o  9  >  o 

et  l'une  des  deux  suivantes  ~ 

A')  *  p'>  —  mq'^  >  o        p  >  o 

B')  p'*  —  mç"  <  o         g'  >  o 

et  il  faut  en  déduire  l'une  des  conclusions  suivantes  : 

C)  {p  +  P'Y  —  in'\q  +  q'Y  >  o  et         p  +  p' >  o 

D)  (p  +  p'Y  —  m{q  +  q'f  <  o  g  -j.  ç'  >  q. 

Les  combinaisons  des  hypothèses   A,   B  avec  A',  B'  sont  au 
nombre  de  quatre,  à  savoir  :  A  et  A',  A  et  B',  B  et  A',  B  et  B'.Mais 


(^)  On  aurait  une  démonstration  plus  simple  que  celle  qui  va  suivre  en  con- 
sidérant des  nombres  p  -\-  q  \Jnï',p'  +  q'  \/m'  où  m'  différerait  peu  de  m  et  se- 
rait carré  parfait.  Mais  on  retomberait  ainsi  dans  les  considérations  de  conti- 
nuité que  nous  voulons  éviter  dans  ce  chapitre. 

Cabbm.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  8 
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la  combinaison  B  et  A'  se  ramène  à  A  et  B'  par  l'échange  de  p, 
avec  p',  et  de  q  avec  q'. 

De  même  la  combinaison  B  et  B'  se  ramène  à  A  et  A'  par  le  change- 
ment de  m  en  —  et  l'échange  de  p  avec  q,  et  de  p'  avec  q' .  Reste 

donc  à  considérer  les  combinaisons  A  et  A'  et  A  et  B'. 
1°  Supposons  A  et  A'.  On  a 

(i)  p"-  >  mq^ 

(2)  p"  >  mq* 

d'où,  par  multiplication  [m  étant  positif) 

d'où,  pp'  étant  positif, 

pp'  >m\  qq'  I 
et,  ajortiori, 

(3)  pp'  >  mqq'. 

Alors,  par  combinaison  de  (i),  (a)  et  (3)  on  a 

/)»  4-  /)'*  -h  2/>/)'  >  m  (q2  -f-  g''»  -h  ^qc^) 
ou 

(p  -f-  p')2  -  m  (g  -h  g'f  >  o. 

D'ailleurs  on  a  aussi  /)  +  p'  >  o.  Donc  on  a  démontré  G. 
2°  Supposons  A  et  B'.  La  démonstration  est  analogue.    Nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  reconstituer. 

Théorème.  —  De  a  >•  |3  e/  |3  >  7  on  déduit  «  >  7. 
En  effet  on  a 

a  —  p>o        et        ^  —  Y>o, 

d'où,  d'après  le  théorème  précédent 

«  — ï  >o 

ou 

a  >  7. 

48.  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  nombtes  de  même  signe 
est  positif,  le  produit  de  deux  nombres  de  signes  contraires  est 
négatij. 

La  seconde  partie  du  théorème  se  ramène  à  la  première  par  le 
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changement  de  signe  de  l'un  des  facteurs.  Reste  à  démontrer  cette 
première  partie.  Soit 

(p  -4-  q  s/m)  {p'  -+-  q  \/m)  =  pp'  -h  mqq'  -h  (pq'  -+-  p'q)  \/m . 

Il  faut  distinguer  trois  cas  suivant  les  signes  des  normes  des  fac- 
teurs. 

Supposons  d'abord  les  normes  des  facteurs  positives,  alors  les 
signes  des  facteurs  sont  ceux  de  p  et  de  p' .  Donc  p  et  p'  ont  le 
même  signe.  La  norme  du  produit  est  positive  (n°  40).  Le  signe 
du  produit  est  donc  celui  de  pp'  -+-  mqq'.  Or  on  a 

p^  >>  mq^         p'^  >  inq'^ 
d'où 

d'où 

(pp'  —  mqq')  (pp'  ■+-  mqq')  >  o. 

Les  deux  facteurs  pp'  —  mqq'  et  pp'  -+-  mqq'  ont  donc  le  même 
signe  et  ce  signe  est  le  même  que  celui  de  leur  somme  ap/)',  donc 
ce  signe  est  H-,  donc  pp'  h-  mqq'  est  positif. 

]\ou8  laissons  au  lecteur  le  soin  d'examiner  les  autres  cas. 

Les  principes  relatifs  aux  inégalités  entre  nombres  rationnels 
que  nous  avons  rappelés  au  n°  46  s'appliquent  aux  nombres  qua- 
dratiques d'un  corps  réel.  Les  énoncés  subsistent  en  supposant 
que  a,  b,  ...  représentent  des  nombres  quadratiques  d'un  même 
corps. 


CHAPITRE  VI 


LES  FRACTIONS  DÉCIMALES. 
APPROXIMATION  A  —  ,  —,  ...   PRÉS 

10'    lOO 


49.  —  On  appelle  fraction  décimale,  ou  nombre  décimal  une 

fraction   dont   le  dénominateur  est  une  puissance   de    lo,    par 

,    3i34     i83       . 
exemple  7^,  ,^53,  etc. 

On  peut  considérer,  plus  généralement,  les  fractions  dont  le 
dénominateur  est  une  puissance  d'un  entier  positif  quelconque  h. 
Dans  la  pratique  ces  fractions  ne  sont  intéressantes  que  lorsque  6 
est  la  base  du  système  de  numération  employé.  C'est  pourquoi 
nous  supposerons  6  =  10.  Le  lecteur  verra  sans  peine  les  modifi- 
cations à  apporter  à  la  théorie  lorsque  b  a  une  autre  valeur. 

Théorème.  —  Toute  fraction  décimale  se  décompose  en  la  somme 
d'un  entier  et  de  fractions  décimales  dont  les  dénominateurs  sont 
des  puissances  de  10  différentes  entre  elles  et  dont  les  numérateurs 
sont  certains  des  entiers  o,  i,  2,  ...  9.  Cette  décomposition  n'est 
possible  que  d'une  seule  manière. 

Les  exemples  suivants  montrent  comment  la  décomposition  est 
possible. 

ai34   a  100   3o  ,  4        3    4 

~  = 1 1 =2IH 1 

100     100     100    100  10    100 

32o5   3ooo    200     o      5     o   2    o     5 


1000   1000   1000   1000   1000      10   100   1000 

724q     o    75i      o    7     5      I 
1000         1000  10    100    ]000 

^9^  =  -9  +  ^   I   7  . 
1000   10   100   1000 


LES    FRACTIONS    DECIMALES  II7 

Cette  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  façon.  Pour 
le  voir  nous  nous  appuierons  sur  la  notion  de  partie  entière  d'un 
nombre  rationnel.  On  appelle /)ar//e  entière  d'un  nombre  rationnel 

T,  un  entier  q  satisfaisant  aux  conditions  : 

Ces  conditions  définissent  un  entier  g  et  un  seul  car  elles  re- 
viennent à  : 

«76  <  a  <  (9  -h  1)6. 

Donc  q  n'est  autre  chose  que  le  quotientàune  unité  près  de  a  par  6. 
Théorème.  —  L'expression 

£l  _l_  _£i_  _l_  ■      ^m 

lO  lOO         ■"  10*" 

ou  aj,  Gi,  ...  a,n  sont  certains  des  entiers  o,  i,  ...  g  est  plus  petite 
que  I. 

En  efîçt  elle  est  au  plus  égale  à 

—  -\ — - — h  ...  H — — 

10  lOO  10*" 


ou 


ou 


10  —  I  10  —   I  10  —  I 


ou  enfin 


lO  lOO  10" 


L  _4_  J. î 1  _J L 

10  lO  lOO  *"  10"'~*  lO'' 


1 

10" 


Je  dis  maintenant  que  la  décomposition  d'un  nombre  décimal 

^    '  10">  ^  lO  lOO  lO"» 

n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 
En  eflFet 

lO  lOO         *"  10"* 
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étant  plus  petit  que  i,  on  a 

Donc  >j  est  la  partie  entière  de  — ^,  donc  il  est  déterminé. 
Ensuite  de  (i)  on  tire 

— -—i  —  loq  =  ai  -\ h  ...  H =in* 

IQW— 1  i  lO       ^  10"*      * 

Donc  ai  est  la  partie  entière  de     ,„_!  —  109,  etc. 

On  voit  ainsi  une  analogie  entre  fractions  décimales  et  nombres 
entiers.  Tout  entier  positif  peut  se  mettre,  et  d'une  seule  façon, 
sous  la  forme 

(2)  (a„  X  10»)  -h  (a„_,  X   10"-^)  -+-  ...  +  (ai  X  10)  -h  «« 

Og,  ai,  ...  On  étant  certains  des  entiers  o.  i,  2,  ...  9. 

De  même  toute  fraction  décimale  positive  peut  se  mettre,  et 
d'une  seule  façon,  sous  la  forme 

(3)  (a„  X  10")  H-  (a„_t  X  lo"" »)  -h  ...  +  a^  +  («-  1  X  lO"») 

4-  (a_î  X   10-»)  -h  ...  -+-  (a_^  X   10-'"), 

les  a  étant  encore  certains  des  entiers  o,  i,  2,  ...  9. 

Le  nombre  entier  (2)  s'écrit,  dans  le  système  de  numération 
décimale  (I.  44). 

De  même  le  nombre  décimal  (3)  s'écrira 


OnCn-i  •••  a„  a_j  a_2  ...  a_,„ 
en  marquant  par  une  virgule  le  chiffre  des  unités. 

En  somme  on  a  décomposé  le  nombre  en  unités  des  différents 
ordres  qui  sont,  d'une  part,  des  unités  simples,  des  dizaines,  des 
centaines,  etc.,  et  de  l'autre  des  dizièmes,  des  centièmes,  etc.  Il  y  a 
moins  de  dix  unités  de  chaque  ordre.  Les  chiffres  qui  suivent  la 
virgule  sont  dits  chiffres  décimaux. 

50.  Théorème.  —  Si  dans  un  nombre  décimal  on  néglige  un 
certain  nombre    de   chiffres  décimaux  à  la  fin  du  nombre,  ter- 
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"9 


reur  commise  est  plus  petite  quune  unité  du  dernier  ordre  non 
négligé. 

Soit  le  nombre  abcd,  efgh  dans  lequel  nous  négligeons  g  et  h. 

L'erreur  commise  est  —5-  +  -r-—  .   Elle  est  au  plus  égale  à 
1000        lOOOO  "^  ° 

9      , 9 


ou 


10 — 1         ÎO — 1 


1000 


lOOOO 


1000 


100         lOCO 


10000 


I 
1000 


lOOOO 


I 
100 


1 


10000 


donc  plus  petite  que  —  • 

Comparaison  de  deux  nombres  décimaux.  —  Soient  deux 
nombres  décimaux  écrits  à  la  façon  précédente.  S'ils  ne  sont  pas 
identiques  ils  ne  sont  pas  égaux.  Lequel  est  le  plus  grand?  Pour 
le  savoir  on  compare  les  parties  entières.  Si  elles  sont  inégales, 
celui  des  deux  nombres  qui  a  la  plus  grande  partie  entière  est  le 
plus  grand.  Si  elles  sont  égales  on  compare  les  chiffres  des 
dizièmes.  S'ils  sont  inégaux  celui  des  deux  nombres  qui  a  le  plus 
grand  est  le  plus  grand.  S'ils  sont  égaux  on  compare  les  chiffres 
des  centièmes  et  ainsi  de  suite.  Gela  résulte  du  théorème  précé- 
dent. 


Addition,  soustraction,  multiplication,  division  des  ^om- 
bres  décimaux.  —  On  voit  immédiatement  que  pour  ajouter  ou 
pour  soustraire  des  nombres  décimaux  il  n'y  a  qu'à  appliquer  les 
mêmes  règles  que  pour  les  entiers  (I,  5o  et  64)f  en  commençant 
l'opération  par  les  unités  d'ordre  le  plus  bas. 

Pour  multiplier  deux  nombres  décimaux  on  applique  la  règle 
suivante,  facile  à  démontrer  :  onjait  le  produit  des  entiers  obtenus 
en  supprimant  les  virgules  dans  les  facteurs  donnés,  puis  on  intro- 
duit une  virgule  dans  ce  produit  de  Jaçon  quil  ait  autant  de 
chijfres  décimaux  que  les  facteurs  en  ont  à  eux  deux. 

51.  Division  des  nombres  décimaux.  Fractions  ordinaires 
réductibles  en  décimales.  —  On  voit  que  le  résultat   d'addi- 
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lions,  soustractions,  multiplications  effectuées  sur  des  nombres 
décimaux  est  toujours  un  nombre  décimal.  Il  n'en  est  pas  de 
même  pour  la  division.  Soit  par  exemple  à  chercher  le  rapport  de 
6,48i  à  8,1245.  Il  est  égal  à 

648 I  .  81245 
1000  *    lOOOO 

c'est  à-dire  à 

64810 
8ia45" 

Cette  fraction  ordinaire  peut-elle  se  réduire  à  une  fraction  déci- 
male. La  réponse  à  cette  question  est  donnée  par  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
fraction  ordinaire  soit  égale  à  une  fraction  décimale  est  que,  étant 
réduite  à  sa  plus  simple  expression,  son  dénominateur  ne  contienne 
que  les  facteurs  premiers  1  etb, 

La  condition  est  nécessaire,  car  si  la  fraction  irréductible  r  est 

égale  à  la  fraction  décimale  — ^,  6  est  un' diviseur  de  10",  donc  ne 

contient  que  les  facteurs  premiers  de  10",  c'est-à-dire  2  et  5. 

La  condition  est  suffisante  car  la  fraction  ordinaire  -ôtr  est  égale 

20-^  .  a    .  .           '  ,  5*-?  .  a    .      ^  . 
a 5 —  si  |3  >  a  et  a —  si  ce  ^  p. 


On  voit  bien  alors  que  le  rapport  de  deux  fractions  décimales 
n'est  pas,  en  général  une  fraction  décimale. 

En  particulier  le  nombre  trouvé  plus  haut  ^ — r-c  n'est  pas  ré- 

1 3963 
ductible  en  décimales  car  sa  plus  simple  expression  est  |g^,    • 

52.  Valeur  approchée  d'un  nombre  rationnel  à  — ^  près.  — 

Soit  le  nombre  rationnel  r .  Donnons-nous  un  entier  positif  ou  nul 
n,  il  existe  un  entier  k  et  un  seul  tel  que 

k    ^^  'ï  ^^  ^  H-  I 


I        ï 

APPROXIMATION    A   -- .    -— ,  ...    PRES  l2I 

lO      lOO' 

En  effet  si  n  ^  o,  nous  retombons  sur  la  définition  de  la  partie 
entière  de  r.  Si  n  >  o,  multiplions  les  inégalités  précédentes  par 
lo",  nous  obtenons  les  inégalités  équivalentes 

k  <  —^  <  A-  -h  I 

,         ,  .  .,      j    a .  lo" 

et  nous  voyons  que  k  est  la  partie  entière  de  — r —  • 

— -  s'appelle  la  valeur  approchée  à  — -  près  de  r  por  défaut. 

^j—  s'appelle  la  valeur  approchée  à  — -  près  de  t  par  excès. 

Lorsqu'on  dit  valeur  approchée  sans  spécifier  si  c'est  par  défaut 
ou  par  excès,  il  est  sous-entendu  que  c'est  par  défaut. 

i5       I 
Exemple.  —  Soit  à  trouver  la  valeur  approchée  de  —  à près. 

Divisons  i  5oo  par  7,  le  quotient  est  214.  Donc  la  valeur  à  un  cen- 

tième  près  par  défaut  est  —  ou  2,\l\,  et  la  valeur  par  excès  est  2,i5. 

53.  Développement  d'un  nombre  rationnel  en  décimales. 
Périodicité  des  chiffres.  —  Donnons-nous  un  nombre  rationnel, 

i5 
par  exemple  —  et  cherchons  ses  valeurs  approchées  successivement 

à  une  unité,  un  dixième,  un  centième,  etc.,  près.  Il  faut  pour  cela 
diviser  par  7  successivement  les  entiers  i5,  i5o,  i5oo,  etc.  On 
dispose  ordinairement  l'opération  de  la  façon  suivante  : 

i5 


2,142... 


10 
3o 
20 

6 


Les  valeurs  cherchées  sont  2;2,i;2,ii4;2,i42;... 

La  suite 

2,142  ... 

s'appelle  le    développement  en  décimales  de  — .  Le  nombre  — 
s'appelle  le  générateur  de  celte  suite. 
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Il  est  évident  qu'un  nombre  rationnel  donné  n'a  qu'an  dévelop- 
pement en  décimales.  Réciproquement  nous  allons  voir  qu'un 
développement  décimal  donné  ne  peut  avoir  qu'un  générateur, 
s'il  en  a.  Mais  nous  allons  voir  aussi  que  pour  qu'il  en  ait  il  faut 
une  condition. 

Théorème.  —  Dans  le  développement  en  décimales  d'un  nombre 
rationnel  la  suite  des  chiffres  est  périodique  à  partir  de  l'un  d'eux  ('). 

Nous  distinguerons  trois  cas. 

i"  Cas.  — Le  dénominateur  du  nombre  rationnel,  supposé  réduit 
à  sa  plus  simple  expression  ne  contient  ni  le  facteur  premier  2  ni  le 
fadeur  premier  5. 

Soit  la  fraction  irréductible  r.  Le  dénominateur  6  étant  premier 

avec  10  on  sait  que  les  restes  par  rapport  au  modube  6  des  entiers 

10       10*       lo'  ... 

forment  une  suite  périodique.  On  voit  immédiatement,  a  étant 
premier  avec  6,  qu'il  en  est  de  même  des  restes  des  entiers     . 

a. 10       a. 10*       a. 10*  ... 

Or  ces  restes  sont  les  restes  successifs  de  l'opération  qu'il  faut 
faire  pour  réduire  r  en  décimales.  Les  restes  se  reproduisant  pério- 
diquement il  en  est  de  même  des  chiflFres  au  quotient. 

Le  théorème  est  donc  démontré.  On  voit  que  dans  ce  cas  la 
période  commence  immédiatement  après  la  virgule,  et  que  le 
nombre  de  termes  de  la  période  est  égal  à  l'exposant  de  10  par 
rapport  à  6.  11  est  indépendant  de  a. 

2^  Cas.  —  Le  dénominateur  de  la  Jr action  supposée  réduite  à  sa 
plus  simple  expression  contient  des  facteurs  premiers  2  ou  5,  et  il 

en  contient  d'autres.  Soit  la  fraction  irréductible      ".,   ,   a   et  /3 

n'étant  pas  nuls  tous  les  deux.  Soit  pour  fixer  les  idées  a  >  jS. 
On  a 

2"5^6~    io«6   ■ 

(*)  RoBERTSOK,  Phil.  trantact.,  1764. 

Bkrnoulli,  Mém.  de  l'Ac.  de  Berlin,  1771. 
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Le  développement  de        ^      se    déduit  de  celui  de  -^ —  en 
reculant  la  virgule  de  a  rangs  vers  la  gauche.  Or  le  développe- 

ra— p 

ment  de  -^—, —  est,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  premier  cas, 

6 

périodique,  la  période  commençant  immédiatement  après  la  vir- 
gule. Donc  celui  de  -^-0-  l'est  aussi,  et  la  période  commence,  au 

plus  tard,  a  rangs  après  la  virgule.  Nous  verrons   tout  à  l'heure 
qu'elle  commence  juste  à  cette  place. 

3*  Cas.  —  Le  dénominateur  de  la  fraction  supposée  réduite  à  sa 
plus  simple  expression  ne  contient  que  les  facteurs  2  et  b.  Nous 
avons  vu  (n"  51)  que  dans  ce  cas  le  développement  est  limité.  On 
peut  dire  qu'il  est  illimité  en  le  complétant  par  une  suite  indéfinie 
de  zéros.  Par  suite  il  est  encore  périodique. 

54.  —  Telle  est  la  condition  à  laquelle  satisfait  le  développe- 
ment décimal  d'un  nombre  rationnel.  Nous  allons  montrer  que 
réciproquement  tout  développement  gui  satisfait  à  cette  condition 
admet  un  nombre  générateur  et  un  seul,  sauf  une  exception  qui 
sera  précisée  plus  loin. 

Pour  démontrer  ce  théorème  nous  pouvons  supposer  que  la 
partie  entière  de  la  suite  est  zéro,  car  pour  trouver  le  nombre  géné- 
rateur de  ab...l,  aiaz ...  il  suffit  de  trouver  celui  de  o,  GiU^  ...  et 
de  lui  ajouter  l'entier  ab.,.l. 

Nous  distinguerons  trois  cas. 

i^f  Cas. —  Le  développement  est  limité.  Le  théorème  est  évident. 
Par  exemple   0,376    admet  un  nombre  générateur  et  un  seul  qui 

.  375        3 

est  -rr-  ou  ë  • 
1000         o 

2'  Cas.  — La  période  commence  immédiatement  après  la  vir- 
gule. (Développement  immédiatement  périodique).  Soit  le  déve- 
loppement o,  airtj...an  ...  (La  notation  a,a2..,an    représente   une 

suite  périodique  de  période  aiaî...an  et  commençant  à  Oi). 

Pour  que  r  soit  générateur  du  développement  précédent  il  faut 
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et  il  suffitque  a  et  6  soient  tels  qu'en  divisant  io"apar  b  le  quotient 
soit  aia2...a'*  et  le  reste  a,  ce  qui  s'exprime  par  les  conditions 


(4)  io"a  =  (aiaî...a„  X  b)  -+-  a 

(5)  G  <  o  <  6. 

On  tire  de  (4) 


a aiai...a,i aiai...a„ 

b~~  10"  —  I  ■"  9  9-.  9 


[n  chiffre»  9  au  dénominateur). 


a 


Réciproquement  si  r  a  celte  valeur  la  condition  (4)  est  satisfaite. 

La  condition  (5)  l'est  aussi  pourvu  que  ai32...a„  <  10" — i, 
c'est-à-dire  pourvu  que  le  développement  ne  soit  pas  composé  que 
de  chiffres  9. 

Donc  le  développement  o,  aia2...a„  ...  a  un  nombre  générateur 

et  unseul^  sauf  si  ai,  02,  ...  a„  sont  tous  égaux  à  q.  Le  développe- 
ment 0,99  ...  n'a  pas  de  nombre  générateur.. 

3®  Cas,  —  La  période  ne  commence  pas  immédiatement  après  la 
virgule.  (Développement  non  immédiatement  périodique).  Soit 
par  exemple  le  développement  0,49397  ...  de  période  397.  Ce 

développement  a  évidemment  un  nombre  générateur  et  un  seul, 
à  savoir  le  nombre  0,49  augmenté  du  générateur  de  0,003973... 

Ce  dernier  est  — ^^ . 
99900 

Donc  le  développement  proposé  a  un  générateur  et  un  seul  qui 

est  égal  à 

49    ■     397 
loo       99900 


ou 


ou 


49  X  999  -h  397 
99900 

49(1000—  1)  +  397 
99900 


ou  enfin 


(6)  49397  —  49 

99900 
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Le  raisonnement  suppose  encore  que  la  partie  périodique  ne  se 
compose  pas  que  de  9.  C'est  le  cas  d'exception  annoncé. 

Nous  pouvons  démontrer  maintenant  que  dans  le  deuxième  cas 
du  n°  53  la  période  commence  effectivement  a  rangs  après  la 
virgule.  Car  nous  voyons  qu'en  supposant  que  la  période  com- 
mence «'  rangs  après  la  virgule,  il  y  aura  dans  la  fraction  (6) 
«'  zéros  au  dénominateur.  Ce  dénominateur  contient  donc  les 
facteurs  2  et  5  tous  les  deux  à  l'exposant  a'.  Maintenant  si  l'on 
réduit  la  fraction  (6)  à  sa  plus  simple  expression  il  y  aura  au  plus 
un  des  deux  facteurs  2,  5  qui  disparaîtra.  Car  pour  qu'ils  dispa- 
raissent tous  les  deux  il  faudrait  que  le  numérateur  fût  terminé 
par  un  zéro.  Gela  exigerait  que  la  période  et  la  partie  non  pério- 
dique fussent  terminées  par  le  même  chiffre.  Mais  si  cela  était,  la 
période  commencerait  au  moins  un  chiffre  plus  avant  qu'on  n'a 
supposé. 

3 
Exemples  I.  —  Le  nombre  -  donne  naissance  à  un  développement 

immédiatement  périodique  o, 428571... 

On  a  d'ailleurs 

A28571  _  3 
999999  ~  7  ' 

21 
II.  —  Le  nombre  rr  dont  le  dénominateur  contient  le  facteur  2  à 
44 

l'exposant  2,  mêlé  avec  un  autre  facteur  premier  donne  naissance  au 

dévoloppement  non  immédiatement  périodique  0,4772...  et  l'on  a 

4772  —  4? 21 

99ÔÔ        "~44" 

Remarque.  —  Si  au  lieu  de  développements  décimaux  on  consi- 
dérait les  développements  dans  un  autre  système  dé  numération, 
les  énoncés  précédents  subsisteraient  en  remplaçant  10  par  la  base 
du  système,  et  les  facteurs  2,  5  par  les  facteurs  premiers  de  cette 
base. 

55.  Valeur  approchée  d  un  nombre  quadratique  réel  à 
— ^  près.  —  La  définition  est  la    même    que  pour  le  nombre 
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rationnel.  La  valeur  à  — ^  par  défaut  d'un   nombre  quadratique 
réel  p  -h  g  vm,  est  un  nombre  — ^  {k  entier)  tel  que 

il)  ,-^</'-^9v/'"<-T^- 

(Nous  avons  écrit  dans  la  première  inégalité  le  signe  <  de  façon 
que  la  définition  s'applique  au  cas  particulier  où  ^  =  o  et  où  le 
nombre  quadratique  se  réduit  à  un  nombre  rationnel,  mais  il  est 
évident  que  si  çf  ;zf  o,  c'est-à-dire  si  le  nombre  est  un  vrai  nombre 
quadratique,  l'égalité  ne  peut  avoir  lieu). 

Gomme  pour  le  nombre  rationnel,  la  recherche  de  la  valeur  à 

— ;i  près  se  ramène  à  celle  de  la  valeur  à  une  unité  près.  Car  en 

multipliant  les  trois  membres  des  inégalités  (7)  par  10"  il  vient 

'f  <(/>-+-  9  v/"î)  10"  <;  /c  -t-  I . 

D'ailleurs  la  valeur  à  une  unité  près  d'un  nombre  quadratique 
s'appelle  encore  la  partie  entière  de  ce  nombre. 

56.  Recherche  de  la  partie  entière  d'un  nombre  quadra- 
tique. —  Examinons  d'abord  le  cas  particulier  où  p  =  o  et  soit 
à  trouver  la  partie  entière  de  q  )/m.  On  a  à  trouver  un  entier  k 
satisfaisant  à 

k  <^  q  v/m  <  fe  -j-  1 

inégalités  équivalentes  à 

/c^î  <  g2m  <(/f -+-  1)2. 
ou 

k^  <  E{qhn)  <  (/c  +   1)2 

Donc  k  est  la  racine  de  ^{q^m)  k  une  unité  près. 

Passons  au  cas  général  et  soij  à  trouver  la  partie  entière  de 
p  -h  q  ^m.  Pour  cela  cherchons  la  partie  entière  de  p  soit  h,  et 
celle  de  q  s/m  soit  k.  On  a 

k  <:P  <  A  4-  I 

/f  <  g  v/m  <  /c  H-  I . 
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Donc 

li  en  résulte  que  la  partie  entière  de  p  -\-  q  \fm  est  h  ■+-  k  ou 
h  -h  k  -+■  I  suivant  que  A-hA'-4-i  >/>  +  </  v'm  ou  que 
h-\-k-[-i<^p-i-q  s/m. 

57.  Développement  d'un  nombre  quadratique  réel  en 
décimales.  —  La  définition  est  encore  la  même  que  pour  le 
nombre  rationnel.  Soit  le  nombre  V2  .  Les  valeurs  à  une  unité,  un 
dixième,  un  centième,  etc.,  près  par  défaut  sont  les  nombres 

I,       1.4,       141,       i,4i4... 

La  suite  indéfinie  i,4i4  •••  est  le  développement  en  décimales 
de  /a . 

Il  est  évident  qu'un  nombre  quadratique  donné  n'a  qu'un  déve- 
loppement en  décimales.  Réciproquement,  à  un  développement 
décimal  donné  ne  peut  correspondre  qu'un  nombre  quadratique, 
s'il  en  correspond  un.  Mais  il  n'en  correspond  pas  toujours.  Nous 
remettons  la  démonstration  de  ces  théorèmes  à  plus  tard. 

EXERCICES 

I.  —  Si  le  dénominateur'  d'une  fraction  est  une  puissance  d'un 
nombre  premier  différent  de  2  et  de  5,  si  de  plus  la  période  du  déve- 
loppement décimal  engendré  par  celte  fraction  a  un  nombre  pair  -in 
de  cliiifres  ;  la  somme  de  deux  chiffres  distants  de  n  rangs  dans  la  pé- 
riode est  égale  à  9  et  la  somme  des  restes  correspondants  est  égal  au 
dénominateur  de  la  fraction. 
.   II.  —  Si  10  est  racine  primitive  de  p^  {p  =  nombre  premier  ;2f  2 

et  5),  les  périodes  de  toutes  les  Iraclions  irréductibles  ayant  p*  comme 
dénominateur,  se  déduisent  de  l'une   d'elles  par  permutation  circu- 
laire. La  période  de  —    (a  premier  avec  p)  se  déduit  de  celle  de  —  en 
la  commençant  par  son  (r  +  i)ème  chiffre,  r  étant  l'indice  de  a. 
Il  en  résulte  que  l'entier  formé  par  la  période  de  —  jouit  de  cette 
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propriété  curieuse  qu'en  le  multipliant  par  les  entiers  positifs  plus 
petits  que  p"  et  premiers  avec  lui  les  produits  obtenus  se  déduisant 
de  n  par  une  permutation  circulaire  de  ses  chiffres. 

I"  Exemple.  —  On  a  -  =  0,142807...  et 

a  X  142857  =  286714,  3  X  142857  =  428571... 

6  X  142857  =  857142. 

2*  Exemple.  —  On  a  —  =  0.052631578947368421... 

et 

a  X  052631578947368421  =  106263 157894736842 
3  X  052631578947368421=  157894736842105263 

18  X  052631578947368421  =  947368421052632578. 


CHAPITRE  VII 
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58.  On  a  vu  (n°  54)  qu'un  développement  en  décimales  ne 
correspond   qu'à  un  nombre   rationnel  et  réciproquement.   Ainsi 

—  a  pour  seul  développement  2,142867  ...  et,  réciproquement,  ce 

i5 
développement  a  pour  seul  nombre  générateur  —  .  On  peut  donc 

convenir  d'écrire 

—  =  2,142857  ... 

Le  développement  d'un  nombre  rationnel  n'est  pas  quelconque  ; 
il  est  périodique,  à  partir  d'un  certain  chiffre,  la  période  ne  se 
composant  pas  que  de  9.  On  se  trouve  amené  à  généraliser  et  à 
considérer  des  suites  dechiff"res  décimaux  quelconques  périodiques 
ou  non. 

On  appelle  nombre  une  partie  entière  (qui  peut  être  nulle)  suivie 
d'une  suite  indéfinie  de  chiffres  décimaux.  Donner  un  nombre  c'est 
donner  le  moyen  de  calculer  la  suite  indéfinie  de  ses  chiff'res.  Trois 
cas  se  présentent  :  1°  La  suite  indéfinie  est  périodique  à  partir  d'un 
certain  chiffre^  la  période  ne  se  composant  pas  que  de  g.  C'est 
le  cas  qu'on  vient  d'examiner,  on  dit  que  la  suite  définit  le  nombre 

(1)  On  doit  remarquer  que  la  définition  générale  du  nombre  n'est  nullement 
nécessaire  dans  les  théories  qui  font  l'objet  de  ce  volume.  On  pourrait  se  bor- 
ner à  celle  des  nombres  quadratiques  donnée  plus  haut.  Mais  cela  n'irait  pas 
sans  de  grandes  difficultés.  D'ailleurs,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  historique 
on  sait  que  la  notion  générale  de  nombre  était  acquise,  sinon  complètement 
élucidée  avant  qu'on  ait  distingué  les  différentes  espèces  de  nombres. 

Gahbi).  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  q 
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rationnel  générateur  ;  2°  La  suite -indéfinie  n'est  pas  périodique. 
]\ous  dirons  qu'elle  définit  un  nombre  irrationnel.  L'existence 
d'un  tel  nombre  n'est  pas  évidente.  Il  n'est  pas  évident  qu'on 
puisse  former  une  suite  indéfinie  de  chiffres  qui  ne  soit  pas  pé- 
riodique. Mais  cela  sera  démontré  plus  loin. 

3°  La  suite  indéfinie  est  périodique,  la  partie  périodique  ne  se 
composant  que  de  g.  —  Nous  dirons  qu'elle  définit  le  nombre 
rationnel  décimal  obtenu  en  supprimant  cette  partie  périodique  et 
augmentant  d'une  unité  le  dernier  chiffre  de  la  partie  restante. 

Par  exemple  la  suite  0,120  ...  définit  le  nombre  — • 
•^  vS  100 

11  est  facile  de  voir  comment  on  est  conduit  à  cette  convention. 

Il  suffit  d'appliquer  à  cette  suite  la  règle  donnée  au  n"  54  pour 

trouver  le  nombre  générateur  bien  qu'elle  ne  s'applique  pas.  On 

trouve  ainsi 

12  19 12  I    i3 

100       100  9        100       100       100 

Mais  ce  nombre  n'engendre  pas  le  développement  0,1299  ...,  il 
engendre  le  développement  o,i3oo...  Nous  conviendrons  que 

0,129  •••  =  o,i3. 

De  celte  façon  tout  nombre  décimal  a  deux  développements, 
son  développement  ordinaire  limité,  et  le  développement  obtenu 
en  diminuant  son  dernier  chiffre  significatif  de  i,  et  le  faisant 
suivre  d'une  suite  indéfinie  de  chiffres  9. 

59.  —  Nous  allons  maintenant  donner  les  définitions  relatives  à 
l'égalité,  à  l'inégalité  et  au  calcul  des  nombres  en  général.  Il  est 
bien  entendu  que  ces  définitions,  appliquées  en  particulier  aux 
nombres  rationnels  devront  coïncider  avec  les  définitions  données 
jusqu'à  maintenant.  Nous  nous  dispenserons  de  le  faire  remarquer 
lorsque  ce  sera  évident. 

Egalité.  —  On  dit  que  deux  nombres  sont  égaux  dans  deux 
cas  :  1°  lorsque  leurs  développements  décimaux  sont  identiques  ; 
2"  lorsque  l'un  d'eux  est  limité  et  que  l'autre  s'en  déduit  en  dimi- 
nuant le  dernier  chiffre  significatif  de  I  et  le  faisait  suivre  d'une 
suite  indéfinie  de  chiffres  9. 

Inégalité.  —  Dans  tout  autre  cas  les  deux  nombres  sont  dits 
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inégaux  et  pour  savoir  lequel  est  le  plus  grand  on  applique  la  règle 
du  n°  50  laquelle  devient  ici  une  définition. 

Exemples:  i°  Soient  les  nombres  3,17...  et  3, 14...  Sans  connaître 
les  chiffres  non  écrits  on  peut  affirmer  que  le  premier  nombre  est  plus 
grand  que  le  second. 

2°  Soient  les  nombres  3,i5...  et  3,i/i....  Le  premier  nombre  est  su- 
périeur au  second,  sauf  le  cas  où  le  premier  serait  3,i5  et  le  second 
3,1^999...  Dans  ce  cas  ils  seraient  égaux. 

Théorème.  —  Les  inégalités  a  <i  b  et  b  <::^c  entraînent  a  <ic. 
C'est  évident. 

60.  Addition.  —  Définir  un  nombre  c'est  définir  sa  partie  en- 
tière et  ses  n  premiers  chiffres  décimaux  quel  que  soit  n.  Donc 
pour  définir  la  somme  de  deux  nombres  a  et  6  il  nous  suffit  de 
définir  la  partie  entière  et  les  n  premiers  chiffres  décimaux  de  cette 
somme  quel  que  soit  n. 

Lemme  I.  —  Si  une  suite  d'entiers  est  telle  que  chacun  soit  égal 
ou  supérieur  au  précédent  ;  si  de  plus  n'importe  lequel  de  ces  entiers 
est  inférieur  à  un  nombre  fixe  A  ;  alors,  à  partir  d'un  certain 
rang,  ces  entiers  sont  égaux  entre  eux.  Leur  valeur  commune  est 
injérieure  à  A.  C'est  évident. 

Lemme  II.  —  Si  une  suite  de  nombres  rationnels,  ayant  même 
dénominateur  est  telle  que  chacun  soit  égal  ou  supérieur  au  précé- 
dent, si  de  plus  n'importe  lequel  de  ces  nombres  est  injérieur  à  un 
nombre  fixe  A  ;  alors  à  partir  d'un  certain  rang  ces  nombres  sont 
égaux  entre  eux.  Leur  valeur  commune  est  inférieure  à  A. 

■^  .    fll      «2  .  ,  ,  .  , 

Car  soit  -j  »   ^,  •••  cette  suit«  ;  a,,  a-i,  ...  et  a  étant  entiers  et  de 

plus  (/étant  positif.  Les  entiers  a^,  a^,  ...  sont  tels  que  chacun 
d'eux  soit  égal  ou  supérieur  au  précédent  et,  de  plus,  n'importe 
lequel  de  ces  entiers  est  plus. petit  que  kd.  On  est  ramené  au 
lemme  I. 

Lemmes  III  et  IV.  —  On  a  deux  autres  énoncés  en  échangeant 
dans  les  précédents  les  mots  «  inférieur  »  et  «  supérieur  >. . 

Ceci  posé,  soient  les  deux  nombres  : 

a  :=  1,73206080  ...         et         h  =  i,liili2ï356  ...  {^). 

(^)  On  suppose,  bien  entendu,  qu'on  a  une  règle  pour  prolonger  ces  déve- 
loppements indéfiniment. 
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Nous  voulons  définir  la  partie  entière  et  les  six  premiers  chiffres 
de  leur  somme.  Considérons 


«0  -+-  '^o  =  I 

-h  I 

=  2    • 

a,  +  6i  =  1,7 

-h  1,4 

=  3.1 

oj  -+-  6,  =  1,73 

H-  i,4i 

=  3,14 

Oç -f- 65  =  1,732060      -h  1,4 1^2  1 3      =3,146263 
a, -1-  6,  =  1, 7320608    -f-  i,4i42i35    =  3  1462643 
a^  -+-  èg  =  1, 73206080  ■+■  1, 4 1 421 356  =  3.14626436 

et  ne  gardons  dans  ces  sommes  que  les  six  premiers  chiffres  déci- 
maux. Nous  obtenions  la  suite 

2,000000;  3,100000;  3,1 40000;  ...  3,146263;  3,146264;  3,146264; ... 

Tous  ces  nombres  ont  même  dénominateur  10*  et  chacun  d'eux 
est  égal  ou  supérieur  au  précédent.  Ils  sont  tous  plus  petits  que 

1,732060  H g  +  i,4i42i3 -h  ^ — ê        °"       3,146265. 

Donc  à  partir  d'un  certain  rang  ils  ont  une  valeur  commune. 
C'est  cette  valeur  qui,  par  définition,  constitue  la  partie  entière  et 
les  six  premiers  chiffres  décimaux  de  la  somme.  C'est  ici 
3,146264,  puisque  cette  valeur  est  atteinte  par  le  huitième  terme 
de  la  série  et  que  d'autre  part  nous  savons  que  la  valeur  commune 
est  plus  petite  que  3, 146266.  Il  est  facile  d'énoncer  une  règle  à  ce 
sujet.  Appelons,  comme  plus  haut,  a„  et  bn  les  nombres  décimaux 
obtenus  en  arrêtant  les  développements  de  a  et  6  après  le  n'  chiffre, 
c„  le  nombre  analogue  pour  la  somme. 

Si  les  (n  -h  i)^*""  chiffres  décimaux  de  a  et  b  ont  une  somme 
inférieure  à  Ç)  on  a  c„  =  a„  +  6„.  Si  les  [n  -+-  i)^"»'"*  chiffres  déci- 
maux de  a  et  b  ont  une  somme  supérieure  à  g  on  a 

c„  ^  a,,  +  fcn  -i-  — H  • 
10 

Si  les  [n  -+-  lY"^"^  chiffres  décimaux  de  a  et  b  .ont  une  somme 
égale  à  9,  on  considère  les  {n  -+-  ^Y""^'  chiffres  décimaux.  S'ils  ont 
une  somme  inférieure  à  9  on  a  c„  =  a«  4-  bn.  S'ils  ont  une  somme 
supérieure  à  g  on  a 

,  1 

Cn  =  On  -h  bn  +  —. 
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S'ils  ont  une  somme  égale  à  9  on  considère  les  {n  -+-  3)^"'^' 
chiffres  décimaux,  etc. 

Si  les  (n  +  hy"*"  chiffres  décimaux  de  a  et  b  ont  une  somme 
égale  à  9  quel  que  soit  h,  on  a  Cn  =  a„  ■+-  b„,  le  développement  de 

c  est  Cn  suivi  de  g,  la  somme  dans  ce  cas  est  égale  à  c„  -+-  — ^  • 

La  somme  de  plus  de  deux  nombres  se  définit  d'une  façon  ana- 
logue, ou  bien  de  proche  en  proche.  L'addition  est  évidemment 
commulative,  associative  et  unipare. 

61   Soustraction.  —  Soient  encore  lei  deux  nombres 

a  =  1, 73206080  ...       et      6  =  i,4i42i356  ... 

Nous  voulons  définir  la  partie  entière  et  les  six  premiers  chilTres  de 
la  différence  a  —  b  =  d.  Pour  cela  nous  opérons  comme  précé- 
demment, avec  une  légère  modification.  Nous  considérons 

Oo  —  (^  -H  0       =  »  —  2  =  —  1 

''' ~  (^*  "^  T^)  "^ ''"7  ~^'^  ""      °'^ 

02—  (&î+:^)=  1,73  —1,42  --=        o,3i 

Og  —  Ibii -h -^A  =  i n^^obo      —1,414214      =0,317836 

a-  —  (  67  H ^)  =  1,7320608    — i,4i42i36    =0,3178372 

a»  —  (bi  -I — ^  )  =  1,73206080  —  1,4142 1357  =  0,31783723 

et  ne  gardons  dans  ces  difTérences  que  les  6  premiers  chiffres. 
Nous  obtenons  la  suite  : 

(i)    — 1,000000;     0,200000;     o,3ioooo  ... 

o,3i7836;     0,317837;     0,317837... 

On  a 

«0  <  Oi  <  «2  <  ...  <  Oe  <  Ot  <  a»  <  ••• 

et 
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d'où 

ao  -  [K  -i-  i)<  ai  -  (^  -^  i^)  <  ««.-  (^^  -+-  T^)  <  - 
<  «6  -  (h,  +  ~)  <  a,  -  (6,  +  :^^  <  a,  -  [b,  +  7^)  <  - 

On  en  déduit  que  dans  la  suite  (i)  chaque  terme  est  supérieur 
ou  égal  au  précédent  et  le  raisonnement  s'achève  comme  dans  le 
premier  cas. 

Nous  laissons  au  lecteur  :  1°  à  trouver  la  règle  à  appliquer  pour 
teconnaître  qu'on  a  atteint  la  valeur  commune  dans  la  suite  (i)  ; 
2"  à  démontrer  que  a  —  6  satisfait  à  l'équatioii  x  -h  b  ==  a  et  que 
c'en  est  la  seule  solution. 

62  Multiplication  et  division.  —  Pour  définir  ab,  on  sup- 
pose d'abord  a  et  6  positifs  et  on  opère  comme  pour  l'addition.  Si 
les  facteurs  ne  sont  pas  tous  deux  positifs  on  définit  leur  produit 
comme  étant  celui  de  leurs  valeurs  absolues  précédé  d'un  signe 
déterminé  par  la  règle  des  signes.  Si  l'un  des  facteurs  est  nul  le 
produit  est  nul,  par  définition. 

La  multiplication  ainsi  définie  est  commutative,  associative,  et 
distributive  par  rapport  à  l'addition.  Elle  est  unipare  quand  aucun 
des  facteurs  n'est  nul.  / 

Le  produit  de  plus  de  deux  facteurs  se  définit  de  proche  en 
proche. 

Pour  définir  t,  on  suppose  d'abord  a  et  6  positifs  et  on  opère 

comme  pour  la  soustraction,  en  considérant  les  rapports 


I 


La  définition  réussit  pourvu  que  6  ;zf  o.  Ayant  défini  t  pour  a  et 

b  positifs  on  le  définit  pour  a  et  6  quelconques  par  la  règle  des 

signes.   Le  rapport  7  satisfait  à  l'équation   bx  =  a  et  s'en  est  la 

seule  solution. 

Resterait,  en  fait  d'opérations  élémentaires,  à  définir  l'extrac- 
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tion  des  racines.  Nous  traiterons  plus  loin  une  question  plus  gé- 
nérale. 

Les  théorèmes  du  n°  46  relatifs  aux  inégalités  entre  nombres 
rationnels  subsistent  pour  des  nombres  quelconques.  Nous  laissons 
au  lecteur  le  soin  de  le  démontrer  (^). 

Nombres  commeneurables  entre  eux.  —  On  dit  que  deux 
nombres  sont  commensurables  entre  eux,  lorsque  leur  rapport  est 
rationnel.  Dans  le  cas  contraire  les  deux  nombres  sont  dits  :  incom- 
mensurables entre  eux. 

63.  Notion  de  limite.  Suites  convergentes. —  Scitaj,  a,, ...  a„... 
une  suite  indéfinie  de  nombres.  On  dit  qu'elle  croît  indéfiniment,  ou 
que  a„  croit  indéfiniment,  ou  que  o„  tend  vers  -+■  co  ,  lorsque  étant  donné 
un  nombre  posilij  N,on  peut  déterminer,  quel  que  soit  N,  un  nombre  h  tel 
que  la  condition  n  >  /i  entraîne  a„  >>  N. 

On  dit  que  a„  tend  vers  —  oo  lorsque  —  a„  tend  vers  -+-  oo  . 

i^'  Exemple  :  la  suite  des  entiers  i,  2,  ...  n,  ... 

2^  Exemple  :  la  suite 

la,       2a,  ...  na,  ... 

des  multiples  d'un  nombre  positif  a.  En  effet,  on  a 


pour 


n>-. 


3*  Exemple  :  la  suite 


des  puissances  d'un  nombre  a  plus  grand  que  i. 

Car  en  posant  a  =  i  -4-  a  (a  >.  o)  la  formule  du  binôme  de  Newton 
montre  que  a"  >»  1  -4-  raa. 

64.  —  Soit  une  suite  de  nombres  a^  0-2  ...  a„  ...  On  dit  qu'elle  con- 

(^)  Nous  avons  développé  en  détail  les  premières  définitions  sur  les  nombres 
irrationnels  parce  qu«  nous  y  avons  adopté  un  mode  d'exposition  qui  n'est  pas 
celui  qu'on  prend  ordinairement  et  qui  nous  a  paru  plus  adapté  à  une  Théorie 
des  nombres.  Mais  à  partir  de  maintenant  nous  retombons  sur  des  sujets  clas- 
siques et  nous  nous  bornerons,  suivant  le  plan  général  adopté  dans  cet  ouvrage, 
à  un  résumé. 
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verge  vers  une  limite  a,  ou  que  ai,  ai,  ...  On  ...  tendent  vers  a,  ou  que  a„ 
tend  vers  a  lorsque,  étant  donné  un  nombre  positif  £,  on  peut  déterminer, 
quel  que  soit  e,  un  nombre  h  tel  que  la  condition  n  "^  h  entraîne 

\  an  —  a  \  <  e. 

i"  Exemple  :  La  suite  des  inverses  des  entiers  -.  -,  •••  -,  ...  tend 

vers  o.  En  effet  on  a 

I 


pour 

2*  Exemple  :  la  suite 


n<^ 


„>1, 


a'  ...  a"  ... 


des  puissances  d'un  nombre  positif  plus  petit  que  i  tend  aussi  vers  zéro. 
En  effet  on  a 

a"  <  e 
lorsque  I 


a)">i- 


Or  -  >  I,  on  est  donc  ramené  au  troisième  des  exemples  précé- 
dents. 

Théobème.  —  Pour  que  a„  tende  vers  a,  il  faut  et  il  suffît  que  a  —  a„ 
tende  vers  zéro.  C'est  évident. 

Supposons  a„  défini  par  son  développement  décimal  quel  que 
soit  n,  et  a  défini  aussi  par  son  développement  décimal.  Quelle  est 
la  condition  pour  que  an  tende  vers  a  quand  n  croît  indéfiniment? 
On  démontre  facilement  que  pour  que  an  tende  vers  a  il  faut  et  il 
suffît  que,  étant  donné  un  entier  positif  v,  on  puisse  déterminer, 
quel  que  soit  v,  un  nombre  h  tel  que  la  condition  n  ">  h  entraîne 
que  la  partie  entière  et  les  v  premiers  chiffres  décimaux  du  déve  • 
loppement  de  an  soient  identiques  à  la  partie  entière  et  aux  y  pre- 
miers chiffres  du  développement  de  à  [ou  de  l'un  des  deux  dévelop- 
pements de  a  dans  le  cas  où  a  a  deux  développements). 

Théorème.  —  Si  une  suite  de  nombres  a^,  a^,  ...  a„  ...  est  telle  que 
n'importe  lequel  d'entre  eux  est  supérieur  ou  >  égal  au  précédent  ;  si,  de 
plus,  n'importe  lequel  d'entre  eux  est  inférieur  à  an  nombre  fixe  A,  alors 
cette  suite  est  convergente  et  sa  limite  est  inférieure  ou  égale  à  A. 
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Considérons  les  nombres  formés  par  la  partie  entière  et  les  m  pre- 
miers chiffres  décimaux  de  chaque  terme  de  la  suite.  Ce  sont  de» 
nombres  ayant  pour  dénominateur  lo'",  et  tels  que  n'importe  lequel 
d'entre  eux  est  égal  ou  supérieur  au  précédent,  et  que  n'importe 
lequel  d'entre  eux  est  inférieur  ou  égal  au  nombre  formé  par  la  partie 
entière  de  A  et  ses  m  premiers  chiffres  décimaux.  Donc  d'après  le 
lemme  II  du  n"  60,  à  partir  d'un  certain  rang  ces  nombres  sont  cons- 
tants et  égaux  à  un  nombre  décimal  e,  a^  aj  ...  2^  inférieur  ou  égal 
au  nombre  formé  par  la  partie  entière  de  A  et  ses  m  premiers  chiffres 
décimaux. 

Ceci  étant  vrai  quel  que  soit  m  nous  avons  défini  un  nombre 


a  =  e,  3,02  •••  ^m  ••• 

Les  nombres  de  la  suite  Oi,  a^,  ...  tendent  vers  a.  En  effet  la  condi- 
tion du  théorème  précédent  est  remplie. 

Ïhéorèmb.  —  Si  une  suite  de  nombres  fli,  Oj,  ...  a^,  ...  est  telle  que 
n'importe  lequel  d'entre  eux  est  inférieur  ou  égal  au  précédent  ;  si,  de 
plus,  n'importe  lequel  d'entre  eux  est  supérieur  à  un  nombre  fixe  A;  alors 
cette  suite  est  convergente  et  sa  limite  est  supérieure  ou  égale  à  A. 

Se  démontre  d'une  façon  analogue. 

65.  Valeur  d'un  nombre  à  ---  près.  —  La  définition  est  la 

10"  *^ 

même  que  pour  les  nombres  rationnels  (n"  52).  La  valeur  à  — ^  par 

k 
défaut  d'un  nombre  a  est  le  nombre  — - ,  (k  entier)  tel  que 

k    ^,      ^k-h  t 


10"  10" 


On  l'obtient  en  prenant  le  nombre  décimal  formé  par  la  partie  en- 
tière et  les  n  premiers  chiffres  décimaux  de  a,  sauf  lorsque  les  chiffres 
qui  suivent  le  .n°  chiffre  décimal  de  a  sont  tous  des  9.  Dans  ce  cas  il 

faut  ajouter  — ^  à  la  valeur  obtenue  par  la  règle  précédente  ;  la  valeur 

à  — -  de  a  est  d'ailleurs  égale  alors  à  a  lui-même. 

i«'  Exemple  :  la  valeur  à près  de  l,ill^2...  est  i,4i4' 

3*  Exemple  :  la  valeur  à  —  près  de  0,239...  ^^^  ^'^^  ^^ 
0,339...  =  0,24. 


\ 
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La  valeur  à  — j^  par  excès  s'obtient  en  ajoutant  — -  à  la  valeur  par 

défaut. 

Théorème.  —  La  suite  des  valeurs  approchées  par  défaut  à  une  unité, 

un  dixième,  ...  — -,  ...  près,  par  défaut,  d'un  nombre  a  forme   une  suite 

convergente  qui  tend  vers  a.  Il  en  est  de  même  de  la  suite  des  valeurs  par 
excès.  Il  en  est  de  même  d'une  suite  de  valeurs  approchées  tantôt  par  dé- 
faut, tantôt  par  excès  à  une  unité,  un  dixième,  ...  — ,  ...  près. 

En  effet  le  n'  terme  de  la  suite  diffère  de  a  de  moins  de  — - .  Or  — - 

lO"  10" 

tend  ver»  zéro. 

Valeur  d'un  nombre  a  à  8  près.  C'est  le  nombre  de  la  forme  ko  {k  en- 
tier) tel  que 

/fS  <a<  (/f -h  i)8. 

66.  Coupures.  —  Etant  donné  un  nombre  a  on  peut  diviser  les 
autres  nombres  en  deux  classes,  ceux  qui  lui  sont  inférieurs  et  ceux 
qui  lui  sont  supérieurs.  Réciproquement  si  l'on  possède  une  règle  per- 
mettant de  reconnaître  quels  nombres  sont  inférieurs  à  a  et  quels  sont 
supérieurs  ;  a  est  déterminé.  Car  en  particulier  on  saura  reconnaître 

k 
parmi  les  nombres  de  la  forme  — ^  quels  sont  ceux  qui  sont  inférieurs 

et  quels  sont  ceux  supérieurs  à  a.  On  aura  donc  la  valeur  de  a  à  —— 

près  quel  que  soit  n. 

Ceci  posé  nous  appellerons  coupure  une  règle  permettant  de  distin- 
guer les  nombres  en  deux  classes  de  façon  que  :  i"  aucun  nombre 
n'échappe  à  la  classification  ;  a"  n'importe  quel  nombre  de  la  première 
classe  soit  plus  petit  que  n'importe  quel  nombre  de  la  seconde  ; 
3"  il  existe  des  nombres  de  chaque  classe.  On  voit  qu'une  coupure 
définit  un  nombre. 

On  peut  supprimer  la  troisième  restriction.  S'il  n'y  a  pas  de  nombre 
de  la  seconde  classe  nous  conviendrons  de  dire  que  la  coupure  définit 
le  nombre  +  »  ;  s'il  n'y  a  pas  de  nombre  de  la  première  classe  nous 
conviendrons  de  dire  qu'elle  définit  le  nombre  —  oo.  Il  ne  reste  alors 
que  les  deux  premières  restrictions  pour  qu'une  classification  soit  une 
coupure. 

Mais  il  est  évident  que  pour  déterminer  un  nombre  a,  il  suffit  d'une 
coupure  dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels,  c'est-à-dire  d'une  règle 
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permettant  de  reconnaître  les  nombres  rationnels  inférieurs  à  a  et  les 

k 
nombres  rationnels  supérieurs.  Car  les  nombres  de  la  forme  — ~  sont 

rationnels. 

On  peut  généraliser.  On  dit  qu'un  ensemble  de  nombres  est  dense 
dans  un  intervalle  a,  h  lorsqu'il  existe  de  ces  nombres  dans  tout  inter- 
valle contenu  dans  l'intervalle  a,  b.  Par  exemple,  l'ensemble  des 
nombres  décimaux  est  dense  dans  tout  intervalle;  de  même  l'ensemble 
des  nombres  rationnels  ;  de  même  l'ensemble  des  carrés  des  nombres 
rationnels,  etc. 

Ceci  posé,  une  coupure  dans  un  ensemble  dense  définit  un  nombre. 

67.  Limite  supérieure  et  limite  inférieure  pour  n  infini.  — 
La  notion  de  limite  se  généralise.  Soit  une  suite  indéfinie 

a,,  0-2,  ...  0,1,  ... 

Nous  déBnissons  une  coupure  dans  l'ensemble  des  nombres  de  la  façon 
suivante.  Nous  mettons  dans  la  première  classe  tout  nombre  a  tel 
qu'on  puisse  déterminer  autant  de  termes  qu'on  veut  de  la  série  qui 
soient  plus  grands  que  a  ;  nous  mettons  dans  la  seconde  classe  tout 
nombre  3  ne  jouissant  pas  de  cette  propriété.  11  est  facile  de  voir  que 
n'importe  quel  nombre  est  ainsi  classé  et  que  n'importe  quel  nombre 
de  la  première  classe  est  plus  petit  que  n'importe  quel  nombre  de  la 
seconde.  On  a  donc  défini  une  coupure  et  par  suite  un  nombre  L. 
C'est  ce  nombre  qui  est  appelé  limite  supérieure  de  a„  pour  n  infini  (•)  ; 
nous  le  désignerons  par  la  notation   lim  a„,  ou  plus  simplement  par 

iim  a„.  Il  peut-être  égal  à  -hoo  ,  cela  arrive  quand  il  n'y  a  pas  de 
nombre  de  la  seconde  classe,  c'est-à-dire  quand  il  y  a  un  nombre 
illimité  de  termes  de  la  série  plus  grands  que  n'importe  quel  nombre. 
Le  nombre  L  peut  être  égal  à  —  oc,  cela  arrive  quand  il  n'y  a  pas 
de  nombres  de  la  première  classe,  c'est-à-dire  quand,  étant  donné  un 
nombre  quelconque,  les  termes  de  la  série  sont  à  partir  d'un  certain 
rang  plus  petits  que  ce  nombre. 

On  définit  de  même  la  limite  inférieure  pour  n  infini  ou  lim  a„.  Il 
«uffit  de  répéter  ce  qui  précède  en  échangeant  les  mots  «  inférieur  »  et 
«  supérieur  »,  a  plus  grand  »  et  «  plus  petit  »,  «  première  classe  »  et 
«  seconde  classe  ».  On  peut  encore  définir  lim  o„  en  disant  que  ce 

nombre  est  égal  à  —  lira  ( —  a„). 

(^)  Celte  notion  est  due  h  Cauchy.  Elle  a  été  retrouvée  et  son  importance  a 
«té  développée  par  M.  Hadamard. 
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On  a  lim  a„  <^  lim  a„.  Lorsque  l'égalité  a  lieu,  la  suite  est  conver- 
gente et  sa  limite  est  égale  à  la  valeur  commune  des  deux  limites» 
inférieure  et  supérieure.  Réciproquement,  si  une  suite  a^,  Oi,  ...  a„.,. 
converge  vers  une  limite  /,  on  a 


lim  a,,  =  lim  a„  =  l. 


Théorèmes. 
suites,  on  a 


Soient   a„,  Oj,  .. 


et   b^,  6î,  ...  6„, 


deux 


lim  {On  -h  b„)  =  lim  a„  -h  lim  6„ 
lim  (a„  -h  6„)  =  lim  a„  -+-  Hm  6„ 

lim  (a„  —  6„)  =  lim  a„  —  lim  bn 

lim  (a„  —  6„)  =  lim  a„  —  lim  fe„ 


lim  a„6„ 


lim 
lim 


=  lim  af  X  lim  b„ 

=  lim  a„  X  lim  6„ 

I 

=  lim  an  X  n^iTT 


=  lim  a„  X 


Ces  quatre  der- 
nières en  sup- 
posant 

On  bn  >  O. 


lim  bn 


Théorèmb.  —  Pour  qu'une  suite  Oi,  02,  ...  a^  •••  soit  convergente  il 
faut  et  il  suffit  quà  tout  nombre  positif  z  on  puisse  faire  correspondre  un 
entier  n  tel  que  la  condition  n'  "^  n  entraîne  \  a„.  —  «n  I  <C  £• 

En  effet  ceci  entraine  que  la  limite  supérieure  et  la  limite  inférieure 
de  la  suite  sont  toutes  les  deux  comprises  entre  a„  —  e  et  a„  +  s  et 
par  conséquent  diffèrent  de  moins  de  2c.  Comme  s  est  quelconque, 
elles  sont  égales. 

68.  Fonctions  de  variables.  Continuité.  —  Une  fonction  d'un 
nombre  variable  x  est  un  autre  nombre  dont  la  valeur  est  déterminée 
quand  celle  de  x  l'est.  Une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  z,  ... 
est  un  nombre  dont  la  valeur  est  déterminée  quand  celles  àQx,y,z,  ... 
le  sont.  D'ailleurs  une  fonction  peut  ne  pas  exister  pour  toutes  les  va- 
leurs des  variables.  Le  résultat  de  tout  calcul  fait  sur  des  nombres 
X,  y,  z,  ...  est  une  fonction  de  ces  variables  qui  est  définie  pour  toutes 
les  valeurs  de  ces  variables  telles  que  les  calculs  soient  possibles.  Si 
ces  calculs  se  bornent  à  des  additions,  soustractions  et  multiplications 
on  dit  que    c'est   une   fonction  entière  ou    un  polynôme  entier  en  x» 
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j,  2,  ...  S'il  intervient  en  plus  des  divisions,  on  dit  que  c'est  une 
fonction  rationnelle.  C'est  alors  le  rapport  de  deux  polynômes  entiers 
en  X,  y,  z...  Si  le  dénominateur  est  indépendant  de  x,  y,  z,  ...  la 
fonction  se  réduit  à  une  fonction  entière  qui  est  ainsi  un  cas  particu- 
lier de  la  fonction  rationnelle. 

On  dit  qu'une  fonction  f{x)  est  croissante  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  dans  un  certain  intervalle ('),  lorsque,  rc'  et  a;"  étant  deux 
valeurs  de  cet  intervalle,  l'inégalité  x  <i  x"  enlraine  f{x')  <^f(x'). 
Si,  au  contraire,  l'inégalité  x'  <i  x"  entraîne /(a;')  ^/[x"),  la  fonction 
est  dite  décroissante. 

On  dit  que  la  fonction  ^  (x)  est  croissante  (décroissante)  pour  x  =:a 
lorsque,  on  peut  trouver  un  nombre  positifs  tel  que  f{x)  soit  crois- 
sante (décroissante)  dans  l'intervalle  a  —  s,  a  -f-  e. 

On  dit  que  la  fonction  J  (x)  est  continue  pour  x  =  a  lorsque,  a 
étant  un  nombre  positif  donné,  on  peut  trouver,  quel  que  soit  a,  un 
nombre  positif  t  tel  que  l'inégalité  \  x  —  a  [  «<  e  entraîne  i°  que 
f{x)  existe  ;  2"  que 

|/(x)_/(a)|<.. 

Cette  seconde  condition  peut  encore  s'énoncer  en  disant  que /(a  -h^) 
tend  vers  f(a)  lorsque  h  tend  vers  zéro  d'une  façon  quelconque. 

De  même  on  dit  que  la  fonction  de  plusieurs  variables /(ce,  y,  z,  ...) 
est  continue  pour  x  ^  a,  y  =  b,  z  =  c,  ...  lorsque  a  étant  un  nombre 
positif  donné,  on  peut  trouver,  quel  que  soit  01,  un  nombre  positif  t 
tel  que  les  inégalités 

\x  —  a\<t       (y-b)<z       {z  —  c)<e... 

entraînent  :  1°  que/(x,  y,  z,  ...)  existe  ;  2°  que 

1  /(ac,  y,  h    ■■)  —/(a,  b,  c,  ...)  I  <  a. 

Cette  seconde  condition  peut  encore  s'énoncer  en  disant  que 

f{a-{-h,  b  +  k,  C-+-  l,  ...)  —J[a,  6,  c) 

tend  vers  zéro  lorsque  h,  k,  l,  ...  tendent  vers  zéro  d'une  façon  quel- 
conque. 

Toute  fonction  entière  est  une  fonction  continue  des  variables  pour 
toutes  valeurs  de  ces  variables.    Toute  fonction  rationnelle  est  une 


(*)  On  distingue  les  intervalles  en  intervalles  ouverts,  c'esl-à-dire  l'ensemble 
des  valeurs  de  x  telles  que  a  <  a:  <  6  ;  et  intervalles /erm^s,  c'est  à-dire  l'en- 
semble des  valeurs  de  x  telles  que  a  «^  x  <^  6.  On  peut  aussi  considérer  des 
ntervalles  ouverts  d'un  côté  et  fermés  de  l'autre. 
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fonction  continue  des  variables  sauf  pour  les  systèmes  de  valeurs  qui 
annullcnt  son  dénominateur. 

69.  Définition  d'un  nombre  comme  racine  d'une  équation. 

—  Théorème.  —  Soil  une  fonction  f{x)  continue  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  telles  que  a  <^  x  <^  b.  Soil  A  un  nombre  compris  entre  f(a)  et  J{b). 
Il  y  a  au  moins  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b  telle  que  f{x)  =  A. 
Pour  la  démonstration  de  ce  théorème  nous  renvoyons  aux  traités 
d'Analyse. 

Si  l'on  suppose  de  plus  que  J  (x)  soit  constamment  croissante  ou 
constamment  décroissante  pour  les  valeurs  de  x,  alors  il  n'y  a  qu'une 
valeur  de  x  telle  que/fx)  =  A,  et  l'on  a  ainsi  défini  un  nombre  racine 
de  l'équation  f(x)  =  A. 

Pour  le  calcul  pratique  de  cette  racine  nous  renvoyons  aux  traités 
d'Analyse  (méthode  des  parties  proportionnelles,  méthode  de  Newton, 
etc.). 

70.  Application  à  la  définition  de  la  racine  m*""»  d'un 
nombre.  —  Extraire  la  racine  m*"»»  d'un  nombre  positif  a,  c'est  trou- 
ver un  nombre  positif  x  tel  que  x'"  =  a.  Or  la  fonction  x'"  est  conti- 
nue et  croissante  dans  l'intervalle  o  -h  oc.  En  donnant  à  x  une  valeur 
positive  suffisamment  petite  cette  fonction  prend  une  valeur  plus 
petite  que  a;  et  en  donnant  à  x  une  valeur  positive  suffisamment 
grande  elle  prend  une  valeur  plus  grande  que  a,  donc  il  existe  une 
valeur  de  x  et  une  seule  telle  que  a;'"  =  a.  On  la  calculera  par  les 
méthodes  ordinaires  de  résolution  des  équations. 

En  particulier  tout  nombre  rationnel  positif  m,  non  carré  parfait  a 
une  racine  carrée  /m ,  et  par  suite  on  a  défini  ainsi  des  nombres  de  la 
forme  /J  -H  9  V^'n,  p,  q  étant  rationnels.  Il  faut  montrer  que  ces 
nombres  sont  identiques  à  ceux  définis  au  Chapitre  V  sous  le  nom  de 
nombres  quadratiques  réels,  et  pour  cela  que  leurs  propriétés  et  règles 
de  calcul  sont  identiques. 

Considérons  d'abord  l'égalité  de  deux  tels  nombres.  Nous  avons  à  dé- 
montrer que  pour  que  deux  nombres  p  +  g  \/m  et  p'  ~\-  q'  y//n  définis  de 
de  la  seconde  façon  soient  égaux  il  faut  et  il  suffit  que  p  =  p'  et  q=q' . 
Or  ces  conditions  sont  évidemment  suffisantes  et  pour  montrer  qu'elles 
sont  nécessaires  il  suffit  de  remarquer  que  l'égalité 

p  -\-  q  \/m  =p'  -h  q'  ^m 
entraîne 

p  —  p'  =  iq'  —  q)  /'«  • 
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Or  y/m  est  un  nombre  irrationnel  puisque  m  n'est  pas  carré  parfait. 
Il  en  serait  de  même  de  son  produit  par  cf  —  g  si  7'  —  7  n'était  pas 
nul.  L'égalité  serait  donc  impossible  dans  ce  cas.  Donc  q'  =  q  et 
par  suite  p'  =  p. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  compléter  la  démonstration  pour 
les  autres  propriétés  de  ces  nombres. 

71.  Calcul  des  radicaux.   Exposant  rationnel-  —  On  a  les 

théorèmes  exprimés  par  les  égalités  suivantes  : 

\/abc  =  '\/a  \/b\^c 

m       /  mpq    l~ 

dans  lesquels  a,  6,  c,  désignent  des  nombres  positifs  quelconques.  Ces 
résultats  sont  classiques. 

On  en  déduit  la  notion  d' exposant  fractionnaire.  Par  définition 

m 

a~P  =  ;/^  (a  >  o). 


On  démontre  que  la  valeur  de  a  ^  ainsi  définie  ne  change  pas  si  — 

change  de  forme  sans  changer  de  valeur.  Ainsi  a  ==  a  .  L'exposant 
négatif  —  u  où  a  désigne  un  nombre  positif  rationnel  quelconque  se 
définit  par  l'égalité 

L'exposant  nul  se  définit  par 


On  a  ainsi  défini  a^  pour   toute   valeur   rationnelle  de  x,  a  étant 
positif. 
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On  a 

{abcy  =  a'b'c' 

/ay a* 

\b)    —  b^ 

a' 

Tous  ces  résultats  sont  classiques  et  nous  ne  les  démontrerons  pas. 

Exposant  irrationnel.  —  Enfin  on  définit  l'expression  a*  où  a  est 
positif  et  a  irrationnel  comme  la  limite  de  a*",  a„  étant  un  nombre 
rationnel  tendant  vers  a.  Toutes  les  règles  de  calcul  rappelées  plus 
haut  s'appliquent  à  ces  exposants.  Nous  renvoyons  aux  traités  d'Ana- 
lyse pour  les  détails. 

72.  Séries.  —  Les  suites  convergentes  se  présentent  souvent  sous 
forme  de  séries. 

Soit  une  suite  de  nombres  Uj,  Uo,  ...  u„,  ...  On  considère  la  suite  : 

Si  =  Ui       Si  =  Ui  -h  «2,  ...       S„  =  ui  -4-  uj  -h  ...•  -h  M„,  ... 

On  dit  que  la  série  Ui  -+-  U2  -t-  ...  -h  u„  H-  ...  est  convergente  et  a 
pour  somme  S  lorsque  S„  tend  vers  S.   Nous  désignerons  souvent  S„ 

"  00 

par  y^Un  et  S  par  ^u„.  Nous  supposerons  connus  les  résultats  sui- 

I  1 

vants  qui  sont  classiques. 

Une  série  dans  laquelle  u„  ne  tend  pas  vers  zéro  est  divergente.  Une 
série  à  termes  positifs  dans  laquelle  Sn  <  A  quel  que  soit  n,  A  étant  un 
nombre  Jîxe,  est  convergente  et  a  une  somme  <^  A. 

73.  —  Règles  de  convergence  de  d'Alemberl.  i°  Si  dans  une  série  on 


M«+l 


U„ 


<^  q  <C  i    {q  constant)    la   série   est 


a,  à  partir  d'un  certain  rang 
convergente. 

2°  Si  dans  une  série  on  a,  à  partir   d'un  certain  rang, 
série  est  divergente. 


«n+l 


>  I  la 


3°  Si  dans  une  série  on  a  lira 


«n 


<;  1  la  série  est  convergente. 
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4°  Si  dans  une  série  on  a  lim 


n+l 


';>  i  la  série  est  divergente. 


Règles  de  convergence  de  Cauchy.  i°  Si  dans  une  série  on  a,   à  partir 

d'un  certain  rang  y  |«n|  <  9  <^  ^  (^  constant)  la  série  est  convergente. 

3°  Si  dans  une  série  on  a,  à  partir  d'an  certain  rang,  V  l"nl  >  i  ^« 
série  est  divergente. 

3°  Si  dans  une  série  on  a  lim  v  l""|  <C  i  ^^  série  est  convergente. 

4°  Si  dans  une  série  on  a  lim  \/\un\  >  i  la  série  est  divergente. 

On  remarquera  le  parallélisme  des  trois  premiers  énoncés  dans  les 
règles  de  d'Alembert  et  de  Cauchy,  qui  ne  se  conserve  pas  dans  les 
quatrièmes. 

et  V  l""i  ^^^  ^^^ 


*n+i 


Dans  les  applications  il  arrive  souvent  que 

limites.  Dans  ce  cas  on  démontre  que  ces  deux  limites  ont  la  même 
valeur  et,  suivant  que  cette  valeur  commune  est  plus  petite  ou  plus 
grande  que  i ,  la  série  est  convergente  ou  divergente. 

La  série  S  —  est  convergente  si  p  >>  I ,  divergente  si  p  <^  i. 

74.  Pour  qu'une  série  soit  convergente  il  suffit  que  la  série  jormée  par 
les  valeurs  absolues  de  ses  termes  le  soit  mais  cette  condition  n'est  pas 
nécessaire.  Les  séries  dans  lesquelles  elle  est  remplie  sont  dites  absolu- 
ment convergentes. 

Dans  une  série  absolument  convergente  on  peut  changer  t' ordre  des 
termes  sans  changer  la  somme.  Dans  une  série  non  abs9lument  convergente 
on  peut  changer  l'ordre  des  termes  de  Jaçon  que  la  série  ait  telle  somme 
que  l'on  veut. 

Rappelons  à  ce  propos  ce  qu'on  appelle  changer  l'ordre  des  termes 
dans  une  suite  infinie  Ui,  «2»  •••  C'est  écrire  une  seconde  suite  Ui, 
V2,  ...  telle  que  i°  étant  donné  n  on  peut  trouver  n'  tel  que  u„,  =  u„ 
et  à  deux  valeurs  différentes  de  n  correspondent  deux  valeurs  diffé- 
rentes de  m'  ;  2°  étant  donné  n'  on  peut  trouver  n  tel  que  «„  =  i;„,  et 
à  deux  valeurs  différentes  de  n'  correspondent  deux  valeurs  différentes 
de  n. 

On  dit  encore  que  les  suites  «i,  u^  ...  et  Ui,  1»^  .  .  sont  composées 
des  mêmes  termes.  Ce  n'est  pas  autre  chose  que  la  définition  déjà 
donnée  (I.  i5)  pour  les  suites  finies. 

Séries  alternées.  — ■  On  appelle  ainsi  les  séries  dans  lesquelles  les 
termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.  Pour  qu'une  telle 
série  Su„  soit  convergente,  il  suffit  que  la  valeur  absolue  de  Un  décroisse 
Gahen.  —  Ihéorie  des  nombres,  t.  II.  lo 
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lorsque  n  croît  et  tende  vers  zéro.  Si  l'on  suppose  u,  >>  o  pour  fixer  les 
idées  (de  sorte  que  Uo  <  o.  «3  >>  o,  etc.),  les  sommes  d'indices  pairs 
S2,  Si^...  vont  en  croissant  et  tendent  vers  la  somme  S  de  la  série  par 
valeurs  plus  petites  qu'elles,  les  sommes  d'' indices  impairs  Si,  S3,  ...  vont 
en  décroissant  et  tendent  vers  S  par  valeurs  plus  grandes  qu'elle.  De  plus 
|S-S„|<1»„,,1. 

75.  Opérations  sur  les  séries-  —  Lorsque  deux  séries  Su„  et  Lv„ 
sont  convergentes  les  séries  I.(u„  -\-  u„)  et  S(u„  —  v„)  le  sont  aussi  et  ont 
des  sommes  égales  respectivement  à  Zu„  -+-  Xi>„  et  à  2u„  —  2y„. 

Si  les  deux  séries  iSu„  et  I.v„  sont  convergentes,  si  de  plus  l'une  d'elles 
est  absolument  convergente,  la  série  2(uii;„  -4-  u-2V„_i  +  ...  +  u„Ui)  est 
convergente  et  a  pour  somme  Su„  X  Sy„. 

76.  Produits  infinis:  —  Nous  supposons  aussi  connus  les  princi- 
paux "théorèmes  relatifs  aux  produits  infinis.  On  considère  la  suite 

Pj  =  I  H-  u,,         P.^  =  (1  -f-  Ui){l  +  «2)  ••• 
Pn  =  (l    4-   Ui)(l   +  U2)   ...   (l    H-  «n)  ... 

On  dit  que  le  produit  (1  -+■  Ui)(i  ■+-  Uj)..,  est  convergent  lorsque  la 
suite  Pj,  P2,  ...  l'est  et  que  sa  limite  est  différente  de  zéro.  La  limite  P 
de  cette  suite  est  dite  la  valeur  de  ce  produit  infini.  Nous  désignerons 

aussi   P„    par     1  1  (i  +  "„)  et  P  par   I  I  (1  -h  u„)  ou  simplement 
1  I 

par  JJ(i  4-  Un). 

La  convergence  du  produit  1  |  (t  +  u„)  se  ramène  à  celle  de  la  sé- 
rie 2^  ^^?)  (1  4-  «n).  En  particulier,  un  produit  I  I  (i  4-  «n)  dans  lequel 

Un  ne  tend  pas  vers  zéro  n'est  pas  convergent. 

Si  les  Un  sont  tous  positifs,  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 

que  le  produit  1  1  (i  4-  «n)  soit  convergent  est  que  la  série  ^«n   le  soit. 

Il  en  est  de  même  si  les  «„  sont  tous  négatifs. 

Si  les  Un  ne  sont  pas  tous  positifs  pour  que  |  1  (i  +  "»)  soit  con- 
vergent, il  sujfit  que  TT(i  4-  jUnD»  et  par  conséquent  que  ^|««|  le 
soit.  Les  produits  dans  lesquels  cette  condition  est  remplie  sont  dits 
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absolument  convergents.  On  peut  y  changer  l'ordre  des  facteurs  sans  y 
changer  le  produit.  Dans  un  produit  non  absolument  convergent  on  peut 
changer  l'ordre  des  facteurs  de  façon  que  le  produit  ait  telle  valeur  que 
l'on  voudra. 

77.  C'est  le  plus  souvent  par  des  suites  convergentes,  et  plus 
particulièrement  par  des  suites  convergentes  de  nombres  ration- 
nels qu'on  définit  les  nombres  réels.  Par  exemple  on  définit  un 
nombre  e  comme  somme  de  la  série  convergente 

i!        2!  n\ 

La  question  se  pose  alors,  un  nombre  étant  défini  de  cette  façon 
de  calculer  sa  partie  entière  et  les  n  premiers  chiflres  de  sa  partie 

décimale,  autrement  dit  de  l'évaluer  à  — j,  près. 

Plus  généralement  soit/(rt,  6,  c,  ...)  une  expression  contenant 
les  signes  d'opérations  connues  (addition,  soustraction,  multipli- 
cation, division,  extraction  de  racines).  On  suppose  connus  les 
développements'  en  décimales  de  a,  6,  c,  ...  trouver  celui  de 
f{a,b,c,  ...). 

Pour  cela  remplaçant  a^b,  c,  ...  par  leurs  valeurs  à  une  unité, 
un  dixième,  un  centième,  etc.,  près  on  peut  (par  des  procédés 
classiques  que'nous  ne  développerons  pas  ici,  évaluer  dans  chaque 
cas  une  limite  de  l'erreur  commise  sur  f{a,  b,  c,  ...)  (').  (On 
appelle  erreur  commise  sur  un  nombre  a  quand  on  le  remplace 
par  a^^,  la  différence  a  —  ao).  A  cause  de  la  Continuité  de 
f[x,  y,  z,  ...)  cette  erreur  tend  vers  zéro  quand  les  erreurs  com- 
mises sur  a,  b,  c,  .,.  tendent  elles-mêmes  vers  zéro. 

78.  Nonabres  complexes.  —  Enfin  nous  rappellerons  le  calcul 
des  nombres  imaginaires  ou  complexes  qui  est  classique.  iJn  tel  nombre 
est  de  la  forme  a  -+-  bi,  a  et  6  étant  des  nombres  réels  quelconques, 
i  étant  un  signe,  a  est  dite  la  partie  réelle,  bi  la  partie  imaginaire  du 
nombre  a  -h  bi.  «. 


(1)  Il  ne  faut  pas  oublier,  dans  cette  évaluation,  que  celle  erreur  provient 
de  deux  causes,  d'abord  des  erreurs  commises  sur  a,  b,  c.  ...  et  ensuite  de 
l'erreur  commise  dans  le  calcul  de /(a,  6,  c,  ...). 
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On  convient  que  a  -+-  oi  est  la  même  chose  que  a,  de  sorte  que  les 
nombres  réels  sont  des  cas  particuliers  des  nombres  imaginaires. 
Lorsque  6  =  i  on  ne  l'écrit  pas.  Ainsi  2  -h  i  signifie  2  -f-  li. 

Egalité.  —  Le  nombre  a  -\-  bi  est  dit  égal  k  a!  ■+■  b'i  lorsque  a  =  a! 
el  b  =  b'.  En  particulier  a  -h  6i  =  o  lorsque  a  =  b  =  o. 

Opérations  rationnelles  entières.  —  Elles  se  déûnissent  par  les  égalités 

(a  +  bi)  +  (a'  -+-  bi)  =  a  -\-  a'  -\-  {b  -+-  b')  i 
(a  H-  61)  —  (a'  -h b'i)  =  a  —  a'  -h  {b  —  b')i 
(a  -h  bi)  [a'  -h  b'i)      =  aa'  —  bb'  -h  {ab'  +  a'b)i 

Elles  jouissent  des  mêmes  propriétés  de  commutativité,  d'associali- 
vité,  de  distributivité  que  les  opérations  de  même  nom  sur  les  nombres 
réels. 

Division.  —  Le  rapport  de  deux  imaginaires  se  définit  comme  celui 
de  deux  nombres  réels.  Il  existe  quand  le  diviseur  n'est  pas  nul.  On  a 

a  -h  6i        aa'  -+-  66'    .    —  ab'  -+-  a'b  . 


a'  +  b'i  ~  a'2  +  b'»  ^     a'^  -+- 

Le  rapport  de  deux  nombres  ne  changent  pas  quand  on  les  multiplie 
tous  deux  par  un  troisième. 

79.  Nombres  conjugués»  —  Les  nombres  a  -t-  6i  et  a  —  bi  sont 
dits  conjugués.  Sif{x,  y,  ...)  est  le  résultat  d'opérations  rationnelles 
exécutées  sur  des  nombres  x,  y,  •••  J{a  H-  bi,  c  -+-  di,  ...)  Gif  (a  —  bi, 
c  —  di,  ...)  sont  conjugués. 

La  formule  du  binôme,  la  théorie  des  déterminants,  celle  des  équa- 
tions du  premier  degré  se  transportent  sans  difficulté  aux  nombres 
imaginaires. 

Lorsque  a  et  6  sont  rationnels,  a  -\-  bi  est  un  nombre  du  corps 
G  (v/ —  1)  défini  au  chapitre  II. 

On  appelle  modale  de  a  +  61,  la  quantité  \/a^  -h  6'^ .  Lorsque  a  et  6 
sont  rationnels  c'est  la  racine  carrée  de  la  norme  définie  au  n°  40. 
Lorsque  6  est  nul,  le  module  de  a  n'est  autre  que  la  valeur  absolue  de  a. 
Pour  cette  raison  le  module  de  a  -h  6j  se  désignera  par  la  notation 
(  a-\~bi\.  Deux  nombres  conjugués  ont  le  même  module.  Le  module 
d'un  produit  de  facteurs  est  égal  au  produit  des  modules  des  facteurs. 

Le  module  d'une  somme  est  au  plus  égale  à  la  somme  des  modules 
des  termes  de  cette  somme.  L'égalité 

I  a  +  a' -h...  -h  (6 -H  6' -}-... )i  |  =  ]  a  +  6i  |  4-  |  a'  +  6'i  |  +  ... 
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n'a  lieu  que  lorsque 


et  que  de  plus  a,  a'  ...  sont  tous  de  même  signe. 

80.  Racine  carrée.  —  Toute  imaginaire  a  +  6i  a  deux  racines 
carrées  égales  mais  de  signes  contraires,  sauf  o  qui  n'a  pour  racine 
que  o.  Ces  racines  sont  données  par  les  formules 


e  étant  -i-  ou  —  i  suivant  que  6  est  positif  ou  négatif.  En  particulier 
un  nombre  réel  négatif —  a  a  comme  racines  carrées  rL  /a  t. 

Les  racines  carrées  de  deux  nombres  conjugués  sont  conjuguées. 
Leur  module  commun  est  la  racine  carrée  de  celui  de  ces  nombres. 

Toute  équation  du  second  degré  à  coefficients  réels  ou  imaginaires 

ax^  H-  6x  4-  c  =  0 

a  deux  racines,  réelles  ou  imaginaires.  Si  le  déterminant  6^  —  [\ac  est 
nul,  ces  racines  sont  égales.  Si  a,  b,  c,  sont  réels  les  deux  racines  sont 
conjuguées.  Les  théorèmes  du  n"  50  sur  la  somme  et  le  produit  des 
racines  s'appliquent  dans  tous  les  cas. 

81.  —  La  théorie  des  suites  convergentes,  celle  des  séries  et  celle 
des  produits  infinis  rappelées  plus  haut  pour  les  nombres  réels,  s'ap- 
pliquent aux  nombres  complexes.  Il  faut  y  remplacer  les  mots 
«  valeur  absolue  »  parle  mot  «  module  ».  Pour  qu'une  suite 

«0  +  v^i,       Ui  +  vii,  ... 

converge  vers  une  limite  u  +  iv,  il  faut  et  il  suffit  que  la  suite  Uq.  «1, ... 
converge  vers  u  et  la  suite  Uq,  Vi,  ...  vers  v.  On  distingue  encore  les 
séries  absolument  convergentes  et  les  séries  convergentes  non  absolu- 
ment, de  même  pour  les  produits. 

82.  Représentation  géométrique  des  nombres  réels.  — 
Avant  pris  sur  un  axe  dirigé  une  origine  0  et  choisi  une  unité  de  lon- 
gueur, on  a  vu  (I.  1^4)  comment  on  représente  un  entier  a  par  le 
point  A  d'abcisse  a. 

Pour  représenter  un  nombre  rationnel  t  ,  (6  entier  ]>  o)  on  divise 

l'unité  en  6  parties  égales  (opération  que  la  géométrie  apprend  à  effec- 
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tuer)  et  l'on  prendra  l'une  de  ces  parties  comme  nouvelle  unité  de 
longueur.  Le  point  qui  représente  l'entier  a  dans  ce  nouveau  système 

représente  7-  dans  l'ancien.  On  démontrera  facilement  les  propriétés 

suivantes  : 

Si  T  =  T  le  point  r  coïncide  avec  le  point  -^  • 

Si  r  !>  T  le  point  -.  est  à  droite  de  -j  (en  supposant  que  le  sens  positif 

soit  de  gauche  à  droite). 

Etant  donné  les  points  y  et  n,  pour  trouver  le  point  r-4-  t,  on 

opère  absolument  comme  dans  le  problème  analogue  sur  les  entiers 
(I.  lU). 

Pour  trouver  le  point  t  X  t  ,  on  prend  l'abcisse  de  r  comme  nou- 
velle unité  de  longueur,  et  dans  ce  nouveau  système  on  prend  le  point 
qui  représente  -.. 

Enfin  pour  trouver  le  point  qui  représente  un  nombre  irrationnel, 
on  transporte  aux  points  les  raisonnements  faits  sur  les  nombres.  Soit 
le  nombre  irrationnel  3,i4i59  ....  Nous  considérons  les  valeurs  aune 
unité,  un  dixième  et  par  défaut  etc.  par  excès.  Nous  considérons  le 
segment  qui  va  du  point  3  au  point  [\,  puis  celui  qui  va  du  point  3,i 
au  point  3,2,  puis  celui  qui  va  du  point  3,i4  au  point  3,i5,  etc.  Nous 
obtenons  ainsi  des  segments  de  plus  en  petits,  chacun  d'eux  étant  con- 
tenu dans  le  précédent  et  qui  nous  donnent  l'intuition  d'un  point 
limite.  Ce  point  ainsi  imaginé  représente  l'irrationnelle  3,i/ii  .... 
Existet-il  matériellement?  La  question  n'a  pas  de  sens,  car  un  point, 
n'ayant  pas  de  dimension,  n'est  pas  une  chose  matérielle.  Ce  que  l'on 
peut  demander,  c'est  une  construction  de  ce  point  limite.  Une  telle 
construction  est  facile  à  trouver  pour  les  irrationnelles  quadratiques. 
Par  exemple  pour  construire  l'abcisse  \/m  il  suffit  de  construire  un 
triangle  rectangle  tel  que  les  projections  des  côtés  de  l'angle  droit  sur 
l'hypoténuse  soient  égales  à  i  et  à  m  et  de  prendre  la  hauteur  de  ce 
triangle. 

Représentation  géométrique  des  nombres  imaginaires.  — 

On  représente  a  -+-  hi  par  le  point  A  de  coordonnées  a,  6  dans  un 
système  d'axes  rectangulaires.  Le  point  A  est  dit  l'affixe  de  a  -f  bi  et 
a  -\-  hi  est  dit  l'affixe  de  A.  Le  module  de  a  +  bi  est  alors  égal  à  OA. 
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Si  deux  points  a  -\~  bi,  a'  +  b'i  sont  représentés  par  A  et  A',  le  point 

(a  +  bi)  -+-  {a'  -h  b'i) 

est  représenté  par  le  sommet  autre  que  O,  A,  A'  du  parallélogramme 
construit  sur  Ox\A'.  Les  affixes  de  a  +  bi  et  —  (a  -h  bi)  sont  symé- 
triques par  rapporta  0.  Les  affixes  de  deux  imaginaires  conjugués  sont 
symétriques  par  rapport  à  Ox.  Ce  mode  de  représentation  est  d'ailleurs 
classique  et  nous  n'insisterons  pas. 

83.  Ensembles  dénombrables.  —  On  dit  qu'un  ensemble  infini 
est  dénombrable  lorsqu'on  peut  faire  correspondre  ses  éléments  d'une 
façon  univoque  aux  nombres  entiers  positifs,  autrement  dit  lorsqu'on 
peut  numéroter  ses  éléments  de  façon  qu'il  y  en  ait  un  et  un  seul  qui 
ait  le  numéro  i,  un  et  un  seul  qui  ait  le  numéro  2,  etc. 

Théorème  I.  —  Tout  ensemble  infini  de  nombres  entiers  E  où  chaque 
entier  n  ti'est  répété  qu'un  nombre  fini  de  fois  v(/i)  est  dénombrable. 

En  effet  écrivons  sur  une  ligne  d'abord  le  nombre  o,  v  (o)  fois,  puis 
le  nombre  r,  v(i)  fois,  puis  le  nombre  —  i,  v( —  1)  fois,  puis  le 
nombre  2,  v(2)  fois,  puis  le  nombre  —  2,  v( —  2)  fois,  etc. 'Il  est 
évident  que  tout  élément  de  l'ensemble  E  sera  ainsi  placé  et  par 
conséquent  aura  un  numéro  et  un  seul. 

Exemples,  —  L'ensemble  des  nombres  impairs  ;  l'ensemble  des 
nombres  premiers,  etc.,  sont  dénombrables. 

Théorème  IL  —  Soit  E  un  ensemble  dénombrable.  Soit  E'  un  ensemble 
formé  avec  des  éléments  de  E  chacun  n'étant  répété  qu'un  nombre  fini  de 
fois.  Cet  ensemble  E'  est  dénombrable. 

E  étant  dénombrable,  rien  n'empêche  d'appeler  ses  éléments  un, 
deux,  trois,  etc.  Le  théorème  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  du  pré- 
cédent. 

Théorème  III.  —  Tout  ensemble  infini  de  systèmes  de  k  nombres  entiers 
E,  où  chaque  système  n,,  n^,  ...  %  nest  répété  qu'un  nombre  fini  de  fois 
est  dénombrable. 

Nous  rangerons  ces  systèmes  de  la  façon  suivante.  Si  deux  systèmes 
(Hj,  Hj,  ...  nii)  et  («/,  n/,  ...  n^)  sont  tels  que 

I  "i  1  +  I  "2 1  +  -  -+- 1  "fc  I  <  I  "/  I  +  K  I  +  •••  +  I  <  I 

nous  placerons  le  système  (ai,,  n.^,  .,.  n^j)  avant  l'autre. 

De  plus  si  nous  considérons  tous  les  systèmes  pour  lesquels 

I  nj  I  +  I  rJ  +  ...  -h  I  n,  I 

a  une  valeur  déterminée,  ces  systèmes  sont  en  nombre  fini,  et  nous 
les  rangerons  suivant  une  loi  déterminée,  arbitraire. d'ailleurs. 
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Il  est  évident  que  le  nombre  des  systèmes  qui  précèdent  ainsi  un 
système  donné  est  fini,  et  par  conséquent  les  systèmes  se  trouvent 
rangés. 

Cas  parlicalier.  —  L'ensemble  des  nombres  rationnels  est  dénombrable. 

Car  un  nombre  rationnel  —  n'est  qu'un  système  de  deux  entiers  m,  n, 

satisfaisant  d'ailleurs  aux  conditions  :  n  >»  o,  m  premier  à  n. 

Remarque  I.  —  Le  théorème  III  est  encore  vrai  si  n^,  n^,  ...  n^  au 
lieu  d'être  des  entiers  sont  des  éléments  tirés  d'un  ensemble  dénom- 
brable, les  autres  conditions  restant  les  mêmes. 

Remarque  II.  —  On  peut  encore  dire  :  Un  ensemble  est  dénombrable 
lorsqu'on  peut,  étant  donnés  deux  éléments  de  cet  ensemble,  décider  celui 
qui  sera  placé  avant  Vautre,  et  cela  de  façon  qu'entre  deux  éléments  déter- 
minés ne  soient  placés  qu'un  nombre  fini  d^autres  éléments. 

Théorème  IV.  —  L'ensemble  des  nombres  réels  n'est  pas  dénombrable. 
Si  l'ensemble  des  nombres  réels  était  dénombrable  il  en  serait  de  même 
de  l'ensemble  des  nombres  réels  compris  entre  o  et  i.  (Th.  II).  II  y 
aurait  donc  une  suite  de  tels  nombres, 

o,  a^Y  ••• 
O,  a'pY-- 

(représentés  par  leurs  développements  décimaux)  qui  constitueraient 
l'ensemble  de  ces  nombres.  Or  cela  est  impossible  parce  qu'il  est  évi- 
dent que  tout  nombre  compris  entre  o  et  i  et  dont  le  premier  chiffre 
n'est  pas  a,  dont  le  second  chiffre  n'est  pas  ^',  dont  le  troisième  chiffre 
n'est  pas  •{,  etc.,  n'a  pas  de  place  dans  cette  suite. 
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I.  —  Les  Grecs  ne  connaissaient  que  les  nombres  rationnels  et  ils 
avaient  d'abord  crû  que  toute  longueur  était  mesurable  par  un  tel 
nombre  quelle  que  fût  l'unité.  La  découverte  du  théorème  sur  le  carré 
de  l'hypoténuse  ou  théorème  de  Pylhogore  leur  montra  qu'il  n'en  était 
pas  ainsi.  Car,  en  construisant  un  carré  de  côté  égal  à  l'unité,  la  dia- 
gonale de  ce  carré  ne  peut  être  mesurée  par  un  nombre  rationnel, 
puisqu'il  faudrait  que  le  carré  de  ce  nombre  rationnel  fût  égal  à  2. 

C'est  cette  impossibilité  de  mesurer  certaines  longueurs-  par  des 
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nombres  rationnels  qui  a  donné  l'idée  du  nombre  irrationnel ,  et  l'on 
voit  que  les  premiers  nombres  irrationnels  introduits  dans  les  calculs 
ont  été  des  nombres  quadratiques. 

On  peut  définir  le  nombre  irrationnel  de  bien  des  façons.  En  général 
on  le  fait  par  une  coupure  dans  les  nombres  rationnels.  Le  principe 
de  cette  méthode  se  trouve  déjà  d'une  façon  très  claire  dans  J.  Ber- 
trand, Traité  d'Arithmétique,  Paris,  L.  Hachette  et  G'",  1849.  ^  1* 
page  2o3  se  trouve  le  passage  suivant  :  «  Un  nombre  incommensu- 
rable ne  peut  se  définir  qu'en  indiquant  comment  la  grandeur  qu'il 
exprime  peut  se  former  au  moyen  de  l'unité.  Dans  ce  qui  va  suivre 
nous  supposons  que  cette  définition  consiste  à  indiquer  quels  sont  les 
nombres  commensurables  plus  petits  ou  plus  grands  que  lui.  »  Cette  idée  a 
été  retrouvée  en  i858  par  R.  Dedekind  et  développée  par  lui  dans 
Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen  (Braunsghweig,  Viewig  und  Sohn, 
1872,  4'  éd.,  1912,  conforme  à  la  première).  Elle  a  été  répandue  en 
France  par  J.  Tannery,  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  va- 
riable (Paris,  A.  Hermann,  1886). 

Dans  sa  Théorie  des  nombres  irrationnels,  des  limites  et  de  la  conti- 
nuité (Paris,  1905),  R.  Baire  en  définissant  la  soustraction  avant  les 
autres  opérations  simplifie  l'exposition  de  la  théorie. 

On  peut  aussi  définir  les  nombres  irrationnels  par  des  suites  conver- 
gentes. L'énoncé  du  dernier  théorème  du  n*  67  est  alors  pris  comme 
définition  d'une  suite  convergente,  et  toute  suite  convergente  définit 
un  nombre  irrationnel.  Celte  façon  de  procéder  est  due  à  Cauchi. 
Voir,  par  exemple,  E.  Pruvost  et  D.  Piéron,  Leçons  d'Algèbre  (Paris, 
Paul  Dupont,  1898),  t.  i,  chap.  VIII. 

Mais  il  faut  faire  attention  que  deux  suites  convergentes  différentes 
Oj,  Og,  ...  a„,  ...  et  fej,  b.^,  ...  &«,  ...  peuvent  définir  le  même  nombre. 
Cela  arrive  quand  a„  —  6„  tend' vers  zéro. 

Enfin  on  peut  définir  le  nombre  irrationnel  comme  nous  l'avons 
fait,  par  une  suite  infinie  de  chiffres  décimaux.  C'est  cette  méthode 
qui  nous  a  paru  convenir  le  mieux  à  une  Théorie  des  Nombres. 

II.  —  Relativement  aux  nombres  quadratiques,  on  peut  remarquer 
que  la  théorie  développée  au  chapitre  V  ne  permettait  pas  d'opérer  sur 
des  nombres  appartenant  à  des  corps  différents.  Cela  tient  à  ce  que, 
comme  on  le  verra  plus  tard,  le  résultat  d'une  opération  rationnelle 
effectuée  sur  des  nombres  quadratiques  n'est  pas  en  général  un  nombre 
quadratique  (voir  exercice  V). 

Au  contraire  avec  la  définition  nouvelle  et  générale  des  nombres 
rien  ne  s'oppose  plus  à  de  tels  calculs.  En  particulier  on  a 
/m  .  \/m'  =  \/mm' . 
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Ce  qui  montre  que  les  nombres  du  corps  G  (y/mm')  peuvent  se  former 
rationnellement  au  moyen  de  ceux  des  corps  G  (y/m)  et  G  (y/m'),  de 
sorte  que  tous  les  nombres  quadratiques,  réels  ou  imaginaires,  peuvent 
se  former  rationnellement  au  moyen  de  ceux  des  corps  G  (//))  ou  /)  est 
un  nombre  premier,  et  du  corps  G  {\/ —  i). 

III.  —  Etant  donné  un  nombre  positif  a  on  part  d'un  nombre  «j 
quelconque,  et  l'on  calcule  une  suite  u,,  «.,,  ...  «„,  ...,  par  la  formule 
de  récurrence 


""=  ::  (""-1  -^ — —  )• 
2  \  .  u„_,/ 


Démontrer  que  a„  tend  vers  \/a . 

Gas  particulier  de  la  règle  de  Newton  pour  le  calcul  d'une  racine 
d'une  équation  quelconque.  G'est  le  procédé  qu'employaient  les  Grecs 
pour  calculer  une  racine  carrée.  Toutes  le»  valeurs  obtenues  ainsi  sont 
par  excès  sauf  peut  être  la  première. 

Si  l'on  appelle  £„  l'erreur  commise  en  prenant  u„  comme  valeur 
approchée  de  y/a  on  a,  pour  n  >►  i, 


V  étant  une  valeur  approchée  de  \/a  par  défaut. 

Appliquer  à  a  =  2,  u,  =  i.  Montrer  que  «4  =  y^l  est  approché  à 


moins    de 


près. 


100.000 

IV.  —  Démontrer  que  \/a  -^  \/b  où  a  et  h  représentent  deux 
nombres  rationnels  non  tous  les  deux  carrés  parfaits  est  irrationnel.  Il 
en  est  de  même  de  \/a  —  ^b  sauf  si  a  =  h: 

En  posant  s/ a  -\- s/h  =z  c  on  trouve 


y/a  =  — \/b  =  • 

2C  2C 

Si  c  était  rationnel  \/a  et  \/b  le  seraient  aussi. 

La  même  démonstration  s'applique  à  y/a  —  y/6 .  En  posant 

y/a  —  y/6  =  c 
on  trouve  de  même 

\a  =  ■- et        y/6  = 

2C  2C 
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ce  qui  exige  ou  bien  que  a  et  6  soient  carrés  parfaits,  ou  bien  que 
c  =  o,  alors  a  =  b, 

V.  —  Démontrer  que  v'a  -hv^6  où  a  et  6  représentent  deux  nombres 
rationnels  non  carrés  parfaits  ne  peut  être  un  nombre  quadratique  que 

si  -  est  un  carré  parfait.  Soit 

\/a  -h  )/i  =  p  -\-  q  ^m . 

On  trouve  facilement  ^ 

\Ja  —  ^-^ :UL^_L _^ _  p  _^  Q  ^^ 

2  (p  -h  (/  y/m) 

2  (p  4-  g  /m) 
P,  Q,  Pj,  Qj  étant  rationnels.  On  en  déduit 

V/Qla  -  v/Q^  =  PQi  -  P.Q 
ce  qui  d'après  l'exercice  précédent  exige  que  , 

qia  =  Q^b       d'où        1={q'J- 

VI.  —  m  etp  étant  deux  entiers  premiers  entre  eux,  a  et  6  étant 
deux  entiers,  on  ne  peut  avoir  "\''a  =  Vb  que  si  a  est  puissance  m^""" 
parfaite  et  6  puissance  p^™^  parfaite. 

Les  exercices  précédents  prouvent  l'existence  de  nombres  qui  ne 
sont  ni  rationnels  ni  quadratiques,  existence  qui  n'est  pas  évidente 
a  priori.  On  pourrait  multiplier  les  énoncés  de  ce  genre.  Us  rentrent 
dans  une  théorie  plus  générale  qui  sera  développée  plus  tard.  Voir 
aussi  l'exercice  VU. 

VI.  —  Généralisation  du  développement  en  fractions  décimales. 

Soit  Oj,  Oj,  ...  a„,  ...  une  suite  donnée,  quelconque  d'entiers  posi- 
tifs. Soit  A  un  nombre  tel  que 

o  -^  A  -^  I. 
On  peut  mettre  A  sous  forme  d'une  série  convergente 

A  =  -^  +  -^-f-  ...  H h  ... 

a,        0,0^  a,a2  ...  a„ 

an  étant  un  entier  tel  que 

o  <  a„  <  a„. 


l56  THÉORIE    DES    NOMBRES 

On  ne  peut  mettre  A  sous  cette  forme  que  d'une  seule  manière. 
Pour  A  =  o  tous  les  a  sont  nuls.  Pour  A  =  i  on  a 

Pour 

0,  =  Qj,  =  ...  =  10 
on  retrouve  le  développement  décimal. 

La  valeur  de  A  à  moins  de  —  près  est  -^  ;  la  valeur  de  A  à  moins  de 

près  est  -^  H ,  etc. 

Pour  que  A  soit  représentable  par  un  développement  limité  il  faut 
et  il  suffit  que  A  soit  rationnel  et  que  son  dénominateur  ait  un  mul- 
tiple de  la  forme  0,0^  ...  a„.  Si  les  a  sont  tels  que  l'on  puisse  trouver 
n  de  façon  que  0,03  ...  a„  contienne  n'importe  quel  facteur  premier  à 
n'importe  quel  exposant,  par  exemple  si  a„  =  n,  tout  nombre  rationnel 
sera  reprcsen table  par  un  développement  limité. 

Mais  un  nombre  rationnel  a  aussi  un  développement  illimité  dans 
lequel  a„  =  a„  —  i  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n.  Réciproque- 
ment un  développement 

où        o  «<  a„  <;  a„  —  I 

ne  peut  avoir  une  valeur  rationnelle  que  si,  à  partir  d'une  certaine 
valeur  de  n,  on  a  constamment 

a„  =:  O        ou         a„  =  an  —   l. 

Application.  —  Le  nombre 

"  =  '-+- 7T  +  n  +  -  +  r!  +  - 

est  irrationnel. 

Viï.  —  Démontrer  que  e  n'est  pas  un  nombre  quadratique. 
On  s'appuie  sur  la  formule,  démontrée  en  Analyse 

I  I  I 

Si  l'on  avait 

ae*  +  6fi  -f-  c  =  o 
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(a,  6,  c,  entiers),  on  en  déduirait  ae  -\-  -  =  nombre  rationnel,  ou 

00  00 

2-7 — r-r  +   ^ ,  7 — — -^,  =  nombre  rationnel. 
(20)  !         ^^  (an  H-  i)  ! 

n  =  o  n  =  o 

Si  a  H-  C  et  a  —  c  ne  sont  pas  de  signes  contraires,  on  est  ramené 
au  théorème  précédent  sur  les  développements 

V  ^ 

Si  a  +  c  et  a  —  c  sont  de  signes  contraires  comme  on  peut  changer 
de  signes  a,  b  et  c,  on  peut  supposer 

a4-c>o       et       a  —  c<Co. 
Alors  on  écrit  le  développement  sous  la  forme  : 

•^  a  -h  c  —  I         "v;^  2/t  -h  I  -f-  g 
2^       (2n)l         ^  2d        (an  -h  i) 


I  -f-  a  —  c 
V 
n  =  o 


Remarque.  —  On  démontrera  plus  tard  que  e  n'est  racine  d'aucune 
équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  et  même  un  théorème  plus 
général. 


CHAPITRE  VIII 


FRACTIONS  CONTINUELLES 


84.  Développement  en  fraction  continuelle  d'un  nombre 
rationnel.  —  Soit  un  nombre  rationnel  s.  Extrayons  le  plus 
grand  entier  contenu  dans  ce  nombre,  soit  «o»  de  sorte  que 

s  =  ao-h  Vi. 

L'entier  Oq  peut  être  positif,  négatif  ou  nul,  suivant  les  cas 
Quant  au  nombre  n  il  satisfait  aux  conditions 

O  <  Ti  <  1 . 

Si  /'i  =  o,  c'est-à-dire  si  s  est  entier  l'opération  est  finie.  Sinon, 
en  posant  ri  =~,  le  nombre  Sj  est  plus  grand  que  i.  Extrayons 
le  plus  grand  entier  contenu  dans  5i,  soit  a^  de  sorte  que 

et,  par  suite  : 


ai  +  Ta 
L'entier  a^  est  positif,  et  le  nombre  Ta  satisfait  aux  conditions  : 
o<  r2<  I. 

On  pose  )%  =  —  et  on  continue  de  la  même  façon.  Au  bout  de 

"62 

A'  4-  I  opérations  on  a  : 

I 


s  =  Oo  -\ 

«1  -f- 


«2  4-    .  1 

••    H ■ 


FRACTIONS    CONTINUELLES  IÔQ 

Nous  allons  montrer  qu'au  bout  d'un  certain  nombre  d'opéra- 
tions on  arrivera  à  un  r^a  i  qui  sera  nul.  En  efifet  s  étant  rationnel 

et  égal  à  -  (6,  c  entiers),  les  opérations  qu'on  fait  pour  déterminer 

ûq,  Oi,  ...  sont  les  mêmes  que  celles  par  lesquelles  on  détermine 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  6  et  de  c  (I.  96).  Ce  sont  des 
divisions,  et  on  a  vu  qu'au  bout  d'un  certain  nombre /i  de  ces  divi- 
sions il  y  en  a  une  qui  se  fait  exactement.  Alors  /'„_j_i  =  o  et 


a,  -^- 

I 

* 

a.  -h 

I 

tation 

' 

+  «;. 

I 

I 

1 

ai  -\- 

«2  + 

* 

■    +      «n 

Nous  emploierons  la  rotation 


a,,,  ai,  ...  a„  sont  des  entiers  ;  Oo  peut» être  un  entier  quelconque, 
mais  ai,  02,  ...  an  sont  positifs  ;  an  est  plus  grand  que  i,  car  si  a« 

était  égal  à  i,  on  aurait  a„  ,1  -t-  ~  =  «„_i  H-  i,  donc  l'opération 

aurait  fini  à  la  division  précédente. 

Un  nombre  rationnel  ne  peut  se  mettre  sous  la  forme  précédente, 
les  a  étant  assujettis  à  toutes  les  conditions  indiquées,  que  d'une 
seule  manière.  Si  l'on  n'assujettit  pas  le  dernier  a  à  être  plus 
grand  que  1,  un  nombre  rationnel  peut  se  mettre  sous  la  Jorme 
précédente  de  deux  manières. 

En  effet,  de 


il  résulte 


Oo  <  s  <  a.j  +  I. 
Donc  tty  est  la  partie  entière  de  s,  il  est  déterminé.  Posant 
s  =  «g  -h  —  on  voit  de  même  que  «i  est  là  partie  entière  de  r,,,  il 
est  donc  déterminé  aussi,  et  ainsi  de  suite.  On  aboutit  à 

I 

a,. 


l60  THÉORIE    DBS    NOMBRES 

Si  a„  est  assujetti  à  être  plus  grand  que  i ,  a„_i  est  la  partie 
entière  de  /•„_j,  donc  il  est  déterminé  et  On  aussi. 

Mais  sinon,  on  peut,  ayant  obtenu  a„>  i,  le  remplacer  par 

a»  •—  I  -+-  Y  • 

Il  est  important,  comme  on  le  verra  plus  loin,  de  remarquer 
que  des  deux  façons  de  mettre  s  sous  forme  de  fraction  continuelle 
il  y  en  a  une  où  le  nombre  des  a  est  pair,  une  où  il  est  impair. 

I*'  Exemple  —  Reprenant  l'exemple  de  I.  96,  on  voit  que 
72715^3    ._!_|_î_|±. 

37210  II  H-  I  3  -h  I  24 

D'ailleurs  le  plus  grand  commun  diviseur  de  77716  et  37216  est  45, 
de  sorte  que  ^''  t  peut  se  réduire  et  l'on  a 


On  a  aussi 


2*  Exemple 


ou 


1727 1  I       J_ 

827        ^ii-h|3-i-|24' 


1727  1      I    I     I     1      11 

827  II  -h  I  3  +  1  23  H-  I  I 


37  _      1      I      I      I       I      I  1^ 
44        i-+-|5h-|3  +  |2 

37  _     I     I     I     I     I     I  _i_  I  i 


3*  Exemple 


37__,    .   _L_|_i 
44  ~  ^64-13- 


ou 


44  ~         ^  6  +  13  +  I  1+  1  ï 

Une  expression  de  la  forme  précédente  s'appellera  une  Jraction 
continuelle  ;  les  entiers  a  s'appellent  éléments  ou  quotients  incom- 
plets ;  les  nombres  s  s'appellent  les  quotients  complets,  les  quotients 
complets  et  les  incomplets  sont  tous  plus  grands  que  i  sauf  peut- 
être  le  premier,  et  aussi  le  dernier  quand  on  écrit  la  fraction  con- 
tinuelle de  la  seconde  façon. 
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85.  Fractions  continuelles  algébriques.  Réduites.  —  Dans 
ce  qui  précède  les  éléments  sont  des  entiers  positifs  à  partir  du 
second,  le  premier  pouvant  être  positif,  négatif  ou  nul,  mais  nous 
aurons  avantage  à  étudier  d'abord  les  expressions 


«2  4-1         -h  a„ 

OÙ  les  a  seront  des  nombres  quelconques,  et  que  nous  appellerons 
fractions  continuelles  algébriques.  Celles  où  les  éléments  sont 
entiers  seront  dites  arithmétiques.  Celles  où  de  plus  ai,  Oj,  ... 
seront  positifs,  c'est-à-dire  celles  considérées  tout  d'abord,  seront 
dites  fractions  continuelles  ordinaires. 


Donnons-nous  une  fraction  continuelle  a^ 


Qi 


et 


et  cherchons  à  la  calculer  en  calculant  successivement 


I 
«1 


On  a 

en  posant 
puis 

en  posant 


-,  ...ao-4- 


Qo 


Ol 


I 

on" 


Po  =  ao.         Qo  =  I 


I 


Pi 


Pi  =  QoCi  H"   I 

Qi  =  ai. 

Supposons  qu'on  ail  ainsi  calculé  a^  -f 

p 
Je  dis  qu'on  obtient  q-^  en  posant 


«1 


I 


P. 

q; 


Pfc+l  =  Ok+lP*  H-  Pfc— 1 

Qa+1  =  «fc+iQft  •+■  Qk-i- 

La  loi  se  vérifiant  pour  k  =  o  et  i  il  suffit  de  la  démontrer  pour 
la  valeur  A;  +  i  de  l'indice  en  la  supposant  vraie  jusqu'à  la 
valeur  k. 

Câhen.  ^  Théorie  des  nombres,  t.   II.  ii 
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Par  hypothèse 


Oo 


Ol 


I 


P. 


Or  flo  + 


«i 


se  déduit  de  l'expression  pré- 


Ol 


cédente  en  y  remplaçant  a*  par  Ck  -+- .  Donc,  puisque  P*_i, 

Pfc_2.  Qji-n  Qfc-î  ï*®  dépendent  pas  de  Ck  on  trouve  : 

(ok  -+-  i-^)P*-i  ■+■  P*-J 

_  afc-Li(afcPt-i  H-  Pfc-0  -h  Pfc_i  _  qfc+iPjfcH-  P^-i 
aii(+i(a*Qk-i  H-  Qfc-2)  -+-  Qk-i        Ok+iQh  -+-  Qv-i 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

P 
Les  expressions  iy  se  nomment  les  réduites  de  la  fraction  conti- 
nuelle. La  dernière  est  la  valeur  de  la  fraction   continuelle  elle- 
même. 


Exemple.  —  Soit  la  fraction  continuelle  2 


1 1 


I 


On  calcule  directement  les  deux  premières  réduites 


Po_3 

Qo~ï 


Pi 

Qi 


I 
II 


23 

II 


puis 


Pj  ^  3  X  23+2  ^  71^ 
Qo       3  X  II  -i-  1       34 


P3  _  2A  X  71  -4-  23 1727 

Qa  "~  24  X  34  +  1 1  ~~  827 


Les  réduites 


et 


Q-2- 


Au  lieu  de  calculer  à  part  les  deux 

premières  réduites  de  la  fraction  continuelle  on  peut  les  faire  ren- 
trer dans  la  formule  générale  en  les  faisant  précéder  de  deux 

r  •  P  G  P  I 

réduites  ,~  =  -  et  p^  =  -,  les  mêmes  pour  toutes  les  fractions 
Q_2       I       Q_i       o'  ^ 

continuelles.  On  a  en  efifet 

Po  =  «0  =  «oP-l   +  P-2 

Qo  =  1  =  aoQ_i  +  Q_2 
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Pi  =  ao^i  +  I  =  «iPo  -+-  P-i 
Qi  =        Oi        =  aiQo  -H  Q-i.  ' 

Remarque.  —  Il  peut  se  faire  que  l'une  des  réduites  ainsi  cal- 
culées n'ait  pas  de  sens,  son  dénominateur  étant  nul,  et  que  tout 
de  même  la  fraction  continuelle  complète  en  ait  un.  Cela  n'empêche 
pas  les  formules  précédentes  d'être  applicables,  puisqu'on  y  cal- 
cule séparément  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  chaque 
réduite. 


Exemple.    —   Soit  Oq  H 


o 


— .    Les   réduites   successives   sont 

«2 


—  .    - .    — — —  ;  la  seconde  n'a  pas  de  sens,  la  troisième  est  la  valeur 
de  la  fraction  continuelle. 

Ce  cas  ne  se  présentera  d'ailleurs  jamais  dans  les  fractions  con- 
tinuelles arithmétiques,  et  en  général  dans  les  fractions  conti- 
nuelles où  l'on  a  ai  >  o,  a^»  Û3»  ..•  >•  o  ;  car  dans  ces  fractions, 
les  dénominateurs  des  réduites  sont  tous  positifs. 

86,  —  En  posant  : 

et,  d'une  façon  générale,  en  appelant  P(ao,  ai,  ...  Uk)  ce  que  nous 
avons  appelé  Pj^,  on  a  : 

Qo  =  I         Qi  =  P(ai)  ...         Qk  =  PK,  a„  ...  a,). 

D'ailleurs  nous  continuerons  à  employer  les  anciennes  notations 
Pfc  et  Qk  conjointement  aux  nouvelles. 
Théorème.  —  On  a  : 

P(ao,  oi,  ...  Ofc)  =  ?(ai„  aA_i,  ...  Qo). 

Le  théorème  est  évident  pour  k  =  o  et  k  =  i .  Nous  allons  le 
démontrer  pour  la  valeur  k  de  l'indice  en  le  supposant  vrai  pour 
les  valeurs  k  —  i  et  /c  —  2. 
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On  a 

P(ao,  au  ...  a^)  =  afcP(ao,  ûi.  •••  a;^-i)  -+-  P(«o.  «i,  .••  Ok-a) 
=  a;^P(afc_i,  ...  ai,  Oo)  +  P(at-2,  •■.  Oi.  «o) 

=  afc[aoP(a4_i,...ai)H-P(a,,_i,.  .Oa)]  -4-aoP(aA-2,.--ai)  +  P(a*;-2.-..a2) 
=  ao[akP(«fc_i,...ai)-|-P(aA_2,...ai)]  -+-  aAP(afc_i,...a2)-f-P(aA_2,...as) 
==  ao[a;tP(ai,...aA._,)  +  P(ai,...  0^-2)]  -^-aJlP(a2,...a^•-l);+P(a2.•..ai^-2) 
=  aoP(ai,  02,  ...  a/,)  -f-  P(a2,  ...  a^)  =  aoP(aA,  ...  Oi)  H-  P(aji.  ...02) 
=  P{aA,  ...  Oo). 

Généralisation  des  relations  de  récurrence  du  n"  86. 
Cherchons  P^  en  fonction  de  Pa_2  et  P/,._3.    Pour  cela  dans  la  for- 
mule 

Pa  =  (^k^k-i  ■+■  Pa-2 

remplaçons  P^  _i  par  aA:_iPi_2  ■+-  Pa_3.  Nous  obtenons 

Ph  =  (oaOa-i  -+-  i)Pa-2  -+-  «aPa-s 

ce  qui  peut  s'écrire 

P,  =  P(aA.  a,_OPA_,  +  P(aA)PA_3. 

On  trouverait  de  même  î 

Vk  =  P(at.  «A-i.  aA-2)PA-3  -+-  P(aA,  aA-i)PA-* 
ce  qui  nous  met  sur  la  voie  de  la  formule  générale  : 

Pfc  =  P{ai,,  a,,_i,    ...  a/,_r+i)PA_r  -+-  P(a/;.  OA-I,    ••.  afc-r4-2)Pfc-r_l. 

Pour  démontrer  cette  formule  il  suffit  de  la  supposer  vraie  pour  la 
valeur  r  de  l'indice  r  et  de  la  démontrer  pour  la  valeur  r  +  i ,  ce  qui 
est  facile. 

On  démontrerait  de  même  que 

Qa  =  P(aA,   «A-l.    .-.  Ok-r+ÔQk-r  H"  P(aA,  «A-l,   .••  «A-r+2)QA_r-l. 

87.  —  Théorème.  On  a,  entre  les  termes  de  deux  réduites  con- 
sécutives, la  relation 

(1)  PaQa-i-Pa-,Qa  =  (-0*-*- 

Cette  relation  se  vérifie  immédiatement  pour  k=i.  Il  suffit 
donc  de  montrer  que  si  elle  est  vraie  pour  la  valeur  k  —  i  de 
l'indice  elle  est  vraie  aussi  pour  la  valeur  k.  Or 

P,Qa_i  —  Pa_iQ;c  =  (a,P,_,  +   Pa_2)Qa-i   -  Pa-iKQ^-i  +  Qa-î) 
=  -  (Pa_iQa-2  -  Pv-2Qa-i)  =  (-!)* 


\k-i 
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Généralisalion.  —  On  a 

PfcQt-r  —  Pa-,Q*  =  (—  i)*"'"P(aA,  afc-i,  ...  flA-r+a). 
EnefiFet 

PftQft-r  —  Pk-rQk  =  [P{ak, .  '.ak-r+l)Pk-r  -j-  ^Qk,  •  • .  Ok-r+iWk-r-i]Qk-r 

—  Pi_r[P(aA,...afc_r4l)QA--  +  P(afc.---aA-r+2)Qft-r-l] 

=  (PA-_r-lQA-r  — PA-rQA-r-l)P(aA-,...a;i-r+2)  =  (— O'-^PK-at-r+î). 

88.  —  Théorème.  On  a 

Pfc_i  ^         «A-i  -h  1'"*  -+-  «0 


7=ï (^k  -T- 

Ua-1  a/,_i 


Ces  relations  se  vérifient  immédiatement  pour  k  =  i.  Suppo- 
sons-les vraies  pour  la  valeur  k  —  i  de  l'indice  k  et  démontrons- 
les  pour  la  valeur  k.  On  a 

Pa         «aPa-i  -h-  Pa-2  _„     ,       ï     _  «     .        .»  I  ï 

rA_i  r/£_i  J^A-i  «A-i  +  -t-  I  «0 

Pk-2 

I 

Même  démonstration  pour  ^^  . 

89.  Propriétés  particulières  aux  fractions  continuelles 
dont  tous  les  éléments  sont  supérieurs  ou  égaux  à  i  sauf, 
peut-être,  le  premier.  —  Nous  supposons  ai,  02  ...  supérieurs 
ou  égaux  à  i .  Remarquons  que  c'est  le  cas  des  fractions  conti- 
nuelles ordinaires. 

I.  —  Les  dénominateurs  des  réduites  sont  tous  positifs.  Le  théo- 
rème est  vérifié  pour  Qo  =  i  et  Q,  =  ai,  il  est  général  comme  on 
le  voit  par  la  relation  de  récurrence  Q^.  =  a/,_i  Q^^^_i  H-  Q^. 

Remarquons  que  ce  théorème  suppose  seulement  a,,  az,  ... 
positifs. 

II.  —  Les  dénominateurs  des  réduites  vont  en  croissant  avec 
l'indice,  sauf  que  Qi  =  Q^  si  ai  =  i. 

En  eflFet  Qo  =  i  et  Qi  =  a^.  Donc  Qi  >  Qo  sauf  si  ai  =  i. 
Ensuite  pour  A;  >  i,  Q^^  =  a^Q^-i  -h  Qa_2.  Puisque  a^  >  i  et  que 
Qi_2  >  G  on  a  Q;,  >  Q„_,. 

III.  —  Si  a©  !>  G  les  numérateurs  des  réduites  sont  tous  positifs. 
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Si  ao  =  o  les  numérateurs  des  réduites  sont  tous  positifs  sauf  le 
premier  qui  est  nul.  Ces  théorèmes  supposent  seulement  ai,  02,  ... 
positifs.  On  les  démontre  facilement  comme  le  théorème  I. 

IV.  —  Si  flo  >  o  les  numérateurs  des  réduites  vont  en  croissant 
avec  Cindice.  Si  ao  =  o  les  numérateurs  des  réduites  vont  en  croîS' 
sant  avec  l'indice  sauf  que  P2  =  Pi  si  a>  =  i .  On  démontre  ces 
théorèmes  comme  le  théorème  II. 

Nous  n'examinerons  pas  les  signes  ni  la  croissance  des  numéra- 
teurs lorsque  Uo  <.  o,  les  résultats  seraient  plus  compliqués  et  sans 
intérêt  pour  ce  qui  va  suivre. 

90.  Propriétés  particulières  aux  fractions  continuelles 
arithmétiques. 

I.  —  Les  réduites  sont  des  fractions  irréductibles.  En  effet  dans 
le  cas  des  fractions  continuelles  arithmétiques  Pk  et  Qk  sont  entiers. 
Ces  entiers  sont  premiers  entre  eux  car  d'après  la  relation  (i)  tout 
cominun  diviseur  de  P^  et  Q^.  divise  i . 

II.  —  Soit  un  nombre  rationnel^,  on  suppose  qu'il  est  irréduc- 
tible et  que  son  dénominateur  soit  positif.  Dans  ces  conditions  si  on 

P 

le  réduit  en  fraction  continuelle  ordinaire  et  que  ^  soit  la  dernière 

réduite  on  a  P„  =  a  et  Q»  =  6. 

Car  on  a  î-p  =  r .  Les  deux  membres  de  cette  égalité  étant  irré- 
ductibles et  ayant  tous  les  deux  des  dénominateurs  positifs  sont 
identiques  et  l'on  a  Pn  =  a,  Qn  =  b. 

91 .  Application  à  la  résolution  de  l'équation  diophantienne 
du  premier  degré  à  deux  inconnues .  —  Soit  l'équation 

ax  ■+-  by  =  c. 

Nous  avons  vu  (I.  iSg,  1^0)  qu'il  suffit  de  considérer  le  cas  où  a 
et  6  sont  premiers  entre  eux,  et  qu'il  suffit  de  trouver  une  solution 
particulière  de  l'équation.  De  plus  nous  avons  remarqué  (I.  i4i) 
que  pour  avoir  cette  solution  particulière  il  suffit  d'en  avoir  une 
de  l'équation  ax  -\-  by  =  i  et  de  la  multiplier  par  c. 

Or,  réduisons  .  en  fraction  continue.  La  dernière  réduite  sera 
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r  puisque  a  et  6  sont  premiers  entre  eux.  Soit  -  l'avant-dernière, 
on  a 

av  —  6u  :=  e 

£  étant  l'un  des  nombres  ±  i .  D'où 

a(£u)  +  6( —  eu)  =  I. 

Donc  sv  et  —  £«  est  une  solution  particulière  de  ax  -h  by  =  i. 
(Comparer  avec  la  méthode  de  I.  141  •  Les  calculs  sont  les  mêmes). 

A  ce  propos  on  remarquera  qu'on  peut  avoir  av  —  6«  =  i  ou 
av  —  bu  =  —  I  à  volonté.  Car  on  sait  (n»  84)  qu'on  peut  faire 
varier  de  i  le  nombre  des  quotients  incomplets  de  la  fraction  con- 
tinuelle en  la  terminant  soit  par  an,  soit  par  [an  —  i)  -h  -.  On 

peut   donc    faire  que  la    dernière  réduite  soit  d'indice  pair  ou 
d'indice  impair  à  volonté. 


Exemple.  —  Soit  à  résoudre 

laox  —  li^y 


i3. 


Voici  le  calcul  des  quotients  incomplets  de 


2 

2 

4 

2 

20 

49 

22 

5 

2 
0 

22 

5 

2 

I 

lao 

2 
1 


Lés  réduites  successives  sont 

2  5  22 

ï       2         g" 

et  Ton  a 

120  .  20  —  49  .  49  =  —  1 


49 
20 


120 

ÂsT 


d'où  la  solution  particulière  de  l'équation 

Xo  =  —  i3  .  20  =  —  260 
jo  =  —  i3.49  =  —  63; 

et  la  solution  générale 

X  =  —  260  H-  49X 
y  =  —  687  -+-  120X. 
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En  remplaçant  X  par  X  -f-  5  on  a  la  solution  sous  forme  plus  simple 

X  T=  —  i5  -f-  49X 
j  =  —  37-1-  120X. 

92.  Fractions  continuelles  ordinaires  symétriques.  —  Soit 
là  fraction  continuelle  ordinaire 

1 
a 

dans  laquelle  les  éléments  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux. 

.   P  .  P' 

Soit  Q  la  dernière  réduite,  q»  l'avant  dernière.  On  a  (n°  88) 


P            ï 

P'  =  «-^6-^ 

...  -t- 

I 

fc-t- 

1        P 

donc 

P'=:Q. 

Alors  la  relation  (i)  donne 

PQ' 

-Q'  = 

=  e 

(ê  =  -I-  ou  —  I  suivant  que  le  nombre  d'éléments  de  la  fraction 
est  pair  ou  impair). 

Q2    _|_      £ 

Donc  P  divise  Q^  -f-  s  et  le  rapport  — p —  est  égal  à  Q'. 

De  plus  P  et  Q  sont  positifs  (P  est  positif,  parce  que  le  premier 
élément  de  la  fraction  étant  égal  au  dernier  est  positif).  Enfin  a 

p 
n'étant  pas  nul  on  a  q  >  i  d'où  P  >  Q.  (Sauf  le  cas  où  le  fraction 

continuelle  n'aurait  qu'un  élément  qui  serait  égal  à  i.) 

Réciproquement,  soient  P  eZ  Q  deux  entiers  positifs,  tels  que  P 

P 

divise  Q"  -+-  s,  (e  =  zt  i )   et  P  >  Q.  5«  l'on  réduit  q  enjraction 

continuelle  ordinaire,  en  s'arrangeant  de  Jaçon  que  le  nombre  des 
éléments  soit  pair  si  î  ^=  -+■  i ,  impair  si  s  =  —  i  ien  remplaçant 

s'il  le  faut  a„  par  a„  —  ^  +  T/»  ^^  fraction  continuelle  obtenue 
est  symétrique.  De  plus  l'avant  dernière  réduite  de  cette  fraction  a 
pour  numérateur  Q  et  pour  dénominateur  — p — ■'  • 


FRACTIONS    CONTINUELLES  169 


En  effet,  posons      p      =  Q'.  Soit 


(2) 


«1 


P 

la  fraction  continuelle  ordinaire  développement  de  q  • 

Puisque?  divise  Q^  -)-  £,  P  et  Q  sont  premiers  entre  eux  ;  donc 

.        ■      .  P         .   P  ' 

la  dernière  réduite  de  cette  fraction  continuelle  est  q  .    Soit  q^ 

l'avant  dernière.  On  a 

PQ/  _  p,'Q  ==^  =  pQ'  _Q2 

ou 

P(Qi'  -  Q')  =  Q(Pi'  -  Q) 

P  divise  le  premier  nombre  de  cette  égalité,  donc  le  second,  mais  il 
est  premier  avec  Q,  donc  il  divise  Pi'  —  Q.  Mais  P/  et  Q  sont  des 
nombres  positifs  plus  petits  que  P.  Donc  |  Pi'  —  Q  |  <  P. 
Donc,  puisque  P  divise  Pi'  —  Q  c'est  que  Pi'  —  Q  =  o.  Donc 

P.'  =  Q 
d'où  aussi 

Qi'  =  Q' 

Ainsi  l'avant-dernière  réduite  de  la  fraction  est  ^. 

Mais  l'on  a  (n»  88) 

Q  1       I       I  1 

Q'  =  '"'  +  aTT=^|-U- 

Ce  développement  doit  être  identique  à^  celui  de  l'avant-der- 
nière réduite  de  (2).  Donc 

ce  qui  prouve  que  la  fraction  continuelle  (2)  est  symétrique. 

Remarque.  —  Si  P  >  2Q  le  premier  élément  n'est  pas  i,  donc 

le  dernier  non  plus  ;  donc,  dans  ce  cas,   la  fraction  continuelle 

P  ,.  , 

symétrique  est  le  développement  même  de  ^  tel  qu'il  se  présente 

naturellement. 

Si  P  <  2Q  le  premier  élément  est  i,  donc  le  dernier  aussi,  donc 
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la  fraction  continuelle  symétrique  est  le  développement  de  ^  mo- 
difié à  la  fin. 


93.  Simplification  du  calcul  d'une  fraction  continuelle 
symétrique (').  —  Supposons  d'abord  £  =  i,  c'est-à-dire  que  la 
fraction  a  un  nombre  pair  d'éléments  : 


Posons 


On  a 


ou 


-+-  I  «m  -h     flm  -i- 


«1 


«0 


ai 


P 
Q 


ttm  S 

Om-l  S' 


(eu    1           ' 

*"  + 

-)  R  4-  R' 

«0/ 

["^    '    a.-1-H 

(a      1          ' 

■**  4- 

1)  S  +  S' 

r-*    '    a_,  -h 

p  jp   R  -4-   R'  R2    _^    R'2 


R 


rS  +  S' 


RS+R'F* 


Mais  R"  H-  R'*  et  RS  4-  R'S'  sont  premiers  entre  eux  car 

(R2  +  R'2)  (S*  +  S'2)  —  (RS  4-  R'S')2  =  (RS'  —  R'S)^  =  1. 

Donc 

P  =  R2  -t-  R'2 
Q  =  RS  +  R'S'. 

Le  calcul  de  la  fraction  continuelle  complète  est  ainsi  ramené  à 

celui  de  sa  première  moitié.  On  est  d'ailleurs  averti  qu'on  est  ar- 

■p 
rivé  à  la  réduite  g  par  l'égalité  R^  4-  R'*  =  P. 


'1)  Ster»,  J.  /•.  a.  Ai.,  t.  53  (1857). 
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Remarque.  —  Ceci  prouve  que  tout  diviseur  P  d'un  entier  de 
la  forme  Q^  -+-  i  est  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux 
et  donne  le  moyen  de  calculer  ces  deux  carrés  (i). 

Exemple.  —  Soit    Q=i2a    et    P=ii45    qui  est   diviseur  de 

(i2iY  -H  I.  Si  on  réduit — ^  en  fraction  continuelle  voici  le  com- 


122 


mencement  de  l'opération  avec  les  réduites  correspondantes 
ii45 


9 

122 


2 

47 


I 

28 


a8!  19 
19       28 


Comme  (aS)^  +  (19)2  =  1 1^5  on  est  arrivé  au  milieu  du  développe- 
ment et  l'on  a 


11^5 
12a 


I 


I  H- 


Supposons  maintenant  e  :=  —  i,  c'est-à-dire  que  la  fonction  a 
un  nombre  impair  d'éléments 


Oo 


,    ' 

•• 

I 

»        1 

I 

'"   + 

I 

I 

P 

'    a.  -H 

-h  a„  -+-      «m+t  -H  1  «m  -f- 

«1   -h 

Q 

Posons 

a     1       * 

■"  ■+- 

"°^a.-H 

a      1        ' 

'"  -h 

1          R' 

am-i  ~  S' 

°°    '    a.H- 

On  a 

+ 

I 

I           1     _  a„+,R 

4-R' 

«0 

m-t-    a 

m+l 

"   «m+l^ 

-h  S' 

et 


R 


p       ^  (a,„+,R  +  R')  4-  R  ^      R(a„+,R  -h  2R') 
Q 


|,  (a^+.S  -f-  S')  +  S 


a^+iRS  +  RS'  -I-  R'S 


Les  deux  termes  de  cette  expression  sont  premiers  entre  eux 

(*)  Tout  entier  n'est  pas  une  somme  de  deux  carrés.  Il  est  évident,  par 
exemple,  que  tout  entier  ^  3  (mod.  4)  n'est  pas  une  somme  de  deux  carrés. 
Voir  le  chapitre  xiv. 
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parce  qu'un  facteur  premier  du  dénominateur  ne  peut  diviser  ni 
l'un  ni  l'autre  des  deux  facteurs  R  et  a,„-|-iR  -f-  2R'  du  numéra- 
teur. En  effet,  d'une  part  un  facteur  premier  commun  à  R  et  à 

a^+iRS  -f  RS'  -h  R'S 

diviserait  R'S,  ce  qui  est  impossible  car  R  est  premier  à  R'  et  à  S  ; 
d'autre  part  un  facteur  commun  à 

a,„+iR  -+■  2R'       et      a„+,RS  -h  RS'  +  R'S 
diviserait 

(a^  +  ,R  4-  2R')S  —  (a,„+.RS  ■+-  RS'  4-  RS) 

ou  R'S  —  RS'  c'est-à-dire  ±  1 .  Donc 

P  =  R(a„.+,R  -h  aR') 

Q  =  a„+,RS  +  RS'-f-R'S. 

On  est  d'ailleurs  averti  qu'on  est  arrivé  à  l'élément  a„j.i  quand 
P  =  R(a„+.R  +  2R'). 

94.  Fractions  continuelles  généralisées.  —  Nous  appelle- 
rons ainsi  les  expressions  de  la  forme  : 

(3)  «0  H-  î^--7r 


Oj 


que  nous  écrirons 


flo  -+- 


6. 


«1 


«2 


Une  telle  expression  peut  se  ramener  à  une  fraction  continuelle 
non  généralisée,  car  on  peut  écrire  : 


Oi 


b. 

63 

as  -+- 

a, -V- 

1 

1 

:-;- 

«3 


1 


Ma  „ 


Mais  on  a  quelquefois  avantage  à  calculer  sur  la  première  forme. 
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95.  Réduites.  —  On  appelle  réduites  de  la  fraction  continuelle 
généralisée  (3)  les  expressions 

,    bi  b,     \  b^ 

Oi  a,  -h  I  Og 

mises  sous  forme  du  quotient  de  deux  polynômes  entiers  par  rap- 
port aux  a  et  aux  6.  On  trouve 

Po 


an  =  ff        ^"^  posant         Po  =  Oo  Qo 

_P, 

En  posant 


Qo 

6         P 
a^  -[-  —  =  ~        en  posant        Pj  =  a^ai  -h  6i       Qi  =  oi. 


6i 


Ol 


6n_P, 
6„  ~    Q„ 


on  voit  que  les  expressions  P/.  et  Qa  se  calculent  de  proche  en 
proche  par  les  formules 

,. ,  {   Pfc+i  ==  Ofc+jPfc  -^  ^a+iPa-i 

^^^  (   Qfc+i==aA+iPfc  +  6,+,QA._.. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  n°  85. 
On  peut  d'ailleurs  supposer  deux  réduites  : 

Ld-'        et        P-^-°. 
Q_,-5  Q.,-i 

P        P 
Alors  les  formules  (4)  s'appliquent  aussi  à  q-"  et  ^  en  supposant 

bo  =  i. 

En  posant 

Pa  =  P(ao  ',  bi,ai;  b^,  a.2;  ...  6^,  a^) 
on  a  : 

Qk  =  P(ai;  62.  «2;  ...  bk,ak). 

Généralisation  du  théorème  du  «"85.  —  On  a  : 

P(ao;  61,  Oi  ;  ...  6a,  a*)  =  ^{ak\  b^,  a^_i;  ...;  61,  ao). 

Généralisation  des  relations  (/i).  —  On  a  : 

Pa:  =  ^{<^k'f   bk,  Ok-lt   ...   6/.— r4-2>  aA_r+l)Pfc-r + 

bic-r+iP{<ik',  b/c,  aA_i  ;  ...  b;c_f.+3>  Oic_r+i)^k-r-i 
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«t  la  même  relation  où  P;^,  P^.^,  P^-r-i  sont  remplacés  par 

Q*t  Qfc-rt  Qfe— r— !• 

Généralisation  des  relations  des  n""  86.  —  On  a  : 
P*Q;^-i  -  Pk-rQk  =  (-  i)''-%b,  ...  6, 
«t,  plus  généralement  : 

P^Qt-A  —  Pft-;iQA  = 

{—ly-'^bibz  ...  bk_h+iP{ak',  h,ak-i;  -.-bk-h+Sfah-k+i)- 

Généralisation  des  relations  du  n°  88.  —  On  a  : 


P^   _«     .        b, 
Î5 —  —  a*  -+- 

Qa    '  ^       fe. 

\ik-i  Oa—,   - 


b, 
ai 


Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  trouver  les  démonstrations 
de  toutes  ces  formules,  analogues  à  celles  données  pour  les  fractions 
continuelles  non  généralisées. 

96.  Fractions  continuelles  ordinaires  illimitées  Dévelop- 
pement des  nombres  irrationnels.  —  Soit  un  nombre  irra- 
tionnel s.  Le  procédé  du  n"  84  s'y  applique.  On  peut  extraire  le 
plus  grand  entier  contenu  dans  ce  nombre,  soit  ao,  puis  poser 

«  =  ao  H-  -  (si  >  i); 

extraire  le  plus  grand  entier  contenu  dans  Si,  etc.  Seulement,  ici, 
cette  suite  de  calculs  ne  s'arrêtera  pas,  car  si  elle  s'arrêtait,  s  serait 
égal  à  la  fraction  obtenue  définitivement,  c'est-à-dire  à  un  nombre 
rationnel. 

Un  nombre  irrationnel  ne  donne  naissance  qu'à  un  seul  dévelop- 
pement en  fraction  continuelle  ordinaire.  —  On  le  voit  comme 
pour  le  nombre  rationnel. 

Remarque.  —  Dans  tout  ce  qui  va  suivre  il  ne  s'agira  que  de 
fractions  continuelles  ordinaires.  Nous  pourrons  supprimer  l'épi- 
thète  ((  ordinaire  »  sans  inconvénient. 

Théorème.  —  Supposons  qu'en  partant  d'un  nombre  irrationnel 
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^  on  obtienne  par  le  procédé  précédent  le  développement  illimité 


«1 


flî 


Pn 


La  réduite  7^  de  ce  développement  tend  vers  s  lorsque  n  augmente 

Vn 

indéfiniment. 
En  effet  on  a 


I 

•• 

.  -+- 

r 

I 

ai  + 

«n 

-h 

*n+l 

_  Pn^n-fl 

-t-P„_l 

OU 


QnSn+1  -hQn-1 

On  en  déduit 

Pn  PnS„+i  +  Pn-1  Pn  _  (-Q" 

*  Q„  ""  Qn«n+1  H- Qn-1  ^n  QnCQnSn+l+Qn-l) 

Or  Q„,  Q„_i,  *n+i  sont  positifs.  De  plus  Q„  et  Q„_,  croissent  indé- 

P  Pn 

finiment.  Donc  s  —  (^  tend  vers  zéro.  Donc  ç^  tend  vers  s.  C'est 
€e  que  l'on  exprime  en  écrivant  : 


s  =  Oo  H- 


ai  H-  I  ûi  -H 
P, 


On 


il«/rd  expression  de  s  —  q^  .  —  On  a  : 

Pn+lSn-t-2  ~>~  Pn 

Qn+lSn+2  -+■  Qn 

d'où 

s  _  Pn  _  Pn+lSn4.2  +  Pn  Pn  _  (—   l)"gnf  g 

Qn  Qn+lSn  +  2-i-  Qn         Qn  Qn(Qn+lSn+2  +  Qn)  " 

P. 


Limites  de  l'erreur  s  — 


Qn 


On  a  trouvé 


"  ~  Qn  ■"  Qn(QnSn+l  H"  Qn_i) 

On  voit  d'abord  qu'elle  est  du  signe  de  ( —  i)«.  Ensuite  à  cause  de 

On+i  <  Sn-fl  <  «n+1  H"   I 


on  a  : 


Qn[Qn(a„+t  -h  I)  +  Q„_i]  <  I  '"  K  Q„(Q„a„+i  -f-  Q„_0 
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OU 


<  h"  l< 


Qn(Qn+l-hQn)^'     "'^QnQn+l' 

La  seconde  de  ces  inégalités  nous  servira  souvent.  Elle  donne  les 
deux  suivantes  :  ^ 

hn   l<  Q2- 

Le  résultat  (5)  joint  à  ce  fait  que  în  est  de  signe  de  ( —  i)"  peut 
encore  s'énoncer  autrement.  Il  exprime  en  effet  que  s  est  compris 
entre 

Q„  Qn  ^  Qn(Q„  -+    Qn_l) 

Or  l'on  a 

P"  _u  (-0"  _  P?  _  PnQn-l   -  Pn-lQn  ^   Pn  +  ]P„-i 

On      Q«(Q„  +  Q«-.)  "  Qn        Q.(Qn  -+-  Q„_.)        Q„-t-Qn-i 
Ainsi  s  esf  compris  entre 

Qn  Qn+Q«-,* 

97.  Réciproque  des  théorèmes  précédents.  —  Donnons- 
nous  maintenant  une  fraction  continuelle  illimitée 

1 


«1 


les  éléments  sont  tous  des  entiers  et,  de  plus,  tous  positifs  à  par- 
tir de  ai. 

1°  Les  réduites  successives  de  ce  développement  convergent  vers 
une  limites;  i°  si  l'on  applique  à  s  le  procédé  du  n°  96  on  retrouve 
le  développement  dont  on  est  parti. 

i"  Soit  fY  1^  réduite  d'ordre  n.  Ecrivons  : 

P=-Po4-/Pi         Po\     .    /P'i         PA     ,  ,     /P"         P!?=i\ 

=  £o^_j L_,         ,  (-0"-\ 

Qo      QoQi      QiQa      "        Qn-iQn 
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La  série  illimitée 

Pn  1  I 


Qo  ^  QoQi     QtQ.  ^  - 

est  donc  telle  que  la  somme  de  ses  /i  H-  i  premiers  termes  est 

,  P  . 

égale  à  Ty",  on  l'appelle  la  série  équivalente  à  la  fraction  continuelle. 

La  question  revient  à  montrer  que  cette  série  est  convergente.  Or 

les  Q  étant  tous  positifs  c'est  (à  partir  au  moins  du  second  terme 

une  série  alternée.   De  plus  les  Q  étant  des  entiers  croissants,  le 

terme  général  décroît  constamment  et  tend  vers  zéro.  La  série  est 

donc  convergente.  Appelons  s  sa  somme. 

,  •  P 

L'erreur  commise  en  prenant  ^  pour  valeur  de  s  est  du  même 

signe  et  plus  petite  en  valeur  absolue  que  le  premier  terme  négligé 
qui  est  A.  p.       .  On  en  déduit  comme  plus  haut  : 

^  VnVn+l  ' 


Qn 


< 


Qn(Q„-f-Q«-,) 


et 


<. 


I 


p         p      I    p 
On  en  déduit  aussi  que  s  est  compris  entre  ^~  et  p~ rr^' 

Reste  à  démontrer  la  seconde  partie  du  théorème,  c'est  ce  que 
nous  ferons  tout  à  l'heure  (n°  99). 

98.  Comparaison  de  deux  nombres  définis  par  des  frac- 
tions continuelles,  limités  ou  non.  —  Soit 


«1  -+ 
I 


Comparons  les  premiers  éléments.  Supposons  d'abord  Uo  <.  0,0  • 
Alors 

s  <  flo  -h  1   <  flo'  <  s'  • 

Donc 

s  <s'. 

Caue».  —  Ihéorie  des  nombres,  II.  la 
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De  même  si 

ÛQ  >  Oo'         on  &         s  >•  s'. 
Supposons  maintenant  ao  =  ao.  Comparons  a,  et  a/.  Supposons 

oi  <  a/. 
Alors 

Si  <  Si' 

et,  par  suite, 

s  =  «0  -f-  7  >  Oo  -+-  77  >  «'• 

Si  Si 

Donc 

s.>  s' 

et  ainsi  de  suite.  La  règle  est  la  suivante  :  Si  l'on  a 

Oo  =  aj        ùo  =  a/  ...  a„_i  =  a'„_i         et         a„  <  a/ 

on  a 

s  <Cs'        si  n  est  pair 
«  >  «'         si  a  est  impair. 

Exemples  : 


1  -h 


I 

2   -h 

I 

3-i- 

..> 

1 

'-^2  + 

1 

2  -h 

1 

2   -h 

I 
3h- 

I 
4-H 

...  <I-h 

I 
2  H- 

I  I 


Cette  règle  ne  s'applique  pas  si  les  développements  ont  leurs  n 
premiers  éléments  communs,  l'un  d'eux  étant  limité  à  ces  n  élé- 
ments, l'autre  en  ayant  plus  de  n  ou  étant  illimité.  On  voit  faci- 
lement que  dans  le  cas  le  premier  nombre  est  plus  grand  ou  plus 
petit  que  le  second  suivant  que  n  est  impair  ou  pair.  Pour  pouvoir 
appliquer  tout  de  même  la  règle  dans  ce  cas,  il  suffit  de  supposer 
dans  le  premier  développement  un  (n -h  i)"™*  élément  que  l'on 
pourra  représenter  par  le  signe  00  et  que  l*on  supposera  supérieur 
à  tout  nombre. 


99.    Théorîime.   —  Si  un  nombre  s  est  compris  entre  deux 
nombres  s'  et  s"  et  si  les  développements  en  fraction  continuelle  de 


s'  et  s"  ont  leurs  n  +  i  premiers  éléments  communs,  ces  n 
ments  appartiennent  aussi  au  développement  de  s. 


I  élé- 
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En  effet  soit 


«1 


s    =  «0  + 


«1 


■"*  + 

I 

+ 

ï 

-+- 

an 

-+-I 

s  =  bo  -h 


b, 


Si  l'on  avait 
on  aurait  si  à  est  pair 


k-i  =  Oa-i       h  >  Oft       (A  <  n) 


>si 


et 


s  >  Si 


si  h  est  impair 

s  <;  Si         el        s  <C  «2 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  De  même  si  6/,  •<  a^. 
Théorème.  —  Soit  une  fraction  continuelle  ao 


Ci 


et 


P        P    -♦-  P 

an  nombre  s  compris  entre  p~  et  p."       ^"~-  .  Dans  ces  conditions 

tes  n  -h  1   premiers  éléments  du  développement  de  s  en  fraction 
continuelle  sont  a^,  ai,  ...  On. 
En  effet 


^=^  =  Oo  -h  — 


et 


Pn  H-  Pn-i 
Qn  -h  Q„_l 


=  00   + 


1 

I 

I 

a„  - 

+- 

1 

Ot  -h 

+ 

a, 

.  + 

Donc,  d'après  le  théorème  précédent,  les  n  +  i  premiers  élé- 
ments du  développement  de  s  sont  ao,  ai,  ...  a„. 

Application.  —  Démonstration  de  la  seconde  partie  du  théorème 

du  n°  97.  On  a  vu  à  la  suite  de  la  démonstration  de  la  première  par- 

P         P   -f-  P 
tie  de  ce  théorème  que  s  est  compris  entre  ^p  et  t^^ rr^-  Donc 

les  n  -\-  I  premiers  éléments  du  développement  de  s  sont 
ao,  ai,  ...  an)  et  comme  cela  est  vrai  quel  que  soit  n,  le  dévelop- 
pement de  s  est  bien 


oo 


Ol 


»8o  THÉORIE    DES    NOMBRES 

100.  Exemples  de  développement. 

f"  Exemple.  —  Soit   s  =  y/a.    Ici 

Oo  =  1  et  Si  =  —= =  V^2   +   I- 

/a  —  I 
Alors 

Oj  =  2         et         s-i 


v/a  —  1 

Puisque  S2  =  *i  on  a  a^  =  d  et  Si  =  Si  puis  a^  =  ai  et  S4  =  «3, 
et  ainsi  de  suite.  Finalement 

/a  =  I  +  — î- 
2  -1 

tous  les  éléments  à  partir  du  deuxième  étant  égaux  à  2. 

Celte  méthode  s'applique  chaque  fois  qu'on  a  une  expression 
calculable  de  s. 

Dans  cet  exemple  on  a  trouvé  une  loi  simple  pour  le  calcul  des 
éléments. 

On  généralisera  plus  loin  pour  tous  les  nombres  quadratiques 
(n"  110). 

2""*  Exemple.  —  Soit  l'équation 

(6)  x^  -h  X  —  1  =  o. 

Elle  a  une  racine  et  une  seule  s  entre  o  et  i.  On  demande  de  la 
développer. 
On  a  ici 

Oo  =  o         et         Sq  =  — 

Si 


Donc  Si  est  racine  de 

\x/  X 


ou 

(7)  X^ X^ 1  =  o. 

Puisque  l'équation  (6)  a  une  racine  et  une  seule  entre  o  et  i, 
l'équation  (7)  en  a  une  et  une  seule  plus  grande  que  i.  En  essayant 
les  entiers  successifs  i,  2,  ...  on  voit  que  cette  racine  est  com- 
prise entre  i  et  2.  Donc 

Qi  =  1         et        «1  =  I  H 

S2 
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Donc  S2  est  racine  de 


i8fi 


ou 


{■-^)'-(-^y 


x"  —  x^  —  2a;  —  1=0. 


On  voit  comme  plus  haut  que  cette  équation  a  une  racine  et  une 
seule  plus  grande  que  i,  et  l'on  continue  de  la  même  façon. 
On  trouve 

I  I       1  -f- 

2  H 


s  =  o  H- 


dont  les  premières  réduites  sont 

0  1         2 

1  T       3 
La  racine  est  comprise  entre 


2  i3       i5 

3  19  23 


—  =  0,681  .. 
22 


et 


i5  -f-  i3 
19 


22 


=  0.682   ... 


Cette  méthode  s'applique  chaque  fois  que  l'on  a  une  équation 
donnant  s. 

3'""  Exemple.  —  Sachant  que  ;:  =  3,i/4i59  ...    trouver  le  plus 
possible  des  premiers  éléments  du  développement  de  n. 

On  a 

3,i4i59  <C  T^  ■<  3, i4i6 

On  trouve 


et 


On  en  conclut,  d'après  le  premier  théorème  du  n°  99  que  les 
deux  premiers  quotients  incomplets  du  développement  de  n  sont 

3  32 

3  et  7.  Les  deux  premières  réduites  sont  -  et  —  • 

On  peut  trouver  une  limite  de  l'erreur  commise  en  prenant  pour 
n  la  valeur   (par  excès)  — .  On  a  la  limite  -Qâ ,  Q  étant  le  déno- 


3,i4i59=3  +  ;^ 

I 
i5h- 

3,1416  =  3  + -4r 

7  H- 

I 
16 -t- 
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minateur  de  la  réduite  suivante.  Or  le  quotient  incomplet  qui  suit 
7  est  i5  ou  i6. 

Donc  Qn'>  i5x  7+  i  =io6.  Doncl  erreur  est  plus  petite  que 


7  X  io6       74a 

Cette  méthode  s'applique  chaque  fois  qu'on  a  une  valeur  par 
défaut  et  une  valeur  par  excès  de  s. 


101.  Condition   pour   qu'une  fraction  irréductible  ^  soit 

une  des  réduites  du  développement  d'un  nombre  s.  —  Si 

P         ,  .  P       ,     .  P 

5  =  ^  la  réponse  est  évidente.  Soit  donc  s  ^  ç^.  Réduisons  ^  en 

fraction  continuelle  en  modifiant  s'il  le  faut  la  fin  du  développe- 
ment (n"  84)  de  façon  que  le  nombre  des  éléments  du  développement 

.    .        .     .  P  .     ,        , 

soit  impair  si  ^^  <;  5,  pair  dans  le  cas  contraire. 

P      . 

Dans  ces  conditions  pour  que  q  soit  une  réduite  du  développement 

P       P  -h  P' 

de  s  il  faut  et  il  suffit  que  s  soit  compris  entre  7^  et  q  _,r\i ,  ou,  ce 

qm  revient  au  même  que  \  s  —  q    <C  q/q    ,   o/\  * 

La  condition  est  nécessaire,  on  l'a  vu  au  n°  96.  Elle  est  suffi- 
sante on  l'a  vu  au  n"  99. 

P 

Corollaire.  —  Pour  que  q  soit  égal  à  une  réduite  du  développement 

Pi  p 

de  s  il  suffit  que    s  —  q    <i  -q^  .  Cet  énoncé  ne  suppose  pas  7^ 

irréductible. 

102.    Comparaison    entre    les  développements   de  deux 
nombres  égaux  mais  de  signes  contraires.  —  Soit 

•      I      » 

«1   H-  I  «2  - 

On  vérifie  facilement  que 

I     I 

—  s  =  —  Oo  —  1  -+- 


I  H-  I  a,  —  I  -f-  I  02  H- 
ce  qui  est  le  développement  cherché  si  a^  i. 
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Si  ai  =  I  on  a 

5  =  Oo  1   H ; 


-   I    H-      «3  -f-  I 

Dans  le  premier  cas  les  développements  de  s  et  de  —  s  sont 
identiques  à  partir  de  02;  dans  le  second  cas,  à  partir  de  03.  Ce 
résultat  va  être  généralisé. 

103.  Nombres  équivalents.  —  On  appelle  équivalents  deux 
nombres  s,  s'  reliés  par  une  relation  de  la  forme 

«>  |S,  7,  ^  étant  quatre  entiers  tels  que 

a8  —  ^Y  =  ±  l . 

Il  faut  d'abord,  pour  justifier  la  locution  employée  montrer 
que  s'  s'exprime  en  fonction  de  s  par  une  expression  de  même 
forme.  En  effet  : 

—  ys  -h  a 
On  dit  que  s  et  s"  sont  proprement  équivalents  lorsque 

a8  —  ?Y  =  1 

improprement  équivalents  lorsque 

aS  —  PY  =  —  I . 

Remarquons  que  a  et  |3  sont  premiers  entre  eux.  Il  en  est  de 
même  de  a  et  y,  de  &  et  ]3,  de  &  et  y. 

Théorème.  —  Deux  nombres  équivalents  à  un  troisième  sont 
équivalents  entre  eux. 

Soient  s  et  s"  équivalents  à  s'  de  façon  que 

as'  -h^ 


V 


(a8_PY=:±l) 


a' s'  H-  S' 

On  trouve 

_  (aa^  -4-  py)s'^  -+-  aP'  -+-  {3^ 
*  —  (ya'  -h  Sy'js'  -+-  Y^'  H-  88' 
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avec 

K-h  ?y')(yP'-+-33')-(^P'+^ô')(y«'4-8y')=(«8  — ^ïK^^t'ô'— PY)=±  I. 

On  voit  de  plus  que  si  les  équivalences  de  s  et  s',  de  s'  et  s"  sont 
toutes  les  deux  propres  ou  toutes  les  deux  impropres  l'équivalence 
de  s  et  s"  est  propre.  Au  contraire  si  les  équivalences  de  s  et  s', 
de  s'  et  /  sont  l'une  propre  et  l'autre  impropre,  l'équivalence  de  s 
et  /  est  impropre. 

104.  Rapport  avec  la  théorie  des  substitutions  homogra- 
phiques  sur  une  variable.  —  Considérons  une  substitution 
linéaire  homogène  à  deux  variables 


(8)  ■      "^ 

V 


ax  -{-  py 
yx  ■+-  8y. 


puis  considérons  le  rapport  ~  =  z. 

On  voit  que  de  la  substitution  (8)  résulte  pour  z  la  substitution 

(9)  z    '""^^ 

dite  homographique.  A  une  substitution  (8)  ne  correspond  qu'une 
substitution  (9),  mais  à  une  substitution  (9)  correspond  une  infi- 
nité de  substitution  (8)  comprises  dans  la  formule  générale 

X  j  Xa'x  -+-  yP'j 
y  I  Xy'x  H-  X3'j 

en  désignant  par  a',  |3',  y',  (J^  les  quotients  de  «,  |S,  7,  â,  par  leur 
plus  grand  commun  diviseur  et  par  X  un  entier  quelconque. 

Mais,   bornons-nous  maintenant  aux  substitutions  homogènes 
unités.  Alors  il  faut  que 

X2(a'S' —  (ÎY)  =  I. 

Donc 

X  =  ±  I         et        a'S'  —  P'y'  =  ±  1 . 
Dans  ce  cas   à  une  substitution  (9)  ne  correspond  que  deuop 
substitutions  (8)  à  savoir 


c;  ï)  ee  (zj  ir). 
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Les  substitutions  (9)  où 

aô  —  py  =  ±  l 

seront  dites  substitutions  homographiques  unités.  Lorsque 

a8  —  Py  =  I 

la  substitution  est  dite  modulaire. 

Les  substitutions  homographiques  se  composent  entre  elles 
comme  les  substitutions  homogènes  correspondantes.  Par  exemple 

Iy8/  \y's7     Vy^'  -hsy     #  +  ss'/ 

Les  substitutions  homographiques  unités  forment  donc  un 
groupe,  et  les  substitutions  homographiques  modulaires  en  forment 
un  autre  qui  est  un  sous-groupe  du  précédent. 

Deux  nombres  équivalents  sont  deux  nombres  qui  se  déduisent 
l'un  de  l'autre  par  une  substitution  homographique  unité  ;  deux 
nombres  proprement  équivalents  sont  deux  nombres  qui  se  dé- 
duisent l'un  de  l'autre  par  une  substitution  homographique  mo- 
dulaire. 

De  là  résulte  immédiatement  le  théorème  du  n®  103  et  ses  com- 
pléments sur  l'équivalence  propre  ou  impropre. 

105.  —  Si  w'  =  — — -|  nous  dirons  que  la  substitution  L  g) 

transforme  «  en  w'. 

Théorème.  —  Si  une  substitution  Si  change  w  en  Wi,  et  qu'une 
substitution  Sj  change  Wi  en  (,h,  alors  S2S1  change  w  en  «2.  Soit 


«-et)  -  «-(;:!:)■ 


On  a,  par  hypothèse, 


D'où  l'on  tire 


1 R    —  '^a- 


ce  qui  démontre  le  théorème.  On  remarquera  que,  dans  cet  énoncé, 
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l'ordre  des  substitutions  dans  le  produit  S2S1  est  inverse  de  celui 
des  nombres  Ui,  oh. 

Convenons  que  le  résultat  d'une  substitution  S  appliqué  à  un 
nombre  w  sera  représenté  par  Sw.  Le  théorème  précédent  s'ex- 
prime alors  par  l'égalité  : 

82(8110)  =  (8381)  co 

et  l'on  pourra  représenter  la  valeur  commune  des  deux  membres 
par  la  notation  plus  simple  SsSiO). 
On  généralise  facilement.  On  a 

88(8081(0)  =  (838281)0) 
et  l'on  représentera  la  valeur  commune  des  deux  membres  par 

D'une  façon  générale 

Sn(S»-  iS„_2  ...  SiU))  =  (8„8„_,  ...  81)  (D  =  SnS„_i  ...  S,w. 

On  le  voit  de  proche  en  proche. 

Il  importe  de  remarquer  la  différence  entre  cet  énoncé  et 
l'énoncé  analogue  pour  les  substitutions  sur  des  variables.  Soit  une 
expression /contenant  des  variables.  Si  la  substitution  Si  change 
/  en  /i  puis  si  S2  change /i  en  Ji,  etc.,  jusqu'à  Sn  changeant/,^! 
en y„  alors/ est  changé  en  /"„  par  la  substitution  S1S2  ...  S„.  On 
écrira 

fn  =/n-lSn 

et 

fyt  =78182  ...   S„_iSn. 

L'ordre  des  substitutions  est  inverse  du  précédent. 


106.  Théorème.  —  Deux  nombres  rationnels  quelconques  —  et 

r 

—  sont,  à  la  fois,  proprement  et  improprement  équivalents,  et  d'une 
infinité  de  façons. 

Nous  allons  montrer  d'abord  que  -  est  proprement  équivalent  à 
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zéro.  C'est-à-dire  qu'on  peut  déterminer  a,  |3,  y,  cî^,  par  les  condi- 
tions : 


Al             '^ 

=  0,        aS  - 

-h-- 

m 

Y  —-h  0 

En 

effet  la  première  condition  s'écrit 

ain  -+-  2n  = 

0. 

On 

y  satisfait  en  prenant 

a  : 

=  n,        ^  = 

—  m 

Reste  à  déterminer  y  et  â 

par  la  condition 

Ai5  -f-  my  = 

I. 

Or  on  peut  supposer  m,  ai,  premiers  entre  eux.  Donc  il  y  a  des 

valeurs  de  â,  y,  satisfaisant  à  cette  condition. 

n  •  m       m'  ,  r     .     1         ^     f 

Puisque  —  et  —  sont  tous  deux  proprement  équivalents  a  zéro, 

ils  sont  proprement  équivalents  entre  eux. 

Pour  trouver  toutes  les  substitutions  unités  qui  transforment  - 
en  -T  on  remarquera  que  le  calcul  précédent  a  donné  une  substitu- 
tion   modulaire    S    transformant  —  en  zéro  et  une  substitution 

Al 

modulaire  S'  transformant  —  en  zéro.  Alors  toutes  les  substitu- 

Al 

tiens  transformant  —  en  —  sont  les  substitutions  STS'~'  oii  T  dé- 

Al  Al 

signe  une  substitution  automorphe  de  zéro  (Même  démonstration 
que  pour  les  formes,  I.  25i).  Les  substitutions  T  qui  trans- 
forment zéro  en  lui-même  sont  d'ailleurs  évidentes,  ce  sont  les 

substitutions  (     A  où  a,  y,  â'  sont  quelconques.  On  obtient  ainsi 

une  infinité  de  substitutions  ;  celles  d'entre  elles  qui  sont  modu- 
laires sont  celles  pour  lesquelles  a  =  o^  =  ±  i  ;  celles  qui  sont 
unités  non  modulaires  sont  celles  pour  lesquelles  a  =  —  ^=±i. 

107.  Théorème.  —  Pour  que  deux  nombres  soient  équivalents; 
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iljaiit  et  il  suffit  que  leurs  développements  en  fractions  continuelles 
soient  identiques  à  partir  d'un  certain  élément. 
1^  La  condition  est  suffisante.  —  Soit 


ah 


I 

I    I 


a,'  -h  I  *■'  4-  I  aV  -h  I  /,  -I-  I  4  -H  r" 


P. 


En  appelant  tt  et  rè"^  la  dernière  et  l'avant-dernière  réduites  de 
^'^  Vh      Klh-i 


a. 


a. 


I 

«À' 


puis  fy  — 


et 


la  dernière  et  l'avant-dernière  réduite  de 

I 


a„ 


<  + 


I 


enfin  en  posant 


on  a 


^  P,t  4-  P/,_t 


'■-'-TP 


avec       P,Q,_,  _P,_,Q,=:(_i)ft 


et 


PV  t   -h  P';. 


Donc  s  et  s'  sont  tous  deux  équivalents  à  /,  donc  ils  sont  équi- 
valents entre  eux.  On  voit  de  plus  que  l'équivalence  de  s  et  s'  est 
propre  ou  impropre  suivant  que  h  et  h'  sont  de  même  parité  ou 
non. 

2°  La  condition  est  nécessaire.  —  Soient  deux  nombres  équiva- 
lents 5  et  5'  ;  il  faut  montrer  que  leurs  développements  en  fractions 
continuelles  sont  identiques  à  partir  d'un  certain  rang.  Nous  allons 
examiner  d'abord  des  cas  particuliers. 

i"  cas.  s'  =  —  s.      Le  théorème  a  été  démontré  au  n"  102. 


2    cas.  s 


3"  cas.  s'  =  - . 
s 


/3.  Le  théorème  est  évident. 


Si  les  deux  nombres  s,  s'  sont  positifs  l'un 
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d'eux,  par  exemple  5  est  plus  grand  que  i,  et  l'autre  s'  est  plus 
petit  que  i.  Soit  alors 


On  a 

s'  =  o  H ••• 

«0  H-  I  a>,  -h  I 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si  les  deux'nombres  s  et  s'  sont  négatifs,  considérons  la  suite 
des  quatre  nombres 

et  leurs  développements.  Le  théorème  s'applique  à  la  compai-aison 
du  premier  et  du  second  développement,  à  celle  du  second  et  du 
troisième,  à  celle  du  troisième  et  du  quatrième.  Donc  il  s'applique 
à  la  comparaison  du  premier  et  du  quatrième. 
Cas  général.  Soit 


Considérons 


—  I    —  Y* 


s  —  q        (a  —  qy)s'  -;-  ^  —  qB 


[q  entier,  quelconque  pour  le  moment). 

Le  théorème  est  vrai  pour  les  développements  de  s  et  s,  (com- 
binaison des  trois  cas  particuliers). 

Donc  il  suffit  de  le  démontrer  pour  les  développements  de  ,?,  et 
s'.  Or  si  l'on  considère  la  relation  qui  lie  ces  deux  nombres  équiva- 
lents : 


(n) 


V 


(^  —  ?t)  s'  -\-  P  —  75 


on  voit  qu'en  prenant  pour  l'entier  q,  le  quotient  à  une  unité  près 
de  a  par  y,  le  troisième  coefficient  a  —  q'/  de  la  relation  (ii)  est 
plus  petit  en  valeur  absolue  que  le  troisième  coefficient  y  de  la 
relation  (lo). 

En  commençant  celle  opération  autant  de  fois  qu'il  le  faut,  ce 
troisième   coefficient  finit  par  devenir  nul.  Or  une  substitution 
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unité  dont  le  troisième  coefficient  est  nal  est  de  la  forme 

s„  =  d:  s'  -I-  8„. 

On  est  alors  ramené  au  premier  et  au  second  cas  particuliers. 

Remarque.  —  La  relation  homographique  qui  lie  s  et  s'  lie 

P  P'v 

aussi  les  réduites  r^^  et  ^,   "^",  h  et  h'  ayant  les  mêmes  significa- 

tions  que  plus  haut,  n  étant  quelconque.  Car   cette  relation  ne 

P        P 

dépend  que  des  éléments  qui  entrent  dans  çr^  et  ç^ .  Elle  relie 

donc  deux  nombres  dont  les  premiers  éléments  du  développement 
sont  respectivement  ao,  ai,  ...  an  ;  ao',  Oi',  ...  a\,  ;  et  dont  les  sui- 
vants sont  les  mêmes,  quelconques  d'ailleurs. 

108.  — Ayant  ainsi  obtenu,  dans  le  cas  oii  il  en  existe,  une 
transformation  homographique  de  s  en  s'  on  peut  les  chercher 
toutes.  On  voit,  comme  toujours,  que  cela  à  trouver  une  transfor- 
mation homographique  automorphe  de  s.  Mais  il  est  facile  de  voir 
qu'un  nombre  ne  peut  avoir  de  transformation  homographique 
automorphe,  différenle  de  la  transformation  identique  s  j*,  que  si 
c'est  un  nombre  quadratique.  En  effet  l'égalité 

fs  -+-  S 
donne 

Y^^  +  (S  —  '')  s  —  p  =  o. 
Donc,  sauf  si 

Y  =  0  —  a  =  P  =  O, 

valeurs  qui  correspondent  à  la  transformation  identique,  on  voit 
que  5  satisfait  à  une  équation  du  second  degré  à  coefficients  en- 
tiers. Réciproquement,  tout  nombre  quadratique  a-t-il  des  trans- 
formations automorphes?  Nous  résoudrons  celte  question  plus 
loin  (Chap.  XII). 

109  Représentation  géométrique  des  fractions  conti- 
nuelles ordinaires  (').  —  Nous   considérons   un   réseau   de   points 

(^)  F.  Klein,  Ausgewdhlte  Kapilel  d.  Zahlenth,  t.  i,  p.  17  et  suiv.,  Gôltln- 
gen,  1896. 
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(I.  146)  et  nous  n'en  gardons  que  la  portion  au-dessus  de  Ox.  Nous 
représentons  un  nombre  s  par  la  demi-droite  issue  de  0,  située  au- 
dessus  de  Oa:  et  d'équation  x  =  sy. 

Lorsque  s  est  rationnel  on  peut  aussi  le  représenter  par  un  sommet 

du  réseau  de  la  façon  suivante.  Soit  s  =  r  avec  D(a,  6)  =  i  et  6  >  o. 

Si  s  est  connu  a  et  6  sont  parfaitement  déterminés  et  réciproquement. 
On  peut  donc  représenter  s  par  le  point  (a,  b).  C'est  le  premier  point 
autre  que  0  qui  se  trouve  sur  la  demi-droite  a:  =  sj  (j  >>  o) . 
On   peut   encore  remarquer   que   si   l'on   marque   la  demi-droite 

X  =  sy  ($  quelconque),  et  un  point  (a,  6),  ^  est  une  valeur  approchée 

de  s  par  défaut  si  le  point  est  à  gauche  de  la  demi-droite  ;  une  râleur 
par  excès  dans  le  cas  contraire. 

Ceci  posé  soit  le  nombre  s,   représenté  par  la  demi-droite  OS,  et 
dont  le  développement  en  fraction  continuelle  est 

I      I  > 

*       oi  -H  I        +    a„  + 

Cherchons  les  points  représentatifs  des  réduites.  Appelons  A„  celui 
p 
qui  correspond  à  la  réduite  ^  ,  c'est  le  point  de  coordonnées  ?„,  Q„. 

Supposons  qu'on  ait  obtenu  A,,  Aa.  ...  A„_j  et  cherchons  A„.  Or 

Pji  =  0„P„_i  -h  P„_2 
Qn  =  a„Q„_i  +  Qn-2- 

Ces  deux  équations  se  résument  dans  l'équation  vectorielle  ('i 
0A„  =  a„OA„_,  -+-  0A„_2. 

Donc  A„  est  Vexlrémité  (tun  veclear  équipollerd  à  On  .  OA„_i  et  ayant 

pour  origine  A„_2. 

Cette  construction  de  A„  exige  la  connaissance  de  a,i,  mais  a„  peut 
se  définir  sur  la  figure.  En  effet  l'entier  a„  est  défini  par  le  fait  que  s 

est  compris  entre  -"!!"  "^  ^""^  et  K  +  OP»  +  Pn-i     p^^^  ^^^^^_ 

^  a«Q«  -+-   Qn-,         («n  -+-    1  )Qn  "H  Qn_l 

quent  le  point  (a„P„  +  P„_i,  aj)»  -^  Qn-i)  ou  (P„+i,  Q„+i)  est  du 
même  côté  de  la  droite  OS  que  le  point  (P„_i,  Qn-i)>  mai»  le  point 
{{a„  -h  i)P„  H-  P„_  1,  (a„  -+-  i)Q„  +  Q„_i)  est  de  l'autre. 

(^)  Nous  supposons  connus  les  éléments  de  la  théorie  des   vecteurs   qui  sont 
classiques. 
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Par  conséquent  :  pour  obtenir  A„  on  trace  de  A,i_2  comme  origine  un 

vecteur  équipollent  à  OA„_i  et  on  le  répèle  autant  de  fois  qu'on  le  peut 
sans  traverser  OS.  V extrémité  du  vecteur  ainsi  obtenu  est  A„. 

D'ailleurs  on  connaît  A_2,  c'est  le  point  (o,  i)  ;  et  A_i,  c'est  le  point 
(i,  o).  Donc  la  règle  préoédente  permet  d'obtenir  A„  de  proche  en 
proche. 

On  obtient  ainsi  deux  lignes  brisées  A_2AoA2  ...  et  A_iAjA3  ... 
l'une  à  gauche,  l'autre  à  droite  de  OS.  Si  s  est  irrationnel  ces  deux 
lignes  sont  indéfinies  toutes  les  deux.  Si  s  est  rationnel  elles  s'arrêtent 
toutes  deux  et  l'une  d'elles  au  point  représentatif  de  s. 

La  relation  (i)  du  n°  87  exprime  que  le  parallélogramme  dont  deux 
sommets  opposés  sont  A/,  et  Aa_i  et  dont  un  troisième  sommet  est  0  a 
pour  surface  i  ;  il  ne  contient  donc  aucun  point  du  réseau  (I.  149)  ; 
c'est  un  parallélogramme  élémentaire  du  réseau  (1.  198). 

NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  Trouver  une  limite  du  nombre  des  éléments  de  la  fraction  conti- 
nuelle qui  représente  un  nombre  rationnel  r  ■ 

Autre  énoncé  de  la  même  question.  —  Trouver  une  limite  du  nombre 
de  divisions  à  effectuer  dans  la  recherche  par  le  procédé  ordinaire  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  deux  nombres. 

On  a  déjà  donné  une  telle  limite  (I.  96)  mais  on  peut  en  donner 
une  plus  petite. 

Nous  supposons  r  >  i .  de  sorte  que  l'opération  commence  par  la 
division  de  a  par  b.  Soit  n  le  nombre  des  éléments.  Si  l'on  compare  la 
fraction  continuelle  qui  représente  7^  avec  une  autre  dont  tous  les  élé- 
ments sont  I ,  il  est  évident  que  les  réduites  de  la  première  ont  des 
termes  au  moins  égaux  à  ceux  des  réduites  de  la  seconde.  Cherchons 

donc  les  réduites  de  celle-ci.  La  première  est     ,  la  seconde  -,  la  troi- 

3 
sième  -,  etc.  On  démontre  d'abord  facilement  que  le  numéiateur  de  la 
2 

n*  réduite  est  égal  au  dénominateur  de  la  {n  -i-  i)^"^,  et  on  en  conclut 
que  la  n*  réduite  est  — —,  les  u  étant  définis  par  les  conditions  : 

^  «n-l 

(12)  «n  =  «n-J   +  «n-2 

Uo=  l  Ui  =  l. 


NOTES    ET    EXERCICES  igS 

Il  est  évident  que  ces  conditions  déterminent  une  valeur  de  «„  et 
une  seule.  Pour  la  trouver  cherchons  si  l'on  peut  satisfaire  à  l'équa- 
tion (12)  par  une  expression  de  la  forme  u„  =  a".  11  suffît  pour  cela 
de  déterminer  a  par  la  condition  a^  =  a  -^  i. 

,    On  trouve  donc  deux  valeurs  pour  a,  à  savoir  -^=^ . 

Il  est  évident  maintenant  que  l'expression  : 

satisfait  à  l'équation  (12)  quels  que  soient  les  nombres  C  et  G'.  Si  on 
les  détermine  de  façon  que  «j  ^  i  et  «2  ==  2,  on  aura  la  valeur  cher- 
chée de  u„.  On  trouve  ainsi  : 

On  a  alors  : 

.  \(i  -h/sy     / ï  -  v/5 \"1 

Pour  résoudre  le  problème  posé  il  suffit  de  résoudre  cette  inégalité 
par  rapport  à  n. 

Gomme  il  est  évident  que  a„_i  est  une  fonction  croissante  de  n  il 
suffît  pour  cela  de  résoudre  l'égalité 

-,î[(^r-(^"r] 

et  de  prendre  la  valeur  trouvée,  diminuée  de  i,  pour  la  limite  cher- 
chée. On  a 

Ayant  le  produit  et  la   différence   des    nombres    (  — ^ — ^  j     et 


C- 


s/bY 


2      / 


on  calcule  facilement  ces  nombres  et  on  trouve 


I  -+-  v/5\"       6  v/5  -h  v/56-^  -t-  lx{—  i)" 


2       /  2 

Cabik.  —   Théorie  des  nombres,  t.  II. 
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d'où 


La  limite  cherchée  est  ce  nombre  dijninué  de  i ,  c'est-à-dire 


(.3)  ^! '—^. 1 î 

,0g  î^^ 


Les  logarithmes  soat  k  base  quelconque.  En  prenant  la  base  lo  on 
trouve  comme  limite  supérieure  (en  calculant  les  coefficients  à  o,oi 
par  excès) 


4,79  log  b  -h  o,68  -h  4,79  log 


•  +  V/^  -^  5T« 


On  peut  remarquer  que  le  dernier  terme  de  cette  expression 
diminue  lorsque  6  croit  et  tend  vers  zéro  lorsque  b  croît  indéfiniment. 
Pour  6  =  2  il  n'est  déjà  égal  qu'à  o,o3  environ. 

En  appelant  v  le  nombre  des  chiffres  de  6,  on  a  log  6  <!  ^'.  d'où  la 
limite  4,79v  -+■  o,68  -f  4«79  X  o,o3  =  4,79'J  -+-  o,83. 

Lamé  trouve  comme  limite  5v,  par  des  moyens  tout-à-fait  élémen- 
taires (C.  R.  A.  S.,  t.  19  (1844)  p-  867).  D'ailleurs  la  limite  (i3)  est 
la  meilleure  qu'on  puisse  trouver  puisqu'elle  -est  atteinte  quand 
b  =  u„_i,  <*  =  «„  et  /i  pair. 

IL  —  La  suite  des  entiers  «o  Ui  ...  considérés  dans  la  note  précé- 
dente et  définis  par  u^  ^  i ,  ui  =  i,  ««  =  Un-i  -\-  «n-2>  s'appelle 
suite  de  Fibonacci. 

Démontrer  les  formules  : 

".  =  ^.  (C:..  +  5CL,  +  5^CL.  H-  ...) 
«n  =  14-  CL,  H-  Cl_,  -4-  .., 

(les  seconds  membres  étant  prolongés  tant  que  l'indice  supérieur  ne 
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dépasse  pas  l'indice  iaferieur). 

Un  =  "«-2  +  «n-3   -+-...  -4-  «1  H-  2 
«în+l  ^-=  H-Zn  -H  «2n-2  "h   ...   +   U2  -f"    1 
^tn  =  U2n-i  H-  «în-S  -f-  ...    -h  «1   -h   I 
«/.  =  K-1   —  «n-2  +  ...   -H  (—   l)"«i]  -h  U„_, 
U«+l««_l  —  K)^  =  (—  l)"+* 
«^  H-  «*n_i  =  W2n 
«S  H-  U^a  -h  ...   +   u2„  =  U„U„+j  —  I 

«n«n+l  —  «n-2«w_l  =  «2n 

«/.«n+1  —  «„-lU«+â  =  (—    O" 

3  _|_  ( |\n 

U,U2   -i-  «2«3  -h    ...    -h   «B_l«„  =  {U„y ^^ L 

U^  4-   U^„+i    —  u'a.^  =  U3„+2 
«*«  —  «n-2«a_J«ji+l«n4-2  =  !•• 

m.  —  Trouver  la  n"  réduite  de  la  fraction  continuelle 

1     I      1 

a  H — - 

a  -i-  I  «  H 

<Clau»en  J.  r.  a.  M.  t.  3  (1828)  p.  87). 
Rèp.  —  On  a  pour  n  éléments 

P(aa       a)  =  («  +  v^^^"T^)"+'  -  (a  -  v/^M^)"+* . 

IV.  —  Trouver  les  six  premiers  éléments  du  développement  en 
fraction  continuelle  :  i'  de  v-''^,  2°  dn  logarithme  vulgaire  de  a  (c''est- 
à-dire  de  la  racine  positive  de  10^  :=:  2). 

V.  —  Dans  le  développement  en  fraction  continuelle  d'un  nombre  s 
on  a 

suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

VI.  —  Pour  former 

P(ao;  61,  ai;  ...  b^  a„) 
il  suffit  de  développer  le  produit 

a,a,  ...aJi^Mii+M  ...  (i  +  -A_) 
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et  de  n'en  garder  que  les  termes  entiers.  Tous  les  coefficients  numé- 
riques du  développement  sont  égaux  à  i.  Le  nombre  de  termes  du 
développement  est  égal  au  (n  ■+-  i)*""  terme  de  la  suite  de  Fibonnaci. 

P 
VII.  —  Une  fraction  irréductible  7^  sera  dite  valeur  principale  d'un 

nombre  s  lorsque 

P  1^   1 

Si,  de  plus, 


Q 

p 

Q 


<^' 


P 

7S(  sera  dite  valeur  principale  régulière.   Démontrer  que   toutes   les 

réduites  de  s  sont  des  valeurs  principales.  La  réciproque  n'est  pas  vraie. 
Démontrer  que  toutes  les  valeurs  principales  singulières  sont  des 
réduites.  La  réciproque  n'est  pas  vraie. 

VIII.  —  De  deux  réduites  consécutives,  l'une  au  moins  est  une 
valeur  principale  singulière. 

IX.  —  Si  les  quotients  incomplets  d'ordre  impair  sont  tous  des  i, 
et  les  autres  diflerents  de  i ,  les  réduites  sont  alternativement  des  va- 
leurs principales  régulières  et  non. 

X.  —  Démontrer  que  (notations  ordinaires) 

Qn-i  ^  ''  Qn    ^ 

XI.  —  Soit  s  un  nombre,  —  un  nombre  rationnel  plus  petit  que  s 
et  —7  un  plus  grand.  On  suppose  m'n  —  mn'  =  1. 

Considérons  — ^r^ .  Si  l'on  fait  X  =  o,  1,  2,  ...  l'expression  part 

de  —  et  tend  en  croissant  vers  —r .  Il  existe  donc'une  valeur  Xi  de  X  qui 
n  n  ^ 

est  la  dernière  de  celles  pour  lesquelles  l'expression  est  plus  petite  que 

s.  Soit  alors 

nii m'X,  -h  m 

/Il         n'Xj   -H  n  * 

On  a 

n,  n 
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On  considère  alors  ^\  "|~  ^  .  Si  l'on  fait  X  =  o,  i,  2,  ...  l'expression 

part  de  — r  et  tend  en  décroissant  vers  — .  Il  existe  donc  une  valeur  Xj 

de  X  qui  est  la  dernière  de  celles  pour  lesquelles  l'expression  est  plus 
grande  que  s.  Soit  alors 

/Ils fWiXj  +  m' 

Ma  ^4X2  H-  n' 

Puis  on  recommence  sur  —  les  opérations  qu'on  a  faites  sur  —  et  amsi 

de  suite. 

Montrer  que  quelles  que  soient  les  valeurs  initiales  —  et  -^  la  suite 

des  X  sera,  à  partir  d'un  certain  rang,  toujours  la  même  et  identique 
aux  quotients  incomplets  de  s. 

Pour  —  =  -  et  -7  =  -  on  retrouve  le  développement  en  fraction 

continuelle  ordinaire. 


CHAPITRE  IX 


DÉVELOPPEMENT  EN   FRACTION  CONTINUELLE  DES 
NOMBRES  QUADRATIQUES  RÉELS 


110.  —  En  effectuant  le  développement  en  fraction  continuelle 
de  y/a  (n°  loo)  on  a  trouvé  un  développement  dans  lequel  les 
quotients  incomplets  se  reproduisent  périodiquement  à  partir  du 
second.  Ce  résultat  se  généralise. 

Théorème.  —  Toute  fraction  continuelle  périodique  est  égale  à 
un  nombre  quadratique  réel  (*).  Réciproquement  tout  nombre 
quadratique  réel  se  développe  en  une  fraction  continuelle  pério- 
dique (^). 

(Pour  noter  une  fraction  continuelle  périodique  nous  écrirons  la 
première  période  en  la  surmontant  d'un  trait). 

Soit  d'abord  une  fraction  continuelle  immédiatement  périodique. 


Le  (k  -\-  i)'^™^  quotient  complet  de  cette  fraction  est  égale  à  0. 
On  a  donc 

Q.o  -f-  Qk-i 
d'où 
(i)  Qk^'  +  (Qk-,  -  P.)o  -  P,-i  =  o. 

Cette  équation  du  second  degré  en  5  a  tous  ses  coefficients  en- 

(1)  EuLER,  De  fractionibus  continuis,  Com.  Petrop.,  9  (1787). 
(•)  La.grange,  Mem.  Berlin  1770  =  Œuvres,  II,  p.  7^. 
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tiers  et  non  nuls.  Donc  0  est  un  nombre  quadratique  ou  un 
nombre  rationnel.  Mais  ce  n'est  pas  un  nombre  rationnel  puisque 
son  développement  est  illimité.  Donc  c'est  un  nombre  quadratique. 
L'équation  (i)  a  deux  racines  de  signes  contraires.  En  effet  a^ 
est  positif,  puisque  c'est  le  [k  4-  i)""'  élément  de  la  fraction  conti- 
nuelle. Donc  Qk  et  P;t_i  le  sont  aussi.  D'autre  part  Q  est  positif. 
Donc 


ce  qui  peut  aussi  s'écrire 


„        P.  -  Qa-i  +  v/(Pv  -^  Qfe-i)'  -H  4(-  t)* 

^=  ^, 

Soit  maintenant  une  fraction  continuelle   non  immédiatement 
périodique 


=  feorf- 


En  posant 


bi 


I 


1 
«A 


'  I 

1 

«0 

H 

•  • . 

— 

«1 

-h 

H- 

Ok 

H- 

R'        R 

et  désignant  par  -J^  et  ^^^  la  dernière  et  l'avant- dernière  réduites 

de 


^0  +  6; 


I 


on  a 


R^6  4-  Ra-1 

Sft6   -h  S/^i 

Or  Q  est  un  nombre  quadratique,  donc  &)  en  est  un  aussi. 
Réciproque.  —   Soit  «  un    nombre    quadratique,    racine   de 
réquatian  à  coefficients  entiers  : 

(2)  ax*  -f-  èx  H-  c  =  o 


ayant  ses  racines  inégales.  Développons  03  en  fraction  continuelle. 
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Nous    allons    démontrer  que   le  développement  est  périodique. 
Soit,  avec  les  notations  ordinaires 

En  écrivant  que  w  satisfait  à  l'équation  (2)  on  voit  que  w^^j  sa- 
tisfait à  l'équation 

aiPfcj'-l-P*_i)»-H6(PAj-+-P;i-i)(Q.y  +  Q.-,)4-c(    ,y-\-q,_,y  =  o 

ou 

(aP,>  +  fcP.Q,  H-  cQ,')y^  -h 

+  aPVi  -h  6Pa_,Qa_i  h-  cQ^-i  =  o; 
soit 

(3)  «(*>j'»  H-  6(*)7  +  c(*)  =  o. 

On  remarquera  sur  cette  équation  quç  : 

I'  Le  déterminant  {b''Y  —  4'a<*'c<*>  de  cette  équation  est  indépen- 
dant de  k  car  en  remplaçant  a^,  bk,  Ck  par  leurs  valeurs  on  trouve 
que  ce  déterminant  est  égal  à  (PaQa.i  —  Pa-iQ*)*  {b'^  —  liac) 
c'est-à-dire  à  6^  —  liac. 

a'  A  partir  d'une  certaine  valeur  de  k,  les  coejjîcients  a<*>  et  c**' 
sont  de  signes  contraires. 

En  effet  en  appelant  f  {x)  le  premier  membre  de  l'équation  (2) 
on  voit  que 

.'«  =  Q'./(|) 

p        p  ... 

Or  pour  k  suffisamment  grands,  ~  et  fJ=^  sont  aussi  voisms 

qu'on  le  veut  de  w,  mais  l'un  est  par  défaut  et  l'autre  par  excès. 
Dans  l'un  de  ces  deux  nombres  est  compris  entre  les  racines  de  l'é- 
quation (2),  tandis  que  l'autre  est  extérieur  à  ces  racines.  Donc, 
pour  ces  valeurs  de  A-,  les  coefficients  a*  et  Ck  sont  des  signes  con- 
traires. 
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Cela  étant,  le  nombre  des  systèmes  de  trois  entiers  a**\  6^*',  c<*' 
satisfaisant  à  ces  deux  conditions 

a(*)  c(*)  <  o 

«st  limité.  En  effet  on  en  tire 

(6(*))*  <  6*  —  4ac 

qui  ne  peut  être  vérifiée  que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs 
de  6***.  Et  ensuite  on  a 

II 
qui  montre  que  pour  chaque  valeur  de  6<*'  il  n'y  a  qu'un  nombre 
limité  de  valeurs  de  a'*'  et  c'*'. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  dans  la  suite  des  équations  (3) 
à  partir  du  moment  ou  la  condition  Ok  Ck  <.  o  est  réalisé  on  en 
trouvera  deux,  d'indices  k  et  k'  qui  sont  les  mêmes.  Alors 
cù^j.  4. 1  =  Uk+i  (puisque  chacun  de  ces  deux  nombres  est  la  racine 
positive  d'une  même  équation  ayant  une  racine  positive  et  une  ra- 
cine négative),  et  la  suite  des  quotients  incomplets  se  reproduit  à 
partir  àet^^  +i  identique  i  ce  qu'elle  est  à  partir  de  Wk+i.  Donc 
elle  est  périodique. 

111.  —  Voici  une  autre  démonstration  de  cette  réciproque. 
Reprenons  la  valeur  de  a'*' 

On  a  (n"  97) 

Alors 

a.«=Q4a(„.H^.)V6(u.H-(^,)+o] 

OU,  en  tenant  compte  de  ce  que 

atti^  -h  6(1)  -+-  c  =  o 
aW  =  aao)e  -f-  a  pc-j  -+-  fce. 
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Donc  : 


iW 


<  2  I  aïo  1  4-  I  a  I  -h  I  6 


et  l'on  voit  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  de  l'entier 
a***  satisfaisant  à  cette  condition. 

Une  démonstration  analogue  s'applique  à  c**'. 

Enfin  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  pour  6<*'  puisque 

(&(*))»  _  liaWc^'')  est  constant. 


112,  —  Il  est  facile  de  trouver  une  limite  du  nombre  des  éléments 
qui  précèdent  la  période  et  une  limite  du  nombre  des  éléments  de  la 
péfTode.  Cherchons  d'abord  une  limite  de  l'indice  k  tel  que  l'équation 
(3)  ait  ses  coefficients  extrêmes  de  signes  contraires.  Pour  cela  il  suffit 

P        P 

que  des  deux  nombres  t^  ®^  fV~^  ^*""  ^'^^^  intérieur  et  l'autre,  exté- 

Vk         Vfc-i 

rieur  aux  racines  de  l'équation  (i),  et  pour  cela  que  la  différence  entre 

Pi       Pfc- 
les  deux  nombres  ^^  ®'  r» — '  *°*''  infôrieure,  en  valeur  absolue,   à  la 

W.k         VA-l 

différence  des  racines  de  l'équation  (i),  c'est-à-dire  qu'on  ait 

Or       Q/(_i  >>  «fc_i       et       Q/t  >>  "A:      (Note  I  du  chapitre  VU). 
Donc  l'inégalité  précédente  sera  satisfaite  si 

ou 

Comme  ~ — ^^^  est  compris  entre  o  et   i ,  pour  que  cette  inégalité 
soit  satisfaite  il  suffit  que  la  suivante  le  soit 

va  +  .\""'  >  5.  ^  ^ 


2      /         -^  v/A 
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d'où 

A  partir  de  cette  valeur  de  k  on  est  certain  que  a(*>  et  e<*^*  sont  de 
signes  contraires.  Cherchons  maintenant  une  limite  du  nombre  des 
systèmes  d'entiers  a**',  b^''J,  c<*>. 

De 

(fe{*))s  _  4a(*)cW  =  ^ 

on  déduit 

(6W)2  <  A. 

Donc  fe<*>  ne  peut  prendre  les  valeurs  o,  ±  *i,  di  a,  ...  ±:  E'(y/Â). 
De  plus    6'*'    est  de  même  parité  que  b.   Donc  6(''''  a,     au  plus 
(\/â)  -t-  1  valeurs  possibles. 
Ensuite  de 

on  déduit  que,  une  fois  6<*'  choisi,  le  nombre  de  valeurs  de  a*''*  est  au 

plus  égal  à  deux  fois  la  facine  carrée  de  — — — —,  et  par  conséquent 

au  plus  égal  à  y/A-   Le  nombre  de  systènies  de  valeurs  a^,  b^,  C/^  est 
donc  au  plus  égal  à 

7a  (/a  -+-0.     ou-     A  +  /À. 

♦  ■ 

En  résumé  on  a  comme  limite  du  nombre  de  termes  de  la  période  : 
A  +  v^A  et  comme  limite  du  nombre  des  termes  irréguliers 

A +  /Â -4- 2,4  log  T-^ -t- a  r  —  o,5. 

Exemples  de  développements  de  nombres  quadratiques. 

1"  exemple,  —  La  fraction  continuelle  i  H ...  a  pour  valeur 

la  racine  positive  de  l'équation  a;=  i  H — ,  c'est-à-dire ..; 

Ce  résultat  aurait  pu  se  déduire  de  ceux  de  la  note  I  du  chapitre  VIIÏ, 
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On  a  vu  que  la  a*  réduite  de  cette  fraction  est  — —  ou 


(^T'-C 


-/5 


n+l 


Or  (l 

a*  exemple.  —  La  fraction  continuelle 


)    tend  vers  zéro.  La  limite  est  donc  —• 

2         /  .  2 


a  comme  valeur 


I  ■+■ 


v/5 


I         I 

3+    4~T 


Autres  exemples.  —   On  a  vu  plus  haut  (n®  100)  comment  on 
trouve  le  développement 


v/î 


I  -h 


2  -h 


On  trouvera  de  même 


I 

6-h 

I 
4  -1- 

1 

8 -h 

3  I  4- 


113.  Relations  entre  les  développements  de  deux  nombres 
conjugués.  —  Rappelons  qu'on  appelle  nombres  conjugués 
deux  nombres  p  +  q  \/m  et  p  —  q  \/m  (p,  q,  rationnels,  m  ration- 
nel non  carré  parfait]  (n"  40).  Les  deux  racines  d'une  équation  du 
second  degré  à  coefficients  rationnels  sont  conjuguées  quand  elles 
ne  sont  pas  rationnelles  (n°  44). 

Quand  nous  désignerons  un  nombre  quadratique  par  une  seule 
lettre,  nous  désignerons  le  nombre  conjugué  par  la  même  lettre 
surmontée  d'un  trait.  Ainsi  le  conjugué  de  a  sera  désigné  par  a. 
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Théorème  de  Galois  (^).  —  Si  une  fraction  continuelle  immé- 
diatement périodique 


(4) 


Oft 


a  pour  valeur  le  nombre  quadratique  S,  la  fraction  renversée 
(5) 


a* 


a/c-i 


a  pour  valeur  —  =  • 

P        P 

En  effet  si  l'on  appelle  rr  et  rr^  la  dernière  et  l'avant-dernièrfr 

réduite  de  la  fraction  (4),  on  sait  que  celles  de  la  fraction  (5)  sont 

Pk         Qk 
respectivement  ^-^  et  t^^^—  • 

rfc-i        SJfc-i 

Il  en  résulte  que  0  est  (n°  lio)  la  racine  positive  de 
QkX'  H-  (Q;i-i  -  Pk)x  —  Pk-i  =  o 
et  que  la  valeur  de  la  fraction  (5)  est  la  racine  positive  de 
P,_.j2  +  (Q,_,  -  P,)j  -  Q,  =  o. 
Or  cette  équation  se  déduit  de  la  précédente  par  la  transforma- 
tion y  =  —  -.  Il  en  résulte  que  la  valeur  de  la  fraction  (5)  est 

égale  à  —  ô^  où  à  —  =.  Mais  comme  elle  est  positive,  elle  ne  peut- 
être  égale  à  —  ^  ;  donc  elle  est  égale  à  —  -^  • 

Corollaire.  —  On   en  déduit  le  développement  de  6.  On  a  en 
effet  : 


et  par  suite  (n"  102) 


I 

I 

'"*  + 

I 

«A-h 

ak-i  H- 

ao-h 

I    -h 


Qk 


1  + 


1 

""  + 

I 

Ok-i  + 

«0   + 

Ck 


(^)  Ann.   math,  de  M.  Gbrgorre,    t.    19   (1828-39)   p.  294  =  Œuvres   ma- 
thém,,  Paris,  1897,  t.  i. 
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»i  Oa  pzf  I ,  et 


e  =  — I  + 


aA_i  +  I  + 


I 

1 

I 

1 

afc_2  -f- 

-+-     «0  -H 

ak  + 

Ojk-l    + 

si  a^j  =  I . 

On  Toi t  que  dans  les  deux  cas  les  périodes  de  ^et  ^  se  déduisent 
l'une  de  l'autre  par  un  renversement  de  l'ordre  des  élémtnts  suivis 
d'une  permutation  circulaire.  Ce  résultat  se  généralise  pour  les 
nombres  quadratiques  quelconques. 

114,  —  Théorème.  Deux  nombres  quadratiques  conjugués  ont 
des  développements  dont  les  périodes  se  déduisent  lune  de  Tautre 
par  un  renversement  de  l'ordre  des  éléments  suiais  dune  permuta- 
tion circulaire  de  ces  éléments  (*). 

Soit  wun  nombre  quadratique  quelconque  et 


=  6o-h 


^i 


""  -H 

I 

1 

frA-h 

Oo  -h 

ak 


R 


En  appelant  7T  et  ^  la  dernière  et  l'avant  dernière  réduite  de  la 
partie  non  périodique,  et  en  posant 


e  =  ao  4- 


on  a 


On  a  donc  aussi  (no  45) 


fl.  -+- 

■+- 

F 

»e  4-R 

)e  -^  s 

__  \ 

~e  -h  R 

Uk 


Qê 


Ceci  posé  la  période  de  w  est  la  même  que  celle  de  0  ;  la  période 
de  w  est  la  même  que  celle  de  ^  ou  tout  au  moins  s'en  déduit  par 
une  permutation  circulaire  (n°  117).  Or  la  propriété  annoncée  est 
vraie  pour  Q  et  0,  donc  elle  est  vraie  aussi  pour  w  et  w. 

11;5.  Conditions  pour  quun  nombre  quadratique  ait  un  dévelop- 
pement immédiatement  périodique. 


(i)  Legendre,  Th.  d.  N.,  3e  éd.,  p.  gS. 
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Ces  conditions  sont  que  ce  nombre,  soU  plus  grand  que  i  et  que 
son  conjugué  soit  compris  entre —  i  et  o. 

1°  Ces  conditions  sont  nécessaires,  car  si  l'on  a 


=  00-+- 


«i 


Ok 


on  a 


Qi-i 


Or  Oo  et  Qk  sont  des  entiers «jpérieurs  ou  égaux  à  i,donc^  >•  i  et 
^^^^  >  I .  La  deuxième  de   ces  inégalités  donne  —  i  <  5  ■<  o. 

e 

2°  Ces  conditions  sont  suffisantes.  Nous  allons  démontrer  que  si 
elles  sont  remplies  il  est  impossible  qu'il  y  ait  des  éléments  pré- 
cédant la  période. 

i"cas.  H  n'y  aurait  quun  élément  avant  la  période.  Soit 


—  b  1     ' 

I 

**  -h 

I 

flo  -+- 

Oi  H- 

Oi  -+- 

et,  par  suite, 

0=6  -  r 


Ok 


Ok-l 


Les  inégalités   0<;oet5>  —   i    donneraient  a  fortiori 
h  —  Ok  —  i<Co  et  b  —  a*  >  —  i 
d'où 

Oa  —   I   <  6  <  Qfc  +   1 . 

Donc  6  =ai!t  et  par  suite  la  période  commencerait  dès  le  premier 
élément. 

2^  cas.  Il  y  aurait  deux  éléments  avant  la  période .  Soit  . 


6  =  6  + 


I                       1 

Oo  -h           -h     fli  H- 

et  par  suite 


Ô=  6  -h 


a* 


Ok-l 
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L'inégalité   5  >  i  donne 


b  >  1 


L'inégalité  ^  <  o  donne 


Oft 


a*-i 


•J-.^ 


<  C  <  Qft  + 


ÛA-l 


d'où 


Ofc  —  1  <  c  <  a;^  4-  1 


Donc  c  =  a^  et    par   suite   la    période  commencerait  avant  le 
troisième  élément. 

3"  cas.  —  Il  y  aurait  plus  de  deux  éléments  avant  la  période. 
Soit 


»  =  ... 

I 

a  -t- 

I           t 

6  -f-     c  H- 

I 

*'*  -h 

I 

H- 

Oo  H- 

a<c  -h 

oit 

p 

■**  + 

I      I 

a  -f-  6 

B 

S 

4- 

I 
a 

Puisque  ô  >  i   les  quatre  entiers  P,  Q,  R,  S  sont  positifs,  de 
plus  R  <  P  et  S  <  Q. 
On  aurait 


prc+  ■ 

I 

...]  +  R 

Q  c-h     ' 

1 

...]  -f-  s 

et 


L'inégalité  5  <  o  montre  que 

c  —  (  «A  H •  •  •  ) 

est  compris  entre  —  p  et  —  ?{  ^^  ^^^  deux  quantités  sont  com- 
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prises  entre  o  et  —  i .  Donc 


d'où 


■)- 


I  <  c  <  a,;  + 


Oft-i   + 


Oa  —   I  <  c  <  04  +    1 

Donc  c  =  Qk  el  par  suite  la  période  commençait  avant  a^. 

116.  Théorème.  —  Dans  le  développement  en  Jraciion  conti- 
nuelle de  \/r,  r  étant  un  nombre  rationnel^  non  carré,  plus  grand 
que  1  : 

1°  Il  y  a  un  terme  irrégulier  et  un  seul. 

2*>  Le  dernier  élément  de  la  période  est  égal  au  double  de  l'élé- 
ment irrégulier. 

3°  Si  on  supprime  le  dernier  élément  de  la  période,  ce  qui  reste 
de  cette  période  est  symétrique  (*). 

1°  Le  premier  élément  ao  du  développement  de  ^r  est  égal  à  la 
racine  à  une  unité  près  par  défaut  de  yr.  Pour  trouver  les  éléments 
suivants  il  faut  développer 

Or  $  satisfait  aux  conditions  du  n°  115  crr  l'on  a  bien 
'        >  I         -  1  < :è <o. 


V^r  —  «0  —\/r 

Donc  a  partir  du  second  élément  le  développement  est  périodique. 
Reste  à  montrer  qu'il  ne  l'est  pas  à  partir  du  premier,  c'est-à-dire 
que  Oo  n'est  pas  égal  au  dernier  élément  de  la  période.  Cela  ré- 
sulte de  ce  que  //'  ne  satisfait  pas  à  la  deuxième  condition  du 
n"  115.  Son  conjugué,  —  /r,  est  plus  petit  que  i.  * 

2'  et  3^  Soit 


v/r 


"        Oi  -h  I        +  i  a,,  + 
On  a,  d'après  le  n"  113 

(i)  ^TERN,  J.  r.  a.  m.,  t.  ii'(i83/t),  p.  ii4- 
Cahen.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II. 
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Oo  -+-  y  r  =  ttk  -h 


«fc-i   H- 


Mais  d'autre  part  on  a 


On  a  ainsi  deux  développements  de  ao  -\-  \/r  qui  sont  deux  déve- 
loppements ordinaires.  En  écrivant  qu'ils  sont  identiques  on  a  : 

ait      =  aoo 


ce  qui  démontre  les  propositions  énoncées. 
Réciproque.  —  Un  développement  delajorme 


<«>  =  Oo  H- 


a,  -(-  I  oj  -h  I        -+-  I  oj  -h  1  fli  +  I  aoo  +  ' 

représente  la  racine  carrée  d'un  nombre  rationnel  plus  grand  que  i, 
En  effet  considérons 


«1 


02 


Jr 

On  sait  (n°  92)  qu'en  appelant  q   la  dernière  réduite,    l'avant 


dernière  est  ^ . 

Alors  la  dernière  réduite  de 
I 


«1 


Oa 


I      I      I    I 

-h  I  Oi  4-  I  aoo 


est 


aCoP  H-  Q 
aooQ  +  S 


et  l'avant  dernière  est  ^« 


Il  en  résulte  que  le  nombre 


«2  -f-  !       -h  I  Cl  +  I  aoo  -h 
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est  la  racine  de  l'équation 


_  (aaoP  H-  Q)e  +  P 
(2aoQ  4-  S)e  -h  Q 


et  comme 


w  est  la  racine,  plus  grande  que  Cq,  de  l'équation 

1        aaoP-t-Q-j-(to— Oq')? 

to  —  Oo        2aoQ-f-S-f-((u  — ao)Q 

En  développant  cette  équation  on  trouve  : 

Po)'  =  Poo*  -+-  aQao  +  S 
d'où 


u,  =  ./PV 


îQOo 


ce  qui 


démontre  le  théorème. 


Remarque.  —  On  en  déduit  immédiatement  la  forme  du  déve- 
loppement d'un  nombre  rationel,  non  carré  Qlplus  petit  que  i .  C'est 


I 

I 

I 

1 

1 

«2   + 

-H     02  H- 

«1  H- 

aOo-H 

117.  Théorème,  —  Dans  le  développement  en  fraction  conti- 
nuelle de 1-  y/r,  r  étant  un  nombre  rationnel,  non  carré,  plus 

grand  que  -'• 

1°  Il  y  a  un  terme  irrégulier  et  un  seul  ; 

2°  Le  dernier  élément  de  la  période  est  égal  au  double  augmenté 
de  i  de  l'élément  irrégulier  ; 

3°  Si  on  supprime  le  dernier  élément  de  la  période,  ce  qui  reste 
de  cette  période  est  symétrique. 

i"  Le  premier  élément  Oo  du  développement  de \-  ^/r  est 

égal  à  la  valeur  à  une  unité  près  par  défaut  de  —  î  -t-  /r.  Pour 
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trouver  les  éléments  suivants  il  faut  développer 

—  -  H-  \/r  —  Oo 

Or  Ô  satisfait  aux  conditions  du  n"  115  car  l'on  a  bien 
1  ^  .1 


a 

/  L'inégalité  —  i  < 

etc. . . 

2»  et  3'.  Soit 


>  I,       —  I  < 


<o. 


_      __  /r  —  Oo 


^  —  \^r  —  Qi 


résulte  de  ce  que  r>»^ 


—  -  -h  \/r  =  Oo  -\ .-. 


«1 


a* 


On  a 


d'où 


_  I  _  y/r  =  «0  —  Ua 


«t-i 


Oo  -h  ^  -H-  y/r  =  Oa-  4- 

Mais  d'autre  part  on  a 

«0  +  ^  +  V^  =  aoo  +  1  +  ^-^  I  ••• 

On  écrit  que  les  deux  développements  sont  identiques  et  l'on  a 

Gk  =  2ao  H-  l 


Réciproque.  —  Un  déueloppement  de  la  forme 


fli  H-  I  «2  -H 


1  I 


+  I  02  +  I  Oi  +  i  aoo  -t-  1  H- 
représenle  —  -  -h  la  racine  carrée  d'un  nombre  rationnel  plus 
grand  que  y 
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En  appelant  ^  et  ^  la  dernière  et  lavant  dernière  réduite  de 


P  "'  S 


on  trouve  par  un  calcul  analogue  à  celui  du  numéro  précédent 


-i  +  ^(H^ 


yP  H-  4(2ao  -t-  i)Qh-4S 


4P 


Remarque.  —  On  en  déduit  immédiatement  la  forme  du  déve- 
loppement de  «  =  —  --h  v^r  avec  f"  <  y,  car  en  posant 


'^  =  -1^  V  T^r 


la  quantité  -^  est  plus  grande  que  -  et  d'autre  part  on  a 


2-1 


Par  suite  on  déduit  facilement  le  développement  de  o)  de  celui 
de  Wi. 


Exemples  : 


/2  =  I   H ^ 


ï     ,         /i                      I      I      1 
|-V/-  =  0-+-  7 

2        y   2  4  H-  I  i  - 


I 

1 
3  + 

I 
3  + 

1 

1 
2   -+- 

2  H- 

2  -f- 

1 

2  4- 

3-^ 

I      I      I 


2     y/  4o 


1  -f- 


12     -h 


T  I 

I    -t-  I  6   -t- 


1        j        1 
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théorie:  des  nombres 


Remarque.  —  On  peut  réunir  les  énoncés  des  deux  numéros 
précédents  en  un  seul  (ce  qui"  nous  sera  commode  plus  tard). 

Dans  le  développement  en  Jraciion  continuelle  de  —  -  +  \/r~ 

p  désignant  o  ou  i,  et  r   un  nombre  rationnel,  non  carré,  plus 

grand  que  (  i  —  -)  . 

1°  Il  y  a  un  terme  irrégulier  et  un  seul. 

2°  Le  dernier  élément  de  la  période  est  égal  au  double,  augmenté 
de  p,  de  l'élément  ir régulier. 

3°  Si  l'on  supprime  le  dernier  élément  de  la  période  ce  qui  reste 
de  cette  période  est  symétrique. 

118.  —  Pour  effectuer  le  développement  de 


-P-  +  v/r  = 
a 


Oq  -+■ 


«2 


Ol 
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il  suf6t  de  faire  le  calcul  jusqu'au  milieu  de  la  suite  symétrique 
ai,  a,,  ...  as,  a,. 

Comment  sera-ton  averti  qu'on  est  arrivé  à  ce  point. 

1*'  Cas.  —  Le  nombre  d'éléments  de  la  période  est  impair,  de 
façon  qu'il  y  a  au  milieu  un  élément  ai  qui  est  à  lui-même  son 
symétrique. 

Lorsqu'on  arrive  au  quotient  complet  Wi  qui  précède  cet  élément 
on  a 


W,  =  Ui  -+- 


Oi-l 


ai 


a<-i 


et,  d'après  le  théorème  de  Galois, 


On  a  donc 


I  

"  H- 

I 

1 

Oi-i  H- 

ai -h 

=  =  lOj^l. 
(ai 


Réciproquement,  si  l'on  arrive  à  deux  quotients  complets  con- 
sécutifs Wj,  Wi+i  vérifiant  cette  relation  le  nombre  d'éléments  de  la 
période  est  impair  et  Ui  est  l'élément  du  milieu. 
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2'  Cas.  —  Le  nombre  d'éléments  de  la  période  est  pair,  de  faç'on 
qu'il  y  a  au  milieu  de  la  période  deux  éléments  consécutifs  symé- 
triques l'un  de  l'autre  et  égaux,  soit  ai  la  valeur  commune  de  ces 
deux  éléments,  on  voit  facilement  que  dans  ce  cas 


et  réciproquement. 


NOfES  ET  EXERCICES 

I.  —  Développer  en  fractions  continuelles  les  nombres  : 

II.  —  Une  représentation  géométrique  det  nombres  quadratiques  réels. 
Ayant  tracé  deux  axes  rectangulaires,  on  représente  le  nombre  qua- 
dratique réel  w  par  le  point  d'abscisse  co  et  d'ordonnée  w. 

Etant  donnés  deux  nombres  quelconques  a,  b,  on  peut  trouver  un 
nombre  quadratique  w  (et  même  une  infinité)  tel  que  o)  soit  aussi  voi- 
sin qu'on  le  veut  de  a,  et  w  de  b  (Ce  théorème  sera  démontré  plui 
tard,  pour  le  moment  nous  l'admettons).  Il  en  résulte  que  dans  la 
représentation  géométrique  précédente  il  y  a  des  points  représentant 
des  nombres  quadratiques  dans  n'importe  quelle  région  du  plan  si 
petite  qu'elle  soit. 

Deux  points  voisins  représentent  des  nombres  quadratiques  voisins 
mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Pour  que  deux  points  représentent 
des  nombres  quadratiques  voisins  il  suffit  que  leurs  abscisses  soient 
voisines. 

Tout  nombre  rationnel  peut  être  défini  comme  un  nombre  quadra- 
tique égal  à  son  conjugué.  Il  en  résulte  que  les  nombres  rationnels 
sont  représentés  par  des  points  sur  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes. 

Quelle  est  la  région  du  plan  correspondant  aux  nombres  quadra- 
tiques ayant  un  développement  immédiatement  périodique  (n*  115)  ? 
aux  nombres  du  n°  116  ?  à  ceux  du  n*  117  ? 

III.  —  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  nombre 
to  soit  développable  en  une  fraction  continuelle  ayant  un  seul  élément 
avant  la  période  sont  que  w  <;  E(u))  —  i  et  que  w  soit  extérieur  à 
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l'intervalle  —  1,0.  Déterminer  la  région  du  plan  correspondante  dans 
la  représentation  géométrique  précédente.       . 

IV.  —  Dans  le  développement  de  y//f  =  Oo  H-   ...  tout  quo- 


tient complet  c^h 


0/1+) 


est  de  la  forme  — ^s ;  A/,  et  C/^ 


étant  positifs  {h  >■  i).  Démontrer  que  A/,  =  kn-h+\  et  C;,  =  C„_a, 
n  étant  le  nombre  de  termes  de  la  période. 

V.    —    Développer  en    fraction  continuelle  v^ga"  4-  loa  H-  3   et 

— ^ — -! — ,  a  désignant  un  entier  positif. 
Réponses 
3a  -+■  1  ■+- 


V- 


1  H- 


3a  4-  I  + 


2  -h      1  H-  I  6a  +  2  H- 


et 


!^  I             1             II 

1 

1  -h     1  H-     1  -h     1  H- 

20  -H 

(Th.  MuiR,  The  expression  ofa  quadralic  snrd  as   a  continaed  fraction, 
Glasgow,  1874). 

En  remplaçant  a  par  5a  -h  3  dans  le  deuxième  développement  on  a 
celui  de  /aôa^  +  36a  -h  i3. 

VI. —  Développer  en  fraction  continuelle  v/a^  +  -r-  et  y  a^ 
Réponses 


Qa 
'h' 


"t-h 


2a 


et  a  —  I  -H 


1 

I 

I 

I  -t- 

I 

1  + 

6  —  2  -h 

2a  —  2-1- 

La  première  réponse   est  à   modifier  légèrement  si   6  =  2a  ;    la 
seconde,  si  6  =  2  ou  si  6  =  2a  ou  si  a  ^  i. 


/; 


2a 


VII.  —  Démontrer  que  dans  le  développement  de  V/  a^  -+-  -r-  on  a 

Qan-l  2Pn_iQ„_i 

(MiRiMANOFF,  Enseign.  math.,  i4*  année  (1912),  p.  294). 


CHAPITRE  X 


EQUATION  DIOPHANTIENNE  DU  SECOND  DEGRE 
A  DEUX  VARIA.BLES  (i) 


119.  —  La  forme  la  plus  générale  de  l'équation  diophantlenne 
du  second  degré  à  deux  variables  est  (-) 

(i  )  ax^  •+■  hxy  -\-  cy^  -^  dx  -j~  ey  -\-  J  =  o 

toutes  les  lettres  représentant  des  entiers. 

La  quantité  6^  —  4ac  sera  posée  égale  à  A  et  s'appellera  le 
déterminant  de  l'équation  (n°  30).  Lorsque  A  sera  négatif  nous 
poserons  souvent  A  =  —  D  de  manière  à  mettre  le  signe  en  évi- 
dence. La  quantité  D  =z  Uac  —  6^  sera  alors  positive.  Dans  tous 
les  cas  D  sera  dit  le  discriminant  de  l'équation. 

Nous  distinguerons  dans  la  résolution  de  l'équation  trois  cas 
suivant  que  A  sera  négatif,  positif,  ou  nul. 

120,  Cas  de  A  <.  o.  Equations  du  genre  ellipse.  —  Lorsque  A 
est  négatif  l'équation  est  dite  du  genre  ellipse.  On  démontre  en 
géométrie  analytique,  que  si  on  la  considère  comme  représentant 
une  courbe  ;  cette  courbe,  si  elle  est  réelle,  est  une  ellipse  (pouvant 
se  réduire  à  un  point).  Dans  ce  cas  on  arrive  à  la  solution  par  la 
méthode  dite  de  décomposition  en  carrés. 

La  condition  b^  —  ^ac  <  o  montre  que  a  n'est  pas  nul. 


[^)  La  première  solution  générale  de  celte  question  est  de  Lagrange,  Hisl . 
de  VAc.  de  Berlin,  1767,  p.  i65  et  1768,  p.  181. 

(*j  Au  sujet  de  la  forme  du  coefficient  de  xy  dans  cette  équation  voir  la  pré- 
face. 
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Multiplions  donc  l'équation  par  (')  ka.  Elle  devient  : 

{a)    (200;  -h  6y  -h  df  -h  Dj^  -\-  2(206  —  bd)y  -h  [\aj —  d^  =^  0 

[D  =  kac  —  62  >  o]. 

Multiplions  maintenant  par  (*)  D  nous  obtenons 

D(aaar  +  6j  -h  df  +  Dj  4-  (aac  —  6d)2  = 

=  [xa{aé^  4-  cd^  _f-/62  —  hde  —  4ac/"). 

La  quantité  entre  parenthèses  sera  désignée  par  E, 
E  =  ae«  +  c(f»  + /b*  —  6rfc  —  4ac/ 

€t  l'équation  s'écrit  : 

(3)  D(2ax  4-  67  +  d)»  4-  (Dj  H-  aae  —  hdy  =  liaE. 

Le  coefficient  D  du  premier  carré  est  positif.  Il  y  a  trois  cas  à 
distinguer  suivant  le  signe  du  second  membre. 

i")  4aE  <C  o  (L'équation  représente  une  ellipse  imaginaire). 
L'équation  est  impossible. 

2°)  E  =  o  (L'équation  représente  une  ellipse  point). 
L'équation  ne  peut  être  satisfaite  que  si 

2ax  -h  6 j  -f-  d  =  o 
Dy  -+-  206  —  bd=  o 

d'où  l'on  tire  x  et  y,  puisque  a  et  D  sont  différents  de  zéro. 

Ces  valeurs  sont  rationnelles.  Il  faut  de  plus  qu'elles  soient 
entières.  Si  cette  condition  est  remplie  l'équation  diophantienne  a 
une  solution,  sinon  elle  est  impossible. 

3°)  AaE  >  o  (L'équation  représente  une  ellipse  réelle). 

Posons  : 

f  20X  -^-  fey  -h  ti  =  X  , 

(Yiy  -\-  206  —  M  =  Y 


4) 


(1)  11  s  uffit  de  multiplier  par  un  facteur  tel  que  le  coefficient  de  x*  devienne 
un  carré  et  que  le  coefficient  de  xy  devienne  divisible  par  le  double  de  la  racine 
«arrée  du  précédent.  Dans  les  applications  numériques  il  arrivera  que  ce  fac- 
teur puisse  être  pris  inférieur  à  ^a.  Par  exemple  si  dans  l'équation  donnée  le 
coefficient  b  est  pair  il  suffit  de  multiplier  par  a. 

(•)  Il  suffit  de  multiplier  par  un  facteur  tel  que  le  coefficient  de  y*  devienne 
carré  parfait,  et  que  le  coefficient  de  y  devienne  divisible  par  le  double   de  la    «• 
racine  carrée  du  précédent. 
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■de  sorte  que  X  et  Y  sont  des  inconnues  entières.  L'équation  (3) 
s'écrit 

DX^  H-  Y^  =  haE 

laquelle  est  facile  à  résoudre.  En  effet  on  en  tire  : 

Y3       liaE 

On  essayera   donc  pour  X  toutes  les  valeurs  entières  dont  le 
carré  ne  dépasse  pas  4^-  •  A  chacune  de  ces  valeurs  correspondent 

pour  Y  les  deux  valeurs  ±:  \/l\aE  —  DX^  Si  aucune  de  ces  valeurs 
de  Y  n'est  entière,  l'équation  proposée  est  impossible.  Si  certaines 
le  sont  on  a  des  solutions  pour  X  et  Y,  d'où  l'on  tire,  par  les 
équations  (4),  des  solutions  poura^ty.  Si  aucune  de  ces  solu- 
tions n'est  entière  ('),  l'équation  est  impossible;  si  certaines  le 
sont  ce  sont  les  solutions  cherchées. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

2x^  H-  Sxy  -h  aj^  —  5a;  -f-  6j  —  Sa  =:  o. 
Elle  se  trans'brme  en 

7(4x  +  3j  -  5)«  -f  (7j  H-  39)»  =  4608. 
Posant 

4x  4-  3/  —  5  =  X 

7J  +  39  =  Y 

elle  devient 

7X»  H-  Y*  =  46o8. 

Avant  de  lui  appliquer  la  méthode  générale  on  peut  la  simplifier  par 
les  considérations  suivantes  : 

Celte  équation  transformée  en-congruence  (mod  3)  donne 

X»  -+-  Y2  =  o  (mod  3) 

<:e  qui  exige 

X^o,         Y  =  o. 


(*)  Rappelons  qu'au   cas  de   plusieurs   inconnues,   nous  appelons   solutions 
entières  des  solutions  où  toutes  les  valeurs  des  inconnues  sont  entières. 
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On  posera  donc  X  =;  3X',  Y  =:  3Y'  et  l'équation  devient 

yX'^  +  Y'^  =  5i2. 

On  trouve  les  solutions  : 

^  X'  =  ±  2      ^  X'  =  dz  4      (  X'  =  d=  7      ^  X'  =  ± 
?Y'  =  dz22     ?Y'  =  ±20    ?Y'=d=i3    ?Y'  =  d= 


Or 


—  7X  — 3Y  +  ï52  _  21X'  — qY^  -i-i52 
^  —  2^8  —  ^38 

y  =  ^-39  _  3(Y'-i3) 
7  7         ■-. 

Finalement  on  trouve  les  solutions 

cx^=i\  (x:^2    ix  =  —  H'    C  x=.  —  4     .a;=i4       cx  =  i 

\y  =  —ib    ?y  =  3    \y  =  ?t         \y  =  o         (7=  — 9     ?J  =  — 9 


12i.  Cas  de  à  =  o.  Equations  du  genre  parabole.  —  Lorsque 
A  z=:  o  l'équation  représente  une  parabole  (pouvant  se  réduire  à 
deux  droites  parallèles  réelles  ou  imaginaires,  ou  à  une  droite 
double).  La  condition  A  =  o  montre  que  a  et  c  ne  sont  pas  tous 
les  deux  nuls,  car  sinon  il  faudrait  que  b  le  fût  aussi,  et  l'équation 
ne  serait  pas  du  second  degré.  Soit  par  exemple  a  pif  0.  En  multi- 
pliant l'équation  par  l\a,  on  obtient  comme  plus  haut  la  forme 
d'équation  (2)  et  puisque  D  =  o,  elle  se  réduit  à 

(5)  (2ax  -h  by  -h  dy  -+-  2(206  —  bd)y  -h  4a/  —  d'^  =  o. 

Distinguons  deux  cas. 

i*''-  Cas. 

2ae.  —  bd  =  o 

(       X?                    V        (2'ae  —  bdy        à{d^  —  kaf)      .   , 
ou  E  =  o,  car  E  = -, ^^ — ; —  ;  si  donc  A  =  o, 

E8eréduità(^^^-=-^V 
L'équation  se  réduit  alors  à 

{■iox  +  6j  +  df  =  d^  —  txaf. 

Si  cf^  —  haf  <C.  o  (l'équation  représente  deux  droites  parallèles 
imaginaires),  l'équation  est  impossible. 
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Si   d^  —  a/  =  o   (l'équation   représente  une    droite  double), 
l'équation  se  ramène  à  l'équation  diophantienne  du  premier  degré 

"iax  -h  by  -\-  d  ^  o. 

Si  d'^  —  a/>.  o  (l'équation  représente  deux  droites  parallèles 
réelles),  l'équation  se  ramène  aux  deux  équations 


ax  -h  l>Y  -h  d  =  ±  \/d^  —  Itaf. 


Si  d^  —  4^/  n'est  pas  carré  parfait,  l'équation  diophantienne 
proposée  est  impossible  ;  si  d^  —  /ja/  est  carré  parfait,  l'équation 
proposée  se  ramène  à  deux  équations  diophantiennes  du  premier 
degré. 


2'  Cas. 


2ae  —  bd-p±o         (ou  E  ;zf  o}. 


Posons 
(6) 


i  lax  -^  by  -k-  d  =  \ 

\  {Ixae  —  2bd)y  -^-liaf—d'  =  Y 

X  et  Y  sont  entiers  et  l'équation  (5)  devient 

X^  -f  Y  =  o. 

La  solution  générale  de  cette  équation  est  évidente.  X  est  un 
entier  arbitraire  et  Y  =  —  X^.  Alors  des  équations  (6)  on  tire 

^a{2ae  —  bd) 

_  _  X"  —  4q/  4-  d^ 
■i[iae  —  bd) 


il) 


Reste  à  trouver  les  valeurs  de  X  qui  satisfont  aux  conditions  : 

6X'  +  a(aae  —  bd)\  -+-  liabf-\-  bd^  —  l\ade  ^  o  [mod  ^a^iae  —  bd)] 
—  X^ — [\aJ-\-d^  ^o[mod2(2a«  —  bd)\ 

pour  que  a:  et  y  soient  aussi  entiers. 

Or  ce  sont  là  des  congruences  du  second  degré.  Prenons  l'une 
d'elles  par  exemple  la  seconde.  Si  elle  est  impossible  l'équation 
proposée  est  impossible.  Sinon  elle  a  des  solutions 

X  =  Xo  -4-  2(2ae  —  bd)\>. 
X  =  Xi  +  2(2ae  —  bd)\i 
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^  étant  un  entier  arbitraire.  Prenons  l'une  d'elles,  portons  la 
valeur  de  X  dans  la  première  des  congruences  (7).  On  obtient  une 
congruence  du  second  degré  en  |U(,  Si  elle  est  impossible,  l'équa- 
tion proposée  est  impossible.  Sinon  elle  donne  pour  |ut,  une  ou  plu- 
sieurs séries  de  valeurs  dont  chacune  contient  un  entier  arbitraire 
X,  d'où  de  proche  en  proche  des  séries  de  valeurs  de  a?  et  j  conte- 
nant chacune  un  entier  arbitraire. 

1*'  Exemple. 

4x*  —  laary  -\-  gy^  -h  Sx  —  yy  —  a3  =  o 


s'écrit 
Posant 


on  a 


d'où 


(8a:  —  ïty  -H  5)»  -h  Sy  —  898  =  o. 

8x  —  1 2/  H-  5  =  X 

8y  _  393  =  -  X» 

—  3X*  -h  aX  +  1169 
x_  - 


,.  -  -  X'  +  393 

y—       8 

La  condition  que  y  soit  entier  donne  X  =  a[j.  -f-  1. 
Alors 

^^_3;x'-2{x-f-a9a  ^.  _  —  Kl^  +  0    ,    4^ 

La  condition  que  x  soit  entier  donne  ensuite  [x  =  aX, 
Alors 

a-  =  —  SX^"  —  X  +  73 
y  =  —  aX''  —  X  +  49    ' 
a*  Exemple. 

gx^  -+-  3oa;j  H-  aôj'  +  70?  -h  1  ij  —  22a  =  o 
se  transforn^e  en 

(i8x  +  3oy  +  7)'       247  —  8o4i  =  o. 

Posant 

18a;  H-  3oj  -(-  7  =  X 
on  a 

aAj'  +  8o4i  =  X* 
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d'où 

_  —  5X'  +  4X  H-  40177  _X'  — 8o4i 

X  —  y  —  j • 

72  *'  a4 

La  condition  que  y  soit  entier  donne 

X  =  6fx  -f-  i         ou         X  =  6[ji  —  I 

etc.  On  trouve  finalement 

_  5),2  _  X  +  1 1 16  3X2  -h  X  —  670 

X  = —  y  =  '—' 

2  •'a 

3*  Exemple. 

X*  —  axy  -h  j^  -h  arc  —  5j'  -t-  6  =  o 
{x  —  y  -\-  ly  —  3y  -{-  b  =  o 
X —  y  -h  1  =  X 
3/  -  5  =  X* 

X*  -+-  3a;  -+-  2 

'  = 3 

X'  4-  5 


On  trouve  que  X  doit  être  de  l'une  des  deux  formes  6X  ±:  1.  Donc 
on  a  deux  séries  de  solutions. 


X  =  3X«  +  5X  +  2  (  X  =  3X2  -I-  X 

y  =  3X2  4-  aX  -I-  2  (  y  =  SX*  —  aX  +  2 


122.  Remarque  I,  —  Il  est  évident  d'après  le  mode  de  calcul 
qne  les  expressions  trouvées  pour  x,  y  sont  des  polynômes  du 
second  degré  en  X  à  coefficients  rationnels.  Ces  polynômes 
jouissent  donc  de  cette  propriété  qu'ils  prennent  des  valeurs 
entières  pour  toute  valeur  entière  de  la  variable.  On  est  donc 
amené  à  se  demander  la  forme  générale  de  tels  polynômes  du 
second  degré.  Je  dis  que  c'est 

,.         cX(X  —  ï) 

a  -h  6X  H !^ J 

a 

a,  b,  c  étant  entiers. 

En  effet  i°  Les  polynômes  de  cette  forme  jouissent  de  la  propriété 

indiquée  car  - — est  évidemment  entier   pour  toute  valeur 

entière  de  X. 
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2°  Tout  polynôme  du  second  degré  jouissant  de  la  propriété  indi- 
quée est  de  cette  jorme.  En  effet  on  démontre  facilement  que  tout 
polynôme  du  second  degré  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/(X)  =^a  +  b-k-^  -^^ ^ 

avec 

a=j{o) 

^=/(0-/(o) 

C=/{2)-2y(l)   -4-/(0). 

Doncsiy(o),  /(i)./(2)  sont  entiers  a,  b,  c  le  sont  aussi. 

Remarque  IL  —  Dans  les  expressions  trouvées  pour  x,  y,  on 
peut  remplacer),  par  ±  ).  +  h^  h  étant  entier.  Gela  peut  simplifier 
ces  expressions. 

Remarque  III.  —  Lorsqu'il  y  a  plusieurs  séries  de  solutions,  il 
est  évident  que  chacune  de  ces  séries  donne  tous  les  points  de  la 
courbe  si  on  donne  à  X  toutes  les  valeurs  possibles.  On  en  déduit 
que  l'une  des  séries  se  déduit  de  l'autre  par  une  substitution 
X  I  rX  4-  5,  r  et  s  étant  rationnels.  Ainsi,  dans  le  troisième 
exemple  traité  plus  haut,  la  seconde  solution  se  déduit  de  la  pre- 
mière par  la  substitution  X  |  X  —  0  • 

123.  —  Cas  (/e  A  >>  0.  Equations  du  genre  hyperbole.  Lorsque 
A  >»  G  l'équation  représente  une  hyperbole  (pouvant  se  réduire  à 
deux  droites  concourantes). 

Il  est  facile  de  vérifier  qu'après  avoir  multiplié  l'équation  (i) 
par  A'  elle  s'écrit  (') 

a(Aa;  —  2cd  H-  fee)'  -+-  b[^x  —  2cd  -h  be)(^y  —  2ae  -h  bd)  -+- 

-h  c(^.y  —  206  -h  bd)-  =  —  AE 
(E  =  ae^  -h  cd^  -hjb'  —  bde  —  4ac/). 
Posons 

Aa;  -h  2cd  -\-  be  =  X. 
Ay  —  2ae  -h  6d  ==  Y 


(*)  Celte  transformation   correspond  à  celle  qui,   en   géométrie  analytique, 

.                  .               2ad  —  be             aae  —  bd     „ 
consiste   a  transporter  1  origine  au  point  x  = ,  y  = -r .  t<e 

point  est  le  centre  de  l'hyperbole. 
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l'équation  prend  la  forme 

aX2  -h  6XY  +  cY»  =  —  AE. 

On  voit  qu'on  est  ramené  à  deux  problèmes  : 
i'  résoudre  l'équation 

(8)  aX2  +  6XY  4-  cY»  =  —  AE. 

2°  ne  garder  que  les  solutions  qui  satisfont  aux  conditions  : 

Nous  allons  généraliser  ces  deux  problèmes  de  la  façon  sui- 
vante : 

I*»  résoudre  l'équation 

aX*  H-  6XY  +  cY»  =  m. 
2"  trouver  les  solutions  qui  satisfont  aux  conditions 

Y  =  B  (  ^^^^  ^^ 
m,  a,  |3,  ,a  étant  des  entiers  quelconques. 

124.  Résolution  de  ax*  4-  hxy  -^  cy^  =z  m  (»), 
Remarques  préliminaires.  —  I.  On  peut,  si  c'est  utile,  supposer 
D(a,  6,  c)  =  I.  Car  si  a,  6,  c  ont  un  diviseur  commun  différent  de 
I  qui  ne  divise  pas  m  l'équation  est  impossible,  et  s'ils  en  ont  un 
qui  divise  m  on  peut  diviser  toute  l'équation  par  ce  diviseur. 

II.  On  peut  se  borner  à  chercher  les  solutions  dans  lesquelles  les 
valeurs  de  a?  et  y  sont  premières  entre  elles,  c'est-à-dire  les  solu- 
tions primitives  (').  Car  une  solution  dans  laquelle  x  et  y  auraient 
un  plus  grand  commun  diviseur  d  différent  de  i  ne  peut  exister 
que  si  m  est  divisible  par  d^.  Soit  donc  d^  un  diviseur  de  m  ;  en 
posant  X  =  dx',  y  =  dy\  x'  et  y'  forment  une  solution  primitive 
de 

ax'^  -hbx'y'  -I-  cy»  =^.     ' 


(1)  Nous  changeons  les  notations  et  mettons  x,  y  au  lieu  de  X,  Y. 
(•)  Voir  I.  a66  et  l'erratum  correspondant. 

Caber.  —  Théorie  des  nombres,  t.    II.  i5 
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Nous  passons  maintenant  à  la  résolution  de  l'équation 

(lo)  ax^  -h  bxy  -+-  cy-  =  m 

et  nous  examinons  d'abord  des  cas  particuliers. 

Cas  où,  l'un  des  coefficients  a,  c  est  nul.  —  Soit  a  =z  o,  l'équa- 
tion (lo)  s'écrit 

y{bx  -h  cy)  =  m. 

Pour  la  résoudre  il  suffit  de  décomposer  de  toutes  les  façons 
possibles  m  en  un  produit  de  deux  facteurs,  d'égaler  l'un  de  cea 
facteurs  à  y  et  l'autre  à  6a;  -h  cy,  de  tirer  de  là  a;  et  y  et  de  ne 
garder  que  les  solutions  entières. 

Exemple. 

y(3x  +  liy)  =  lo. 

On  trouve  les  solutions 

X  =  —  iS 
y  =  lo 


!cc  =  a       (x  =  —  2       (x=i3 
y=i       (j==_  1       (y  =  —  lO 


125.  —  Cas  où  a  et  c  sont  différents  de  zéro,  A  étant  un  carré 
parfait. 

Soit  A  ==  (î*'.  L'équation  (lo)  étant  multipliée  par  Ixa  qui  est 
différent  de  zéro  peut  s'écrire 

[aax  +-  (6  +  S)y][2ax  +  (6  —  o)y]  =  Ixam. 

Pour  la  résoudre  il  suffit  de  décomposer  de  toutes  les  façons 
possibles  [\am  en  un  produit  de  deux  facteurs,  d'égaler  l'un  de  ces 
facteurs  à  2ax  -h  (6  -f-  ù)y  et  l'autre  à  lax  +  (6  —  (J^)y,  de  tirer 
de  là  a;  et  y  et  de  ne  garder  que  les  solutions  entières. 

Exemple.  —  Résoudre 

x^  -H  5xj  -}-  4j'  =  1287. 

Ici  A  =  3',  l'équation  s'écrit 

{x  -h  Ay){x  -4-  j)  =  1287. 
On  trouve  ' 

x  =  =fii39       Cx  =  ±3i       (x  =  ±4i       (x  =  dz57i 


y  =  d=i42       (y  =  ±^         (j  =  =p2         fjr==p:i42 
(les  signes  supérieurs  se  correspondant  ainsi  que  les  signes  inférieurs). 
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126.  —  Cas  OÙ  A  n'est  pas  carré  parfait.  Equations  de  Fer- 
mat.  Dans  les  deux  cas  précédents  A  était  carré  parfait.  Nous 
supposons  maintenant  qu'il  ne  l'est  pas,  et  nous  commencerons 
par  la  résolution  d'une  forme  particulière  d'équations,  à  savoir 

/2  -4-  pla  —  ka^  =  dz  i 

dans  laquelle  Z  et  «  désignent  les  inconnues,  p  est  égal  à  zéro  ou  à 
un,  k  est  un  entier  positif.  Nous  verrons  ensuite  comment  on 
ramène  la  forme  générale  à  cette  forme  particulière.  Le  détermi- 
nant d'une  telle  équation  est  lik -h  p"^  ou  [\k -\- P  (carp*  =  p). 
Nous  supposons  qu'il  n'est  pas  carré  parfait. 

Ces  équations  se  nomment  équations  de  Fermât  (*). 

Les  équations  où  o  =  o  c'est-à-dire 

seront  dites  équations  de  Fermât  de  première  espèce  ;  celles  où 
p  =  I ,  c'est-à-dire 

/•  +  <u  —  fcu*  =  lir  I 

seront  dites  équations  de  Fermât  de  seconde  espèce. 

Nous  distinguerons  aussi  lorsqu'il  sera  nécessaire  entre  les 
équations  avec  le  signe  -f-  et  les  équations  avec  le  signe  —  suivant 
que  le  second  membre  est  -4-  ou  —  i . 

Nous  résoudrons  à  la  fois  l'équation  avec  le  signe  H-  et  l'équa- 
tion avec  le  signe  — ,  c'est-à-dire  que  nous  résoudrons 

{t*  -h  p/u  —  ku})*  =  i 

puis  nous  distinguerons  ensuite  entre  les  deux. 

Nous  aurons  à  considérer  dans  les  calculs  qui  vont  suivre  les 
deux  racines  de  l'équation 

X*  -h  px  —  k  =  o. 

(')  Eular  dit  :  équation  de  Pbll  et  pendant  longtemps  cette  dénomination 
•'est  conservée.  Mais  c'est  une  erreur  d  Euler.  Le  mathématicien  anglais  Pall 
ne  s'est  jamais  occupé  de  cette  équation. 

Dès  le  vue  siècle  les  Hindous  possédaient  une  méthode  de  résolution  (Voir 
H.  T.  CoLEBRooKE,  Algebra  w'Uh  Arithmetic,  traduit  du  sanscrit.  Londres  1817, 
p.  170)  mais  ne  savaient  pas  démontrer  qu'il  y  a  toujours  des  solutions  pour 
les  équations  avec  le  signe  -|-  ni  voir  quand  il  y  en  a  pour  les  équations  avec 
le  signe  — .  Cette  lacune  fut  comblée  par  Lagrarge,  Mite.  Taurinenses.  4 
(1766/9),  math.,  p.  45  (marquée  4i)  (1768)  =  Œuvres,  I,  Paris,  1867, 
p.  671. 
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à  savoir 


_  —  p  -+-  \/lxk  -H  p  -  _  —  p  —  v/4fe  -t-  p 


(^o)  ==  v//f  et  o)  =  —  f^k  û  ^  =o, 

—  I   -h  A^H-  «  -         —  I  —  \//|/c  -H  I 


si  p  =  1). 


a  a 

On  voit  immédiatement  que  l'on  a  toujours 

a>  <;  —  I 
et  w  >.  I  sauf  dans  le  cas  de  p  =  i ,  k  =  i,  alors  w  =      i  -t-vo 

est  compris  entre  o  et  i. 

Solutions  banales.  —  Les  deux  systèmes  de  valeurs  f  =  ±  i, 
u  =  G  sont  solutions  quels  que  soient  k  et  p.  Nous  les  appellerons 
les  solutions  banales.  Une  solution  non  banale  est  une  solution 
dans  laquelle  la  valeur  de  u  n'est  pas  nulle. 

Solutions  associées.  Facteur  d'une  solution.  —  Il  est  évident 
que  si  <  =  a,  u  =  6  est  une  solution,  /  =  —  a,  u  =  —  6  en  est 
une  autre. 

Mais  d'une  solution  a,  h  on  peut  encore  en  déduire  deux  autres 
de  la  façon  suivante  : 

Ecrivons  l'équation 

((  VUù){t  —  uw)  =  ±  1. 

Puisque  a,  h  est  solution  on  a 

(a  —  6a))(a  —  6a>)  =  ±  i. 

Si  on  détermine  c,  d,  par  les  conditions 

(il)  c  —  du>  =  a  —  6(1)  c  —  diù  =  a  —  bu). 

il  est  évident  que  le  système  de  valeurs  c,  (/satisfera  aussi  à  l'équa- 
tion. 

D'ailleurs  c,  d  sont  entiers,  car  en  résolvant  les  égalités  (ii)  par 
rapport  à  c  et  c?  on  trouve 

e  =  a  —  6(a)  -h  U))  =  a  -H  6p 

d  =  —  6, 

Enfin  le  système  de  valeurs  égal  et  de  signe  contraire  au  précé- 
dent —  a  —  bp,  b,  satisfait  aussi  à  l'équation. 
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Les  quatre  solutions  ainsi  trouvées 

i  t  =  a         ('  =  —  a         (t  =  a-h6p         ('  =  —  °  —  ^P 
(  u  =  b         l  u  =  —  b         (  a  =  —  b  (  a  =  b 

sont  dites  associées.  Elles  sont  différentes  deux  à  deux  sauf  pour 
les  deux  solutions  banales  qui  sont  associées  l'une  de  l'autre. 

Fadeur  d'une  solution.  —  Nous  appellerons  facteur  de  la  solu- 
tion a,  b  la  quantité  a  —  b(ô. 

Théorème.  —  Si  l'on  désigne  par  F  le  facteur  d'une  solution, 
les  J acteurs  des  trois  solutions  associées  seront  —  F,  ç,  ef  —  p- 

Soit  a,  b  une  solution  et  F  =  a  —  6w  son  facteur.  Le  facteur 
de  la  solution  —  a,  —  6  est  —  a  +  few  ou  —  F. 

Soit  c,  d  la  solution  déterminée  par  les  égalités  (ii),  son  facteur 
c  —  dw  est  égal  à  a  —  6«.  Or 

(a  —  6to)(a  —  fco))  =  dz  I. 
Donc 

c  —  dti}  =  a  —  6u)  =  rt:jgi 

et  enfin  le  facteur  de  la  solution  ( —  c,  —  cT^  est  =j=  ^  . 

Corollaire.  —  Parmi  les  quatre  solutions  associées  (nous  laissons 
de  côté  les  solutions  banales)  il  y  en  a  une  et  une  seule  dont  le 
facteur  est  plus  grand  que  i.  Nous  appellerons  ces  solutions  les 
solutions  positives  et  nous  voyons  que  pour  résoudre  une  équa- 
tion de  Fermât  il  suffit  d'en  trouver  les  solutions  positives. 

Remarque.  —  On  peut  définir  autrement  les  solutions  positives, 
et  cette  nouvelle  définition  explique  le  nom  de  solutions  positives'. 

Une  solution  positive  est  une  solution  dans  laquelle  la  valeur  de 
u  est  positive,  et  celle  de  t  positive  ou  nulle. 

i"  Si  a  >  o  et  6  >  G  on  a  F  >  I . 

En  effet 

F  =  a  —  6a) . 

Or  —  Ci)>i,6>  ieta>o,  donc  F  >  i 
2*  Si  F  >.  I  on  a  a  >  o  et  6  >  0. 
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En  effet  de 

a  —  6u)  =  F,         a  —  bta  - 
on  tire  : 

Puisque  F  >  i  la  valeur  de  b  est  évidemment  positive.  Quant  à 
celle  de  a  ;  si  s  =  i  comme,  de  plus  6  >  o  et  w  >  o,  elle  est 
positive. 

Sie  =  —  i,a  =  —  p_|_6w>  ^^  >  —  I . 

Donc  a  ^  o. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  le  cas  de  a  =  o  ne  se  présente 
que  pour  la  solution  o,  i,  de  l'équation  /*  +  tu —  u^  =  —  i. 

127.  —  Pour  résoudre  les  équations  /'  +  plu  —  ku"^  =  ±  i, 
réduisons  cd  en  fraction  continuelle  (').  Si  p  =  o  on  a  w  =  y/A:  et 

sip==ionaa)=-^-^^^^^. 

Dans  les  deux  cas  on  sait  (n*"  116  et  117)  que  le  développe- 
ment est  périodique  et  qu'il  y  a  un  terme  précédant  la  première 
période. 

Je  dis  que  pour  résoudre  les  équations  i^  +  ptu  —  ku^  =  ±  i , 

ilfaut^  dans  le  développement  de  «,  calculer  les  réduites  —  obtenues 

en  s" arrêtant  un  élément  avant  la  fin  de  la  n^°"  période,  les  valeurs 
t  =  tnt  u  =  Un  {n=^  I,  2,  ...)  Constituent  toutes  les  solutions  posi- 
tives. 

i*»  Les  systèmes  d'entiers  ainsi  obtenus  sont  des  solutions. 

En  effet  soit 

(la)  a)  =  ao4- 


I 

1 

'**  H- 

i 

Oi  H- 

02  H- 

ak  H- 

('}  On  peut  être  amené  à  cette  opération  par  les  considérations  suivantes. 
D»  t*  +  ptu  —  /cu2  =  +  I  on  tire  (i\     +  p  i  —  k=  +  i-^.  Donc   pour  u 

un  peu  grand  la  valeur  de  -  (étant  d'ailleuri  ^  o)  doit  être  voisine  de  (o.   On 
est  donc  amené  i  les  chercher  parmi  les  réduites  de  (u. 
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Considérons  ce  développement  poussé  jusqu'à  sa  n*®"*  période 
soit 

n  périodes 


Un  III 


^n  «1  -+-  I  ûj  4- 


1  I    1 


a*-i  -+-  I  flk 


Posons 


On  a 


n  périodes  moins  un  élément 

iri^  1_    j        I        I  j      1 

Un~    °        Oi -4-  I  «!  H- I  " ■ -i- I  aji_i 


=  <x,+r^ 


a* 


et 


u»  =  flo  4-  ^ 


u„e  -h  <„ 

CD  


Eliminant  d  entre  ces  deux  équations  il  vient 

u„w2  +  [wn  —  aoU„  —  /„)w  —  (v„  —  aot„)  =  o. 

Mais  l'on  a  aussi 

U)'^  -h  pU)  fc  =:  o. 

Ces  deux  équations  du  second  degré  à  coefficients  rationnels, 
ayant  une  racine  commune  non  rationnelle,  ont  leurs  deux  racines 
communes.    Elles    ont    donc    leurs    coefficients    proportionnels 

^     ^  1  p  k 

Maintenant,  l'on  a 

(l4)«„V„  —  t„Wn  =  (—  l)"*+*. 

Eliminant  v„  et  u'„  entre  les  équations  (i3)  et  (i4)  on  obtient 

<„'+    p<n«„  —  K»  =  (—   l)»* 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

2°  Toute  solution  positive  de  l'équation  peut  s'obtenir  de  cette 
façon. 
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Soit  a,  h  une  solution  positive.  On  a 
(i5)  a"  -h  pa6  —  kh^  =  z        (e  =  ±  i). 

Soit 

I   a\  ^  1       I      I       I  I 


5  '        c^-^-\Ct-\-\  Ch 

le  développement  de  r  écrit  de  façon  que  ( —  i)''  =  e  (n"  84). 


Soit 

(17) 

a'             ,       I                       I 

On  a 

ab'  —  ba!  =  (—  i)*  =  e  =  a»  +  pab  — 

■kb* 

d'où 

(i8) 

a            kb  —  a' 
B        a  H-  p6  —  6' 

Or  a  et  b  satisfaisant  à  l'équation  (i5)  sont  premiers  entre  eux. 
L'égalité  (i8)  donne  donc 

.     ,  i  kb  —  a'  =  'ka 

^^^^  (a-hpb—b'  =  lb 

X  étant  un  entier.  Cet  entier  est  positif.  En  effet,  si  p  =  o  on  a 
a  —  6'  =  X6.  Mais  a^  =  kb^  -i-  £,  et  A;  >  i  (puisque  dans  le  cas  de 
0  =  o  on  suppose  que  k  n'est  pas  carré  parfait  il  ne  peut  être  égal 
à  i).  Donc  a  >»  6  et,  à  fortiori,  a^  b'  donc  X  >  o.  Si  p  =  i  on 
a  a  -4-  6  —  b'  =  X6,  Or  6  >  6'  donc  X  >  o. 
On  a 

U)'  -h  pu)  k  :=  o 

d'où 


ou 


d'où 


6(1)'  -+-  bpta  —  6/c  =  O 
but*  -h  (a  -h  6p)a)  =  ata  -\-  bk 
atii  -+-  bk 


6u)  4-  a  -f-  6p 
c'est-à-dire  d'après  (19) 

a(fa)  +  X)  -f-  g' 

•^  —  6(ir4rx)  +  b' 
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d'où  d'après  (i  6)  et  (17)  : 


Cj+"-l-|c/,-|-|a>-t-X-f- 


c'est-à-dire 


U)  =   Co  -h 


Ch 


loa 


Ok 


L'élément  X  -+-  Oo  qui  entre  dans  ce  développement  est  un  entier 
positif.  En  effet  Oo  est  un  entier  non  négatif  et  ).  est  positif.  Donc 
le  développement  précédent  de  co  est  le  développement  en  fraction 
continuelle  ordinaire.  Par  suite  il  est  identique  au  développement 


(11)  ce  qui  prouve  bien  que  Co 


—  est  identique  au 

-\-\cu  ^ 

développement  de  «  arrêté  un  rang  avant  la  fin  d'une  période. 

Cela  prouve  aussi  que  ).  -f-  ao  est  égal  à  a*.  Or  a^  =  2ao  -h  p 
(n"^  117  et  118).  Donc  X  =  0^  4- p.  Les  égalités  (19)  donnent 
alors 


(ao) 


a'  =  kb 


(a=hb  —  ( 
Ib'  =  a  —  a, 


128.  —  Nous  avons  ainsi  résolu  l'ensemble  des  deux  équations 
f* -+- ptu  —  A;u'  =  ±i.  Il  faut  maintenant  distinguer  entre  les 
solutions  des  deux  équations.  Or  on  vient  de  voir  que  la  solution 
/„,  «„  obtenue  en  arrêtant  le  développement  de  w  un  rang  avant  la 
fin  de  la  n®  période  satisfait  à  l'équation 

Donc  tn,  Un  sera  solution  de  l'équation  avec  le  signe  ■+-  ou  avec 
le  signe  —  suivant  que  nk  sera  pair  ou  impair. 

On  en  conclut  que  : 

Si  le  nombre  k  des  termes  de  la  période  de  w  est  pair,  toutes 
les  solutions  obtenues  sont  solutions  de  (^  -+-  ptu  —  ku^  =  i .  Dans 
ce  cas  l équation  t*  -+■  otu  —  ku^  =  —  i  na  pas  de  solutions. 

Si  le  nombre  k  des  termes  de  la  période  de  w  est  impair,  les 
solutions  /„,  Un  sont  solutions  de  t^  -+-  otu  —  ku^  =  i  pour  les 
valeurs  paires  de  n,  et  de  /'  H-  ptu  —  ku^  =  —  i  pour  les  valeurs 
impaires  de  n. 

Corollaires.  —  L'équation  de  Fermai  avec  le  signe  ■+-  est  toujours 


aSà 
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possible.  L'équation  de  Fermât  avec  le  signe  —  est  possible  quand 
le  nombre  des  termes  de  la  période  de  w  est  impair  et  dans  ce  cas 
seulement. 

Remarques,  —  On  aperçoit,  à  priori,  des  cas  où  l'équation 
avec  le  signe  —  est  impossible.  Nous  pouvons  écrire  cette  équation 
sous  la  forme 

(ai  +  pu)*  —  (/i/f  H-  p)u^  =  —  4 
d'où 

(2(  ^-  pu)*  =  —  4         (mod  4k  -+-  p). 

Donc,  pour  qu'elle  soit  possible,  il  faut  que  l'on  ait  pour  tout 
facteur 
premier  impair  p  de  lik  -+-  p  la  condition 

ou  (n"  36) 


iT^)  = 


c'est-à-dire  (n°  10) 

p  ^  i  (mod  II). 

Ainsi  l'équation  avec  le  signe  —  est  impossible  quand  kk  -\-  o  a 
des  facteurs  premisrs  de  la  forme  [\h  —  i . 

Corollaire.  —  Lorsque  [\k  -\-  p  a  des  facteurs  premiers  de  la 
forme    l\h  —  i     le    développement    en   fraction    continuelle    de 

mJ^ — — ^t_P  présente  une  période  d'un  nombre  pair  de  termes. 

Exemple. 

k  =  3        p  =  o        v^3=i-4-  — 

Pour  l'équation  avec  le  signe  — ,  de  première  espèce,  on  voit 
encore  d'autres  cas  où  elle  est  impossible.  En  effet,  en  transfor- 
mant cette  équation  i^  —  ku^  =  —  i  en  congruence  (mod  8)  et 
remarquant  que  le  carré  d'un  entier  est  congru  à  o,  i  ou  4  (mod  8) 
on  voit  qu'elle  est  impossible  lorsque  k  est  congru  à  o,  3,  4,  6  ou 
7  (mod  8).  Ainsi  l'équation  avec  le  signe  — ,  de  première  espèce, 
est  impossible  quand  Â;  ^  o,  3,  4,  6,  7  [mod  8). 

Corollaire.  —  Lorsque  k^o,  3,  4.  6,  7  {mod  8)  le  développe- 
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ment   de  \/k  en  fraction  continuelle  présente  une  période    d'un 
nombre  pair  de  termes. 

Remarquons  d'ailleurs  que  si  /c  ^  3 ,  6  ou  7  (mod  8),  il  a  cer- 
tainement des  facteurs  de  la  forme  A^  —  i,  de  sorte  que  pour  ces 
cas  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  rentre  dans  le  précédent. 

Exemple. 


k  =  s      /8  =  .  +  ,-i^|5i: 


Les  réciproques  des  théorèmes  précédents  ne  sont  pas  vraies.  Il 
peut  se  faire  que  k  ne  rentre  dans  aucune  des  formes  précédentes 
€t  que  l'équation  soit  néanmoins  impossible.  (Voir  n*"        ). 

129.  —  Formules  donnant  tn,  Un. 
On  a: 

71  période*  moins  un  élément 


t„ 


Un  «i  -h  l  02 


I 


Appelons  ^  la  réduite  qui  précède  —  .  On  a 


*n-t-l    

"n+1 


\  Oi  H-  -H      Ok-lJ 


la  fraction   continuelle  au -h—  \  ...         — -   ayant  k  éléments. 

Ol  I  -H   I  Ofc-  1 

Cette   fraction  continuelle  peut  s'écrire,    en  remplaçant  a^  par 

2ao  -+-  p  (n"  117) 

I      i  II 

Oo  H-  p  +  Oo  -h  -— ^      •••  -4-     n 

«i  H-  I        -t-  I  Ot-i 

c'est-à-dire 

h 

"1 

Donc 


tn+i    


""+*        (ao-4-p  +  ^)«„  +  «„' 
\  «1/ 


^1  \  „  ^  „  '        [(«0  -H  P)"i  +  ^il"»  -+-  «i"« 
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Mais  d'ailleurs  /,/  et  u,/  s'expriment  en  fonction  de  U  et  «„  par 
les  formules  (20),  car  <„  et  Un  ne  sont  autres  que  ce  que  nous  avons 
appelé  à  ce  moment  a  et  b,  et  /„'  et  «„'  sont  a'  et  6'.  On  a 

tn   =  hUn  —  (Oo  -+-  p)<„ 
On'  =  'n  ao"n- 


*n+«    


<l/„  -+-  /fUiU„ 


Il  en  résulte 
(21)  

"n+l  «l'n  H-  ('1   H-  P«l)«,. 

La  fraction  qui  est  au  second  membre  de  cette  égalité  est  irré- 
ductible car  un  facteur  commun  à  ses  deux  membres  doit  diviser 

{t^tn  -h  kaiUn)ai  —  [uit„  ■+-  Qi  4-  pa,)a„]/, 
et 

{iJn  -h  ku^u„){tl  ~h  pu,)  —  [Uitn  +  (fj  -\-  pUi)a„]/cai 

quantités  qui  d'après  l'égalité  /,»  -h  û/iUi  —  ^"«1*  =  d=  i  se  rédui- 
saient à  q=  u„,  zp  t„.  Or  /„  et  u„  sont  premiers  entre  eux. 

Les  deux  fractions  égales  qui  figurent  dans  l'égalité  (21)  étant 
irréductibles  sont  identiques  et  l'on  a 

kuiU„ 

in+^  =  "l'u  +  Cl  ■+■  pHl)"». 

On  a  ainsi  des  formules  de  récurrence  pour  calculer  t„,  «„,  une 
fois  le  calcul  de  t^,  Ui  effectué.  On  peut  en  déduire  des  formules 
donnant  directement  tn,  Un  en  fonction  de  l'indice  n.  Pour  cela 
nous  introduisons  dans  le  calcul  le  facteur  de  cette  solution 
/„  — wu„('). 

(1)  Voici  comment  on  y  est  conduit.  Soit  t,  u  une  solution  de  l'équation  de 
Fermât.  On  a 


d'où 

En  posant 


(t  —  iX}U)(t  —  tou)  =  +  I 

{t  —  cau)"(<  —  uju)"  =  +  I. 

(t  —  u>u)"  =  tn  —  taUn 
on  a 

{t  tOu)"   =    tn   (liUn. 

Donc  <„,  u„  est  aussi  une  solution.  Et  l'on  doit  te  demander  si  en  prenant 
pour  t,  u  la  solution  positive  la  plus  simple  on  n'aurait  pas  ainsi  toutes  les  soIu« 
tions  positives. 
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Les  équations  (22)  donnent 

'n+l  —  ^^n+i  =  [h  —  WU,)/„  +  [kUi  —  Oi{li  -\-  pUi)]u„. 

Mais,  à  cause  de  w^  H-  pw  —  A:  =  o  on  a 

kui  —  w(<i  H-  pUi)  =  —  (/,  —  a)U,)a). 

Donc 

'rt+l  —  WUn+i  =  {Il  —  U)ai)(f„  —  w«„). 

On  en  déduit,  de  proche  en  proche, 

(23)  tn  —  U)U„  =  (/,   —  WUi)". 

On  a  ainsi  une  formule  donnant  directement  /„  —  w«„.  Pour 
en  déduire  des  formules  donnant  directement  /„  et  «,„  nous  écri- 
vons l'égalité  précédente  en  remplaçant  w  par  sa  valeur 

'«  H-  -    «n  + "«  —  L'i  +  V  "^ % "*J    • 

Cette  égalité  entraîne  l'égalité  conjuguée 


P  u„  __  v^4/c  +  P  „^  ^  p.  _^  P  ...  _  v^^^  +  P 
d'où,  par  addition  et  soustraction 


'" + ^  ""  -  '-"¥-^  "" = ['■ + ^'  -  '-^^  "■]' 


En  développant  par  la  formule  du  binôme  on  trouve 

in  -f-  ^,  «n  =  (^  +  I  aO"  -+-  C„«(<,  H-  I  uO»-«  ^^P  «,*  +  ... 

Cn*.  Crt*,   ...   étant,   comme  à   l'ordinaire,    les    coefficients    du 
binôme. 

La  formule  (28)  donne  les  facteurs  de  toutes  les  solutions  posi- 
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iives  quand  on  donne  à  n  les  valeurs  i,  2,  ...  Voyons  ce  qu'elle 
donne  si  l'on  fait  n  =  o,  —  i,  —  2,  ... 
D'abord  pour  n  =  o  elle  donne 

ti  —  u)u,  =  1 

d'où  /,  =  j  ,'ui  =  o,  elle  donne  donc  la  solution  banale  j,  0. 
Pour  n  <;  o  elle  donne,  en  posant  n  =  —  n! 

t_n'  —  wa_„,  =  {t^  —  wui)-"' 
ou 

-      _        (f»  -  o^n^r 

t_n'  —  WU_„)  =z 

=  (^  —  ^"1)'^' ^  {il  —  <;>"i)"' 

(/,>  H-  p/jUi  —  /cuj»)»'  E^^* 

£  étant  égal  à  zp  i  suivant  que  l'équation  P  -h  ptu  —  ku*  =  —  i 
est  possible  ou  non. 
L'égalité 

t_w   —  wu_«,   =   

donne  l'égalité  conjuguée 


— »'  gTl 


/„.  —  w  u„.    _  /„.  -h  (p  H-  <»)«„' 


ou 

d'où  l'on  tire 


U»' 

"-" en* 


Donc  <_„,  ,  u_„,   est  l'une  des  solutions  associées  de   /„,  ,  u„, 
(n°  126)  dififérente  d'ailleurs  de  la  solution  —  /„,  ,  —  a„,  . 

En  combinant  les  résultats  précédents  on  arrive  finalement  au 
résultat  suivant  : 

Les  facteurs  de  toutes  les  solutions  sont  compris  dans  les  for- 
mules ±  [ti  —  wui)"  où  l'on  donne  à  u  toutes  les  valeurs  entières^, 
positives  et  négatives  et  la  valeur  zéro. 
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La  solution  <,,  Ui  qui  peut  ainsi  servir  à  trouver  toutes  les  autres 
s'appelle  solulion  fondamentale  de  l'équation  t^-\-otu — ku^  =  ±i^ 

131.  —  Les  formules  (22)  et  (23)  donnent,  en  y  faisant 
n  =  I,  2,  3,  ...  toutes  les  solutions  positives  des  deux  équations 
t*  -h  plu  —  A'u'  =  it  I . 

Si  l'équation  avec  le  signe  moins  n'a  pas  de  solutions  ces  for- 
mules donnent  donc  toutes  les  solutions  positives  de  l'équation 
avec  le  signe  plus.  Si  l'équation  avec  le  signe  moins  a  des  solu- 
tions, pour  avoir  toutes  les  solutions  positives  de  l'équation  avec 
le  signe  plus  il  faudra  dans  ces  formules  faire  n  =  2,  4,  6,  ... 

Ces  solutions  sont  donc  données  par  la  formule 

Tn  — œU„  =  (f,— œ«,)'" 
ou 

Quant  à  l'ensemble  de  toutes  les  solutions,  positives  ou  non,  de 
l'équation  avec  le  signe  plus  on  voit  comme  plus  haut  que  les 
Jacteurs  de  toutes  les  solutions  de  l'équation  avec  le  signe  plus  sont 
compris  dans  les  formules  : 

±  (fa  —  wu,)" 

OÙ  l'on  donne  à  n  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  négatives  et 
la  valeur  zéro. 

La  solution  t^,  «j,  s'appelle  alors  la  solution  fondamentale  de 
l'équation  avec  le  signe  plus. 

132.  —  Simplification  du  calcul  de  /,,  «1. 
Soit 


ti 

u,  ai 


I 


On  sait  que 


oi  -4- 


I 


est  symétrique  (n"  116  et  117).  On  a  vu   (n°  92)   comment  on 
ramène  le  calcul  de  cette  fraction  à  celui  de  sa  première  moitié 

seulement.  Soit  ^  cette  fraction.  On  aura 

t^  =z  OoP  -r-  Q         Ui  ==  P. 
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133.  —  Cas  oà  l'équation  de  seconde  espèce  peut  se  ramener  à 
une  de  première. 

1°  Lorsque  k  est  pair  l'équation  de  seconde  espèce 

(25)  t^-htu  —  ku^  =  dzi 

peut  se  ramener  à  une  de  première.  En  effet  dans  ce  cas  la  valeur 
de  u  est  paire. 
Posons 

tz=  t'  —  u!         u  =  2U'. 

Aux  valeurs  entières  de  /,  u,  correspondent  des  valeurs  entières 
de  i',  u'  et  réciproquement.  L'équation  devient 

t't  _  (4/f  +  ,)u'«  =  ±  I 

donc  de  première  espèce. 

2°  Supposons  k  impair.  La  transformation  précédente  peut 
encore  se  faire.  Mais  elle  ne  donnera  que  les  solutions  de  (26) 
dans  lesquelles  la  valeur  de  u  est  paire.  Au  moyen  des  formules  de 
récurrence  (22)  on  voit  immédiatement  que  si  «1  est  pair  toutes 
les  valeurs  de  u  sont  paires  aussi. 

Si  Ui  est  impair  on  démontrera  de  proche  en  proche  que  «3^+1 
et  UjA^î  sont  impairs  tandis  que  «s/,  est  pair. 

Lorsque  /*  -i-  ptu  —  /eu*  =  —  i  est  possible  Ui  est  impair. 

133.  —  Exemples  de  résolution  d'équations  de  Fermât, 
i"  Exemple. 

t^  —  2U»  =  ±  I. 

On  a 

.    I  -»-  I 


v/â 


2 


Le  nombre  d'éléments  de  la  période  est  impair.  Donc  l'équation 

avec  le  signe  moins  est  possible.  La  réduite  —  est  ici  -.  Donc  f,  =  i 

«t  Ui  =  I. 

La  solution  positive  générale  est  donnée  par 

tn  -h  u„  v^2  =  (i  +  \/2Y 
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d'où 

/    —  I  _u  ^(^  —  0  o    .    n(n  —  i)(n  —  2)(n  —  3) 

_n       n{n—i){n  —  2)  n{n  —  i)(n  —  2){n  —  3)' n- ^) 

""  —  r  "^       rï:3      "^  "^  1.2.34.5  ^  "^  •- 

En  particulier 

/j  =  3         U2  =  2 

est  la  solution  fondamentale  de  l'équation  avec  le  signe  plus,  dont  la 
solution  générale  est  donnée  par 

T„-f-U„/2  =  (3-+-2v/2)« 

d'où 

T„  =  3"  +  "("-^^  3"-^23  +  n(n-i)(n-2){n-S)  3„-*,._^  _ 
1.2  1.3.3.4 

U„  =  -  3"-'2  +  -i '-^ ^  3"-'2*  -t-  ... 

2*  Exemple. 

<2  _  3u2  =  ±  1 


v/3  =  1  +  — 


I 
2  - 


Le  nombre  d'éléments  de  la  période  est  pair.    L'équation  avec  le 

t  3 

signe  moins  est  impossible.  La  réduite  —  est  - .  Donc  <,  =  2,  '/|  ^:=:  i . 

La  solution  positive  générale  de  l'équation   avec  le  signe  plu»  est 
donnée  par 

/„  +  u„v/3  =  (2  +  v/3)'' 

d'où 

,    _  ,n   ,    "("-0  2»-«  3  -f-  ^"-  ')(^'--^)(»-3_)  2„_,_3,  ^  ^ 
"  1.2  '  1-2.3  4 

n 


1 


""  =  -  ^       -^ -_3 


^  yt(/i—  i)(n—  3)  ^„_3  3  _^  ^^ 

3*  Exemple. 

<2  H-  /u  —  u»  =  zb  1 

^  ^  —  1  H-  v/5  ^  ^  ^  ^  I  _^^ 
^  2  I  H-  I  '" 

Cabir.  —  Tkéorie  des  nombres,  t.  II.  1* 
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Le  nombre  d'éléments  de  la  période  est  impair.  Donc  l'équalion 
avec  le  signe  moins  est  possible.  La  réduite  —  est  - .  Donc  l^  =  o, 
Ui  =  I.  La  solution  positive  générale  est  donnée  par 

,    ^       /  I  -t-  v/5\        /i  +/5\» 

d'où 

n        n{n  —  i){n  —  2)  ^ 

I  1.2.3 

U„  ==    : 


j  _|_  "(^  —  0  5  _,_  n(a  —  i)(n  —  2)(n  —  3)  ^^  ^ 
,   _  1.2  1.2.3.4  "*       u„ 

In —   —  • 

an  2 

En  particulier 

/j  =  I         «2=1 

est  la  solution  fondamentale  de  l'équation  avec  le  signe  plus,  dont  la 
solution  générale  est  donnée  par 

En  particulier 

T2  =  2         Uj  =  3, 

134.  —  Il  nous  faut  maintenant  revenir  au  problème  du  n°124, 
et  montrer  comment  la  résolution  de  l'équation 

{26)  ax^  -+-  bxy  4-  cj'  =  m 

se  ramène  à  celle  d'une  équation  de  Fermât,  La  façon  la  meilleure 
d'y  arriver,  tant  au  point  de  vue  de  la  théorie  qu'à  celui  de  la 
simplicité  des  calculs,  consiste  à  se  servir  de  la  théorie  des  formes 
quadratiques  binaires.  Nous  renvoyons  pour  cette  méthode 
au  chapitre  XIII).  Néanmoins  pour  être  complet  et  parce  que 
la  chose  est  intéressante,  nous  allons  montrer  ici  comment  on 
peut  résoudre  le  problème  dès  maintenant.  Le  lecteur  pourra 
passer  ce  qui  suit  jusqu'au  n**  137  inclus.  Nous  avons  déjà  vu 
qu'on  peut  se  borner  à  chercher  les  solutions  primitives  de  l'équa- 
tion (26).  Je  dis  de  plus  qu'on  peut  se  borner  à  chercher  les  solu- 
tions primitives  dans  lesquelles  la  valeur  de  y  est  première  à  m. 
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En  effet,  soit  d  le  plus  grand  commun  diviseur  de  y  et  m  ; 
d'après  l'équation,  c?  divise  ax*  ;  mais  il  est  premier  à  x  puisque 
x^et  y  sont  premiers  entre  eux,  donc  il  divise  a,  donc  d  est  un 
diviseur  commun  à  a  et  m. 

Réciproquement,  soit  d  un  diviseur  commun  à  a  et  m  ;  pour 
chercher  les  solutions  dans  lesquelles  y  et  m  ont  d  pour  plus 
grand  commun  diviseur  on  posera  y  =^  dy' ,  on  divisera  l'équation 
par  d  et  l'on  cherchera  les  solutions  de  la  nouvelle  équation  où  la 
valeur  de  y'  est  première  à  celle  de  m. 

135.  —  Nous  nous  bornons  Jonc  maintenant,  dans  la  résolu- 
tion de  l'équation  (26)  à  la  recherche  des  solutions  où  la  valeur  de 
y  est  première  à  m. 

Puisque  j  et  m  sont  premiers  entre  eux  on  peut  poser 

{27)  x  =  vy  -h  fnz 

avec 

(28)  __<„<^_. 

L'équation  proposée  devieat 

(29)  {av^  -f-  bv  -+-  c)y^  -f-  (aaf  +  b)inyz  +  am^z^  =  m. 
On  en  déduit  que  l'on  doit  avoir 

(30)  av^  -t-  6u  +  c  ^  o  (oiod  m). 

Si  cette  congruence  est  impossible  l'équation  (26)  l'est  aussi.  Si 
elle  est  possible  soit  y  une  solution.  L'cquatioit  (29)  peut  s'écrire 

(3i)  y^  -f-  (2av  -+-  b)yz  +  amz^  =  1 

équation  de  même  forme  que  la  proposée  mais  où  le  second 
membre  est  égal  à  i . 

Remarquons  que  son  déterminant  (artu  -f-  by  —  ^a(av^  -+-bv-\-c) 
se  réduit  à  6^  —  fiac,  il  est  donc  le  même  que  celui  de  l'équation 
primitive.  En  résumé  : 

Si  la  congruence  (3o)  est  impossible,  l'équation  (26)  fest  aussi. 
Si  la  congruence  (3o)  est  possible  on  cherchera  toutes  ses  solutions 
satisfaisant  aux  conditions  {28).  Pour  chaque  solution  on  Jera  la 
transformation  (27)  et  ton  sera  ramené  à  l'équation  (3i),  de  même 
forme  que  la  proposée  mais  où  le  second  membre  est  égal  à  i . 
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135.  —  Ainsi  nous  sommes  amenés  à  une  équation  de  la 
forme 
(3a)  ax^  -+■  hxy  -f-  cj*  =  i . 

(Les  notations  sont  changées  ;  a,  6,  c,  x,  y  ne  désignent  plus 
les  mêmes  quantités  que  dans  l'équation  (26),  mais  le  déterminant 
est  resté  le  même). 

Supposons  que  nous  ayons   une  solution  particulière  x  =  Xq, 

Nous  ferons  dans  l'équation  (3i)  le  changement  de  variables 

ix  =  Xot  —  ( °  Xo  4-  cjo  )a 

(33)  /      6 ,    ; 

p  désignant  o  ou  i  suivant  que  b  est  pair  ou  impair. 

Les  relations  (33)  peuvent  se  résoudre  par  rapport  k  t  et  u, 
comme  le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  tel  u,  à  savoir 

x.^aa-o  H-  -^  jo)  +  Jo(-=-^  ^0  +  «Jo) 

se  réduit  à  axo^  ■+-  bxoyo  +  cjo^  c'est-à-dire  à  i ,   on  a  tout  sim- 
plement 

t  =  (^axo  -h  -^  yoY  -+■  {-^-^  ^0  -+-  yojy 

u  =  —  yox  -h  Xgy 

de  sorte  qu'à  des  valeurs  entières  de  x,  y  correspondent  des  valeurs 
entières  de  t,  m,  et  réciproquement  (').  La  résolution  en  nombres 
entiers  de  l'équation  (32)  est  donc  ramenée  à  celle  en  nombres 
entiers  de  l'équation  obtenue  par  la  substitution  (33). 
Or  cette  nouvelle  équation  se  réduit  à 

(axo^  -+-  fexojo  -H  cyo^)t^  -h  p{aXo^  -\-  hx^y^  -\-  cy o^a 

7-^  («^0^  +  ^^ojo  -+-  cjo^)  =  I . 

Mais  axo^  +  bxoyo  -+-  cyo^  ^  i .  De  plus      ~  ^  est  entier  car 
(1)  Autrement  dit  la  substitution  (33)  est  modulaire.  Voir  I.  a/la. 
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si  b  est  pair  on  a  A  ^  o  (mod  4)  et  si  b  est  impair  on  a  A  ^  i 

(mod  4).  Posons  — y — -  =  k.  Finalement  on  est  ramené  à  l'équa- 
tion 
(34)  t^  -^  Qta  —  ku^=i 

c'est-à-dire  à  une  équation  de  Fermât  avec  le  signe  plus  (*).  La 
solution  générale  de  l'équation  (29)  est  donc  donnée  par  les  for- 
mules (33)  où  l'on  remplacera  t,  u,  par  la  solution  générale  de 
l'équation  (33). 

Introduisons  dans  le  calcul  la  quantité  (^)  x  —  ay,  a  étant  l'une 
des  racines  de  acâ  +  6a  +  c  =  o  à  savoir 


—  b  -h  ^t\k  -\-  '?  _2_  —  64-2u)-f-p 

On  a 

X  —  ay  =  {xç,—  oiyojlr  —  1  ^— ^  ^o  "+-  cy^  -+■  a{aXo  -h    — ^  7o)Jo. 

Mais  on  vérifie  facilement  que 

b  —  p                        ,            6-+-P\/'  \ 

^       Xo  H-  cyo  +  ct^axo  H ^  yo)  =  (Xo  —  at/o)^. 

Donc 

X  —  ay={x^  —  ay^){t  —  (ou). 

Donc  enfin  la  solution  générale  de  l'équalion  (3 1)  est  donnée 
par 

(35)  X  —  ay  =  àz  [xo  —  ^yo){ti  —  wu,)" 

où  Ton  donne  à  n  toutes  les  valeurs  entières  positives,  négatives, 
et  la  valeur  zéro. 

Î36.  —  Mais  tout  ceci  suppose  qu'on  ait  une  solution  particu- 
lière Xq,  yo  de  l'équation  (32).  Reste  à  en  trouver  une  s'il  y  en  a. 
Pour  cela  appuyons-nous  sur  la  remarque  suivante  : 

(*)  De  sorte  qu'il  nous  aurait  suffi  aux  n°*  126  et  suivants  de  traiter  seule- 
ment l'équation  de  Fermât  avec  le  signe  plus.  Mais  il  était  plus  commode 
comme  on  l'a  \u  de  traiter  en  même  temps  les  équations  avec  le  signe  moins, 
et  d'ailleurs  nous  aurons  besoin  plus  tard  de  ces  dernières. 

(^)  On  y  est  conduit  comme  pour  l'équation  de  Fermât  (voir  la  note  du 
nO  129),  l'équation  proposée  pouvant  s'écrire  a(x  —  ^y){x  —  <*y)  =  i. 
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Si  Von  considère  une  progression  géométrique  indéfinie  dans  les 
deux  sens^  dont  la  raison  q  et  tous  tes  termes  sont  positifs,  il  y  -a 
un  terme  de  cette  progression  et  un  seul  A^"  qui  satisfait  aux  con- 
ditions 

1  <  A7"  <  </        si  7  >  i 

1  ">•  A^  >>  </        si  <j|  -<  I . 

g^  En  effet  ces  conditions  reviennent  à 

loff  A  ^      ^       log  A 
log  9  ^  log  g 

et  il  y  a  bien  un  entier  n  et  un  seul  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Ceci  posé  considérons  la  solution  générale  donnée  par  la  for- 
mule (35). 

La  quantité  /j  —  wu,  est  comprise  entre  o  et  i . 
En  effet  on  a 

(fi  —  toui)  ~\-  (ti  —  wuj)  =  2<i  -t-  pa,  >  o 
et 

(<l  lûUi)[ti  —  WUi)  =  I  >>  o. 

Donc  les  deux  quantités  i,  —  wwj  et  /j  —  wui  sont  positives. 
Leur  produit  étant  égal  à  i  la  plus  petite  est  comprise  entre  o 
et  I. 

Or  c'est  ti  —  wUj,  car 

(ti  —  wUi)  —  {ti  —  (DU,)  =  (o)  —  w)uj'=v/4/f  -+-  p  «1  !>  o. 
Maintenant  l'égalité  (35)^domic 

\  X  —  ay  \  =  \  Xo  —  ^Jo  \  (M  —  ^«i)"' 

Donc  s'il  y  a  des  solutions  il  y  en  a  une  pour  laquelle 

ti  —  wu,  <i  \  X  —  ay  I  -^  1 

et  même  une  pour  laquelle 

ti  —  ititti  <Ci  X  —  «7  *^  1 

(puisque  les  solutions  sont  deux  à  deux  égales  mais  de  signes  con- 
traires). L'égalité 

a(x  —  ^y)^^  —  "j)  =  I 
donne  alors 
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Or  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  entières  de  ce  et  j 
qui  satisfassent  à  toutes  ces  conditions.  On  le  voit  immédiatement 
par  une  représentation  géométrique.  Si  l'on  veut  opérer  unique- 
ment par  le  calcul  il  faut  distinguer  suivant  que  a  est  positif  ou 
négatif. 

Soit  a  positif.  On  a  alors 

ti  —  tOUj  <i  X  —  Ot V  -^    I 

a  •'         a{ti  —  (Di/j) 

On  en  déduit 

i  -  X  <  (.  -  ;)y  <  ^^^^  1  ^^^^  -  (/.  -  <oa,) 


d'où 


~-  <^Y  <      '   ~  "^^  ~  ^"')' 


v/^/f  H-.p  v/4/f  -h  p  {ti  —  wu,) 


On  a  ainsi  des  limites  pour  y.  On  essayera  les  valeurs  entières 
de  y  satisfaisant  à  ces  conditions  et  l'on  verra  pour  chacune  de 
ces  valeurs  si  l'équation  ax^  +  bxy  -\-  cy^  =  i  donne  pour  x  une 
valeur  entière. 

Si  aucun  de  ces  essais  ne  réussit  l'équation  proposée  est  impos- 
sible. 

Si  l'un  d'eux  réussit  on  a  une  solution  particulière. 

Si  a  <<  o  on  trouve  de  même 

I  —  a(/i  —  (OMi)  ^     ^     T  —  a(t,  —  (uMi)     ^ 
Vhk  -+-  p  \/lik-h  p  [ti  —  uiu^) 

137.  —  Ayant  résolu  par  cette  méthode  l'équation  (3i)  on  a 
la  solution  générale  donnée  par 

y  —  az=±(jo  —  ot2o)(/i  —  WH,)" 

a  étant  égal  à 


—  {2av  -h  6)  H-  \/b^  —  liac 

2{av^  -h  bv  -{-  c) 

m 

Remarquons  que  ces  solutions  satisfont  toutes  à  la  condition 
D(y,  /n)  =1  d'après  la  forme  de  l'équation  (3i). 
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On  revient  alors  aux  inconnues  £c,  y  de  l'équation  (26)  et  l'on 
trouve  facilement  la  formule 

X  —  ayz=±{Xf^  —  ay^){l^  —  wUi)" 

a  étant  racine  de  a(/}  -+-  6a  -H  c  =  o 

—  6  4-  v/fe'  —  kac 

a.  = . 

2a 

Telle  est  la  forme  des  solutions  de  l'équation  (26)  correspon- 
dant à  la  racine  v  de  la  congruence  (3o).  Il  faudra  recommencer 
ces  calculs  pour  toutes  les  solutions  de  cette  congruence  et  l'on 
pourra  ainsi  obtenir  plusieurs  séries  de  solutions. 

138.  —  On  a  ainsi  résolu  la  première  question  du  n°  123,  on 
a  les  solutions  de  l'équation  ax^  H-  bxy  -h  cy*  =  m.  Reste  la 
seconde  question  :  trouver  parmi  les  solutions,  celles  qui  satisfont 
à  x^  a  {mod  fx),  J  ^  jS  {mod  p.). 

Or  par  les  formules  (27)  et  (33)  on  voit  qu'une  série  de  solu- 
tions est  de  la  forme 

X  =  Ai  -h  Bu 
y  =  Cl -h  Du 

t,  u,  étant  la  solution  générale  d'une  équation  de  Fermât  et  A,  B, 
G,  D  certains  coefficients  entiers.  Il  faut  donc  écrire 

Ai  -h  Bu  =  a  ) 

Q  +  Du^p?^"^^^'^)- 

Si  ces  congruences  en  /,  u,  sont  impossibles,  la  série  de  solu- 
tions envisagée  nen  donne  aucune  satisjaisanl  aux  conditions 
x  ^  a,  y  ^  |S  {mod  ^). 

Si  ces  congruences,  sont  possibles  il  faut  en  prendre  toutes  les 
solutions. 

Soit  t^U,  u  ^  K  l'une  d'elles.  On  est  ramené  à  la  question 
Parmi  toutes  les  solutions  d'une  équation  de  Fermât  déterminer 
celles  qui  satisjont  aux  conditions  t^U,  u  ^  K  [mod ^.). 

La  solution  générale  étant  donnée  par 

in  —  wu„  =  ±  {ti  —  coui)" 
on  peut  évidemment  se  borner  aux  solutions  données  par 

t„  —  ^ùUJ^  ^=  (/j  —  triUi)"        [n  entier  positif  négatif  ou  nul). 
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Je  dis  que  si  l'on  considère  la  suite  de  ces  solutions  tn,  «n  de 
n  =  —  00  à  n  =  -h  00,  les  systèmes  de  restes  de  /«,  Un  (mod  jt.) 
forment  une  suite  périodique. 

En  effet  comme  il  n'y  a  que'^ct  restes  (mod  (x),  il  n'y  a  que 
p.^  systèmes  de  deux  restes.  Donc  si  l'on  parcourt  la  suite  formée 
par  les  systèmes  de  restes  de  tn,  ù,,,  on  trouve  forcément  deux  de 
ces  systèmes  qui  sont  identiques  par  exemple 

^'  (  (mod  u). 


A  cause  des  formules  de  récurrence  (22)  on  aura  aussi 

(mod  II) 


'n+i  =  tn 


pour  n  >>  /c. 

De  plus  les  formules  (22)  peuvent  se  résoudre  par  rapporta 
tn,  Un  car  le  déterminant  est  égal  à  1 .  On  a 

tn  =  {k  +  p«l)<n+l  —  /f"lWn+, 
«n  =  —  «1^1  -I-  htn+l' 

On  aura  donc  aussi 

'"+*-'"  j  (mod  .a) 

pour  n  <  /c.         ' 

Donc  les  systèmes  de  restes  de  /„,  «„  par  rapport  à  ix  forment 
une  suite  périodique  de  période  L 

Il  en  résulte  la  solution  du  problème.  On  forme  les  solutions 
successives  /i,  Mi  ;  tz,  «2,  ...  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  solu- 
tion /t,  Ui  telle  que 


(mod  jji). 


Si  cela  n'arrive  pour  aucune  valeur  de  i  inférieure  à  u.'  le  pro- 
blème est  impossible.  Si  cela  arrive  on  prend  parmi  les  solutions 
/o,  Ko,*  /i,  Ui  ;  ...  /i_i,«i_i,  toutes  celles  qui  satisfont  aux  condi- 
tions 

tn^ll 


25o  TUËORIE    DES    AOMBRES 

et  chacune  d'elles  en  donne  une  infinité  d'autres  dont  les  facteurs 
sont  donnés  par 

m  entier  positif  négatif  ou  nul. 

139.  —  Exemple. 

Résoudre  l'équation  diophaniienne 

2x^  —  6xy  -+-  j*  —  ilix  -h  loj  +  4  =  0. 

On  trouve  pour  coordonnées  du   centre   -,    et    l'équatioik 

s'écrit 

ou  en  posant  : 

X  =  7x  —  8 

Y  =  7j  -h  II 

aX«  —  6XY  -h  Y*  =  7  X  83. 

Il  n'y  a  pas  de  solutions  impropres.  De  plus  a  =  2  et  m  =  7  X  83 
n'ont  pas  de  facteur  commun.  On  posera  donc 

X  =  uY  +  7  X  83Z 

avec 

.(36)  -12<J3<^,<7_A8?  ' 

et  l'on  obtient  pour  v  la  congruence 

(37)  2v^  —  6u  -h  1^0        (mod  7.83) 

qui  a  comme  solutions  satisfaisant  aux  conditions  (36)  —  198  et  201  i. 
Servons-nous  d'abord  de  la  solution  201.  Alors 

X  =  20iY  +  7.83Z 

et  l'on  trouve 

(38)  137Y2  +  798YZ  +  2.7.83Z''  =  1 

L'équation  de  Fermât  est 

(39)  t2_^a^=j. 
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Or 


y/7  =  2  4-    - 


(       i       1 


I  +  !  4  H 


L'équation  t^  —  711^  =  —  i  est  impossible,   et  la  solution  fonda- 
mentale de  l'équation  (Sg)  est  donnée  par 


'1 

I 

I 

I 

Ml 

I    + 

I 

d'où 

/i  =  8        «1  =  3. 

Ensuite  il  y  a  une  solution  particulière  de  (38)  telle  que 


OU 


52  <  Z  <  3. 


On  trouve  après  essais,  Z  :=  t,  Y  =  —  3. 
Alors  la  solution  générale  est  donnée  par 

137Y  +  (399  +  v/7)Z  =  ±1  (—  12  ^  v^)(/„  -+■  u„  v/7) 


avec 


On  en  déduit 


par  suite 


in  -1-  «n  ^7  =  (8  +   3  v/t")». 


Y  =  ±  (—  3f„  -f-  35u^ 

Z  =  ±  (In  —   12M„) 

X  =  ifc  (—  2î«„  -h  63«„) 
Y  =  ±(-3f„+35iO. 


En   prenant  successivement   le   signe  +  et  le  signe  —  on  a  une 
double  série  de  solutions 

—  2itn  -+-  63u„  H-  8 


y  = 


—  3/„  -I-  35u„  —  ti 
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et 


\- 


2it„  —  63m„  4-  8 

- 

3/„  —  35a„  —  1 1 


Mais  il  faut  que  x,  y  soient  entiers,  ce  qui  donne,  pour  la  première 
série  de  solutions  /„  ^  i  (mod  7)  et,  pour  la  seconde,  t^^  —  1 
(mod  7). 

En  formant  la  période  des  restes  de  <„,  u„  par  rapport  à  7  on 
découvre  que  la  première  condition  est  remplie  pour  toute  valeur  de 
n,  la  seconde  ne  l'est  pour  aucune.  / 

Finalement  nous  trouvons  les  solutions 


—  22<„  +  63u„  4-  8 
X  = 

y  = 


7 

—  Zln-\-  35u„  —   II 


7 
'n4-  «n  ^1  =  (8  4-3  s/'-jY       n=  ...  —  2,  —  1,  o,  i,  a,  ... 

Pour 

"n  =  o  x  =  —  a  J  =  —  2 

n  =  I  X  =fS  y  =  10 

n  ^  —  I         X  =  —  5i         y  =  —  ao 

etc. 

Restent  à  faire  les  calculs  relatifs  à  la  solution  v  =■-  —  198  de  la 
congruence  (37),  ce  que  nous  laissons  au  lecteur. 

140.  Résolution  de  T  équation  de  Fermât  indépendante 
dés  fractions  continuelles.  —  La  méthode  que  nous  avons 
exposée  dans  les  n°*  126  à  133  repose  sur  la  périodicité  du  déve- 
loppement en  fractions  continuelles  des  nombres  quadratiques. 
Son  application  est  donc  essentiellement  bornée  aux  équations  du 
second  degré  et  l'on  ne  peut  espérer  la  généraliser  pour  les  équa- 
tions de  degré  supérieur.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  celle  que 
nous  allons  donner  maintenant.  (Pour  les  applications  numériques 
la  première  méthode  est  préférable)  (*). 

Le  problème  de  la  résolution  de  l'équation  de  Fermât  peut  se 

(1)  La  première  résolution  de  l'équation  de  Fermât,  indépendante  des 
fractioni  continuelles,  est  de  Lejeune-Dirichlet. 
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subdiviser  en  deux   :    i"  démontrer  l'existence  d'une   solution, 
2°  trouver  toutes  les  solutions. 

Il  s'agira  de  la  double  équation  t-  -+-  plu  —  ku'^  =  =b  i ,  mais 
tout  ce  que  nous  dirons  pourra  s'appliquer  à  l'équation  avec  le 
signe  plus  considérée  toute  seule, 

141.  —  Nous  allons  prendre  comme  point  de  départ  le 
théorème  suivant  dû  à  Minkowski  (*). 

Théorème  I.  —  Etant  données  deux  formes  linéaires  à  deux 
variables  ax  -\-  by  et  dx  -h  h'y  dont  le  déterminant  ah'  —  ha!  est 
égal  à  H-  oa  —  i  [les  coefficients  a,  h,  a',  b'  étant  d'ailleurs  des 
nombres  réels  quelconques),  il  existe  des  valeurs  entières  de  x,  y, 
non  nulles  toutes  les  deux,  telles  que  ton  ait 

\  ax  -^-  by  \  <^  I  \  a'x  -\-  b'y  \  -^  1. 

Nous  allons  donner  de  ce  théorème  une  démonstration  géomé- 
trique. Il  est  évident  qu'il  peut  s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 
Considérons  le  réseau  carré  formé  par  les  points  à  coordonnées 
entières  (/.  i/iy).  Si  l'on  trace  les  quatre  droites 

ax  -+■  hy  =  ±  \         a'aî  H-  fe'j  =  ih  1 

il  y  a  des  points  du  réseau  autres  que  0  situés  à  t  intérieur  ou  sur 
le  contour  du  parallélogramme  Jormé  par  ces  quatre  droites. 

Or  il  est  facile  de  calculer  la  surface  de  ce  parallélogramme, 
elle  est  égale  à  ^  \  ab'  —  ba'  \  c'est-à-dire  à  4-  On  est  donc 
ramené  au  théorème  suivant  :  Si  l'on  trace  un  parallélogramme 
ayant  l'origine  pour  centre  et  une  surface  égale  à  [\,  il  y  a  des  points 
du  réseau  autres  que  0  situés  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  de  ce 
paradélogramme. 

142.  —  Pour  démontrer  ce  théorème  nous  le  considérerons 
comme  cas  particulier  d'un  théorème  dû  également  à  Minkowski 
et  relatif  aux  contours  non  concaves. 

Un  contour  fermé  est  dit  non  concave  lorsque  par  chacun  de  ses 
points  passe  au  moins  une  droite  qui  ne  le  traverse  pas. 

Par  exemple  le  contour  d'une  ellipse,  celui   de  toute  courbe 

(1)  MmiowsKi,  Geom  d.  Zahlen,  Leipzig,  1896,  p.  io4.  Dans  cet  ouvrage,. 
le  théorème  est  démontré  pour  un  nombre  quelconque  de  variables. 
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fermée  convexe,  celui  d'un  parallélogramme,  sont  des  contours 
non  concaves. 

Théorème  (')  IL  —  Si  dans  le  réseau  carré  formé  par  les  points 
à  coordonnées  entières  {1.  147)  on  trace  un  contour  fermé  C  non 
concave  ayant  un  des  points  0  du  réseau  CJomn\e  centre  et  de  sur- 
face (^)  égale  à  k'  ce  contour  contient  à  son  intérieur  ou  sur  lui- 
même^  outre  le  point  0,  au  moins  deux  autres  points  du  réseau  i^). 

Pour  le  démontrer  construisons  un  contour  F  homothétique  de 
C  en  prenant  0  comme  centre  dhomolhétie.  Si  le  rapport  d'homo- 
thétie  est  suffisamment  voisin  de  zéro,  le  contour  F  ne  contiendra 
pas  d'autre  point  du  réseau  que  0.  Si  ensuite  le  rapport  d'homo- 
thétie  croît  à  partir  de  zéxo,  le  contour  F  s'agrandira  et  il  y  aura 
un  moment  où  il  passera  par  un  sommet  A  du  réseau.  A  ce 
moment  il  passera  aussi  par  A'  symétrique  de  A  par  rapport  à  0, 
et  peut-être  encore  par  d'autres  commets.  Soit  Ci  le  contour  ainsi 
obtenu  ;  le  théorème  revient  à  démontrer  que  la  surface  de  Ci  est 
air  pltrs  é^ate  k  [\- 

MaTntenant  traçoBs  ïe  contour  F  homothétique  de  Ci  avec  0 

pour  centre  et  -  pour  rapport  dTiomothétie  ;  le  théorème  revient  à 

démontrer  que  la  surface  de  F  est  au  plus  égale  à  i .  • 

Pour  cela  considérons  les  différents  contours  obtenus  en  trans- 
portant F  parallèlement  à  lui-même  de  manière  à  lui  donner 
comme  centre  les  différents  sommets  du  réseau.  Je  dis  que  deux 
quelconques  de  ces  réseaux  peuvent  au  plus  se  toucher  en  un  point 
mais  que  leurs  surfaces  n'ont  pas  de  partie  commune.  Il  suffit 
évidemment  de  le  démontrer  pour  le  contour  F  et  un  autre. 

Si  l'on  considère  d'abord  F  et  le  contour  ayant  pour  centre  le 
point  A,  ces  deux  contours  passent  tous  deux  par  le  point  I 
milieu  de  OA,  mais  leurs  surfaces  n'ont  pas  de  partie  commune 
parce  qu'ils  sont  symétriques  par  rapport  à  ce  point  ï  et  d'ailleurs 

(1)  MiNKOwsKi,  Geom.  d.  Zahlen,  Leipzig  1896,  p.  76.  Dans  cet  ouvrage  le 
théorème  est  démontré  pour  un  espace  à  n  dimensions.  Il  en  résulte  que  les 
notions  de  distance,  de  convexité,  etc.,  n'^  sont  pas  intuitives  et  qu'il  leur  faut 
des  définitions  algébriques.  Nous  nous  en  passons  ici  où  la  représentation 
géométrique   n'est  qu'un    auxiliaire 

(2)  Nous  appelons,  pour  abréger,  surface  d'un  contour,  la  surface  enveloppée 
par  ce  contour. 

(^)  Le  lectftur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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convexes.  Il  en  sera  de  même  pour  T  et  le  contour  ayant  pour 
centre  le  point  A' . 

Si  maintenant  l'on  considère  F  et  le  contour  ayant  pour  centre 
un  point  B  différent  de  A  ou  A',  on  remarque  que  le  point  où  F 
coupe  le  segment  OB  est  à  une  distance  de  0  au  plus  égale  à  la 
moitié  de  OB  car  sinon  le  contour  variable  de  tout  à-l'heure  aurait, 
en  grandissant,  passé  par  B  avant  de  passer  par  A.  Si  F  coupe  OB 
€ntre  0  et  le  milieu  H  de  OB,  les  deux  contours  n'ont  aucun  point 
commun.  Si  F  coupe  OB  en  H,  les  deux  contours  ont  le  point  H 
commun  mais  leurs  surfaces  n'ont  aucune  partie  commune. 

Ceci  posé  prenons  tous  les  sommets  du  réseau  dont  les  coor- 
données ne  dépassent  pas  en  valeur  absolue  un  entier  h.  Ils  sont 
au  nombre  de  (2k  -+-  i)^.  Chacun  d'eux  est  le  centre  d'un  contour 
construit  comme  on  vient  de  le  dire.  En  appelant  S  la  surface  du 
contour  F,  la  somme  des  surfaces  de  tous  ces  contours  est 
(2^  -h  1)^8.  Or  toutes  ces  surfaces  sont  à  l'intérieur  d'un  carré 
dont  le  centre  est  0,  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  et  ont 
comme  longueur  2h  4-  a,  a  étant  une  longoeur  indépendante 
de  h. 

Puisque  ces  surfaces  n'ont  aucun  point  commun  sauf  sur  leurs 
contours  on  a 

(2/1  -t-  i)2S  <  (2/1  -+-  a)2 

d'où 

2/1 


'<m^) 


Ceci  est  vrai  quel  que  soit  h.  Faisons  croître  h  indéfiniment,  le 
second  membre  tend  vers  i .  Donc 

S  <s^  I. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Théorème  III.  —  Etant  données  deux  Jarmes  linéaires  homo- 
gènes indépendantes  ax  ■+-  bj,  a'x  -+-  b'y  et'  deux  nombres  positijs 
e,  e'  dont  le  produit  est  égal  à  la  valeur  absolue  du  déterminant 
ab' — W,  on  peut  trouver  des  valeurs  entières  de  x  et  y,  non 
toutes  les  deux  nulles,  telles  que 

I  aa;  H-  6j  I  <  e  \  a'x  -h  ¥y  \  <^  e'. 
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En  effet,  il  suffît  d'appliquer  le   théorème  I  aux  deux  formes 

ox  -h  6v    .  a'x  -4-  t'y 
'-■  et ; — -  • 


143.  Théorème  IV.  —  Etant  donnée  une  J orme  linéaire  homo- 
gène ax  -+-  by  et  un  nombre  positif  quelconque  e  on  peut  trouver 
des  valeurs  entières  de  x,  y,  non  toutes  les  deux  nulles  telles  que 

I  ax  -H  6j  I  <C  e. 

On  peut  trouver  une  infinité  de  ces  systèmes  de  valeurs. 
En  effet  il  suffit  d'adjoindre  à  ax  -\-  by  une  forme  quelconque 
a'x  -4-  b'y  tel  que  ab'  —  6a'  ;zf  o,  puis  de  prendre  pour  e  la  valeur 

£  et  pour  e'  la  valeur  i^ —       "'  et  enfin  d'appliquer  le  théorème 

précédent  pour  avoir  un  système  de  valeurs  d'œ  et  y  répondant  à 
la  question.  Pour  montrer  qu'il  y  en  a  une  infinité  il  faut  distin- 
guer deux  cas  suivant  que  le  rapport  -  est  irrationnel  ou  non. 

1  °  le  rapport  ~  est  irrationnel. 

Déterminons  un  premier  système  Xo,  yo,  satisfaisant  à  la  condi- 
tion imposée 

I  axo  4-  6jo  I  <  £• 

axo  -t-  6^0  n'est  pas  nul,  car  axo  -t-  by^  =  o  donnerait  -=  —  ^" 
c'est-à-dire  que  r  serait  rationnel.  On  peut  donc  déterminer  un 
second  système  Xi,  yi  par  la  condition 

I  ax^  +  6ji  I  <  I  aXo  -h  by^  \ 
puis  un  troisième  par 

I  axi  4-  bvi  I  <  I  aar,  -h  fcji  | 

et  ainsi  de  suite.  On  a  ainsi  une  infinité  de  systèmes  répondant  à 
la  condition  |  ax  -4-  6y  |  <C  £,  et  deux  quelconques  de  ces  systèmes 
ne  sont  pas  égaux  puisqu'ils  ne  donnent  pas  à  ax  -h  by  la  même 
valeur. 

De  plus  aucun  de  ces  systèmes  ne  donne  k  ax  -+■  by  la  valeur 
zéro. 

2°  /e  rapport  -  est  rationnel. 
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On  a 

a  =  hc 
b  =  kc 

h,  k  étant  des  entiers,  c  un  certain  nombre.  Donc 

ax  -h  by  =  c{hx  H-  ky). 

Les  valeurs  de  ax  -^  hy  sont  donc  des  multiples  de  c.  Donc 
pour  que  \  ax  ~\-  hy  \  tombe  au-dessous  de  |  c  |  il  faut  que 
hx  -h  ky  ^=  o.  Il  y  a  bien  encore  une  infinité  de  valeurs  de  x,  y 
satisfaisant  à  cette  condition,  mais  elles  donnent  toutes  à  ax  -h  by 
la  même  valeur,  à  savoir  zéro. 

Théorème  V,  —  Etant  données  deux  j ormes  linéaires  homogènes 
indépendantes  ax  H-  by,  dx  +  h'y  on  peut  trouver  des  valeurs 
entières  de  x,  y,  non  toutes  les  deux  nulles  telles  que 

I  [ax  ■+-  hy){(ix  H-  b'y)  ]  <  ]  a6'  —  6a'  |  . 

On  peut  trouver  une  infinité  de  ces  systèmes  de  valeurs. 
La  démonstration  de  ce  théorème  est  contenue  dans  celle  du 
précédent  (*). 

(•)  Pour  démontrer  ce  théorème  à  l'aide  des  fractions  continuelles  on  remar- 
quera que 

(ax  -f-  byXa'x  +  b'y) 
peut  s'écrire 

[ax  -+-  6y)r  -  {ax  +  by)  +  - — y\ 

Si  l'on  considère  les  valeurs  x  :=  —  P„,  y  ^z  Qn  trouvées  plus  haut  on 
remarque   que  y  est  positif,    et   de    plus  qu'on  peut  choisir  la  parité  de  n  de 

façon  que  ax  +  by  ait  le  signe  contraire  à  — ~ .  Alors 


ab'  —  6a' 

— :: — y 


I  (ax  +  by)[ax  ■+■  b'y)  \  <i  \  ax  +  by  \ 
Mais  I  ax+hy  \  =     _;     <^  U .  Donc 

y  \      y 

I  [ax  +  by){ax  +  b'y)  |  <  |  a6'  —  6a'  ]  . 

P 

Si  l'on  prend  pour  ~  une  valeur  principale    on   n'est   pas   sûr  de  pouvoir 

choisir  la  parité  de  n.  On  trouve  alors 

I  /        I    i  \/  '      ,    L'  \    ^  \  û6'  —  6a'  1    ,   I  au'  1 
I  (ax  +  by){ax  +  6j)  <  | +  Uts  • 

Cahen,  —  Théorie  des  nombres,  II.  17 
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Remarque.  —  La  généralisation  des  théorèmes  précédents  au 
cas  de  trois  variables  est  Immédiate.  Le  théorème  II  est  alors 
remplacé  par  le  suivant  : 

Si  dans  le  réseau  cubique  formé  dans  l'espace  par  les  points  à 
coordonnées  entières  on  trace  une  surface  fermée,  non  concave, 
ayant  un  des  points  0  du  réseau  comme  centre  et  de  volume  égal  à 
8,  cette  surface  contient,  à  son  intérieur  ou  sur  elle-même,  outre  le 
point  0,  au  moins  deux  autres  points  du  réseau. 

La  généralisation  se  fait  aussi  pour  n  variables  mais  la  repré- 
sentation géométrique  réelle  fait  alors  défaut.  Nous  n'en  parle- 
rons pas  ici. 

144.  Théorème  VI.  —  Etant  donnée  une  forme  quadratique 
binaire  ax^  -\-  bxy  -f-  cy*  à  déterminant  A  =  6*  —  ko-c  positij,  on 
peut  déterminer  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  entières  de  x 
et  y  telles  que 

I  ax'  +  bxy  H-  cj*  |  <  y/À . 
En  efiet  on  a 

ax'  H-  bxy  -f-  cj*  =  a(x  —  39')(x  —  ay 
—  6-+-v/Â         -       —  6  — /AN 


{- 


Considérons  le  système  des  deux  formes  linéaires 

X  —  ay 
X  —  ccy. 

Leur  déterminant  est  a  —  a,  e'est-à  dire  —  • 

a 

On  est  donc  imn)édiatement  ramené  au  théorème  V. 

Cas  particulier  où  a,  b,  c  sont  entiers,  A  n'étant  pas  carré 
parfait. 

Dans  ce  cas  toutes  les  valeurs  prises  par  ax^  H~  bxy  -+-  cy^  pour 
des  valeurs  entières  de  x,  j,  sont  elles-mêmes  entières.  De  plus 
aucune  d'elles  n'est  nulle. 

145.  —  Becherche  d'une  solution  particulière  de  l'équation  de 
Fermât  t'^  -+-  plu  —  /cu^  =  ±  i . 
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On  cherchera  par  la  méthode  précédente  une  suite  de  systèmes 
de  deux  entiers  tels  que  pour  tous  ces  systèmes  on  ait 

I   <2  +   plu  _  /cu2   I   <  v/4/i  H-   p  . 

Les  valeurs  trouvées  pbur  l'expression  t^  -+-  otu  —  ka^  étant 
toutes  entières  et  comprises  entre  —  \/l^k  -i-  p  et  +  v'iik-j-  p  cer- 
taines (^)  d'entre  elles  doivent  se  répéter  indéfiniment.  Appelons  / 
une  de  ces  valeurs  et  /',  a'  ;  l\  u"  deux  systèmes  de  valeurs  de  t,  u, 
donnant  à  ^^  -h  ûtu  —  ku}  cette  valeur.  On  aura 

(89)  n  -h  pt'a'  —  ku'^  =  t'^  +  pfu"  —  ku"'-  =  l 

d'où 

(4o)  {f'  +  pt'a'  —  ku'^){t''^  H-  ofu'  —  ku'")  =  l* 

Or  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  identique  à 

(l't'   -  ku'a')^  -h  p{l't"  —  ka'a"){l"u'  —  Vu")  —  k{t'a'  —  t'a')* 

(Voir  chapitre  XXI). 

L'égalité  (4o)  s'écrit  donc 

(40         {l't"  -  ku'a"Y  +  p{t't"  —  ku'u'Y/u'  —  t'a')  —  k{t"u'  —  t'a")*  =  l\ 

Si  maintenant  on  suppose  que  /',  u'  et  /",  u"  satisfont  aux  con- 
ditions 

on  voit  d'abord  que  i"a'  —  t'u"  sera  divisible  par  /,  puis  l'égalité 
(4i)  montre  que  t't"  —  ku'u"  l'est  aussi,  et  en  posant 

t't"  -  ku'u"  __  ™  fu'  —  t'u"  _  j. 

î  —  ^  l  —^ 

T,  U  sera  une  solution- de 

l^  -^pla  —  ku^  =  I. 

Or  comme  le  nombre  des  systèmes  de  deux  entiers  incongrus 
(mod  /)  est  limité  (égal  à  Z^),  on  trouvera  forcément  daiis  la  suite 
des  systèmes  satisfaisant  à  la  condition  (89),  deux  systèmes  satis- 
faisant aux  conditions  (42).  On  aura  donc  ainsi  une  solution  de 
l'équation   de  Fermât.   D'ailleurs   ce    ne   sera   pas  une  solution 

(i)  U  résultera  de  la  solution  définitive  que  toutes  se  répètent  indéfiniment. 
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banale,  c'est-à-dire  qu'on  n'aura  pas  f  u'  —  t'a"  =  o.  En  efiet  ceci 
entraînerait 

l"        l' 

Alors  l'égalité 

r«  +  p(V  —  ku^  =  t'^  +  pi'u'  —  ku" 
étant  écrite 

montrerait  que  u"^  =  u'*,  d'où  u"  =  eu'  {s  =  dz  i)  et  l'égalité  (43) 
donnerait  alors  t"  =  eu'.  Donc  le  sj'stème  /",  u"  serait  le  même  au 
signe  près  que  le  système  /',  u',  ce  qui  n'est  pas. 

146.  —  Maintenant  que  nous  sommes  sûrs  de  l'existence  de 
solutions  différentes  des  solutions  banales,  nous  allons  montrer 
comment  on  peut  les  trouver  toutes.  Nous  suivrons  pour  cela  la 
méthode  de  Lagrange, 

Théorème  I.  —  Le  produit  de  deux  facteurs  de  solutions  est  un 
Jacteur  de  solution.  Car  soit 

(f'  _  wu'xr  —  wu")  =  T  —  wu. 

On  en  déduit 

(<'  _  a,u')(<"  —  tou")  =  T  —  toU. 
Donc  en  multipliant 

(i'2  _|_  p^'u'  _  ku'^){t"^  -+-  pfu"  —  ku'^)  =  T^  -h  pTU  —  kW. 

Donc  si  t' ,  u'  ;  f ,  u"  sont  deux  solutions,  T,  U  en  est  une  aussi. 

Théorème  II.  —  L'inverse  d'un  fadeur  de  solution  est  un 
facteur  de  solution. 

Démontré  au  n<*  126. 

Théorème  III.  —  Le  rapport  de  deux  facteurs  de  solutions  est 
un  facteur  de  sotution. 

Résulte  des  deux  précédents. 

Théorème  IV.  —  Dans  l'ensemble  des  facteurs  de  solutions  plus 
grands  que  i  il  y  en  a  un  plus  petit  que  tous  les  autres. 

Il  sutfit  de  démontrer  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  ces 
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facteurs  plus  petits  qu'un  nombre  donné  a  plus  grand  que  i. 
Ecrivons 

(44)  I  <C  '  —  utji  <.a 

t  —  aw  est,  au  signe  près,  l'inverse  de  t  —  ««.  On  a  donc 

—  I  <C  '  —  uw  <^  1 
ou 

(45)  —  I  <  uw  —  f  <  1. 

En  additionnant  membre  à  membre  les  inégalités  (44)  et  (45) 
on  trouve 

G  <;  u(u>  —  lo)  <;  1  -H  a 
ou 

G  <  v/4/f  -f-  p  u  <  1  H-  a. 

Il   n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  de  u  satisfaisant  à 
cette  condition,  à  savoir  les  valeurs  entières  négatives  plus  grandes 
—  (  1  -h  g) 

Alors  l'égalité  /'  -h  ota  —  ku^  =  ±  i  montre  qu'il  n'y  a  qu'un 
nombre  limité  de  valeurs  de  t  correspondantes. 

Théorème  VI.  —  Si  l'on  appelle  F  le  plus  petit  facteur  de  solu- 
tion plus  grand  que  i  lajormule  F"  (n  =  i,  2,  ...)  donnera  tous 
les  facteurs  de  solution  plus  grands  que  i. 

D'abord  tous  les  termes  de  cette  suite  sont  des  facteurs  de  solu- 
tion d'après  le  théorème  I  et  ce  sont  des  facteurs  plus  grands 
que  1 .  Ce  sont  les  termes  d'une  progression  géométrique  de  rai- 
son plus  grande  que  i,  ils  sont  donc  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur. Reste  à  montrer  que  tous  les  facteurs  de  solution  plus 
grands  que  i  sont  dans  cette  suite. 

Soit  F'  un  facteur  de  solution  plus  grand  que  i  qui  n'y  serait 
pas.  Il  serait  compris  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  suite. 
On  aurait 

F"  <  F'  <  F»'+* 
d'où 

F' 
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F' 
Alors  p;;  serait  un  facteur  de  solution  (Th.  III),  il  serait  plus 

grand  que  i  et  plus  petit  que  F.  Donc  F  ne  serait  pas  le  plus 
petit  facteur  de  solution  plus  grand  que  i  ce  qui  est  contre  l'hpo- 
thèse. 

L'on  volt  ainsi  que  l'équation  est  complètement  résolue  quand 
on  connaît  la  solution  fondamentale  de  facteur  F,  et  l'on  retrouve 
les  résultats  de  la  première  méthode. 


NOTES  ET  EXERCICES 

1.  —  L'équation  diophantienne  aa;^  —  2xy  —  y^  =  i  est  impos- 
sible ^Transformer  en  congruence  mod  3). 

IL  —  Résoudre  l'équation  diophantienne  x^  —  j!  =  o.  Montrer 
que  cette  équation  est  impossible  quand  a  est  simplement  pair  et  pos- 
sible dans  les  autres  cas.  Quel  est  le  nombre  de  solutions?  Examiner 
le  cas  particulier  où  a  est  une  puissance.  Celui  où  a  est  premier.  En 
déduire  qu'une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  entier  a 
soit  premier  est  que  le  plus  petit  entier  positif  dont  le  carré -ajouté  à  a 

donne  un  carré  soit  — .  . 

2 

m.  —  Trouver  un  entier  qui  augmenté  soit  d'un  entier  a  soit  d'un 
entier  b  donne  dans  les  deux  cas  un  carré  parfait.  Application  a  ^  9, 
6  =  24  (Diophante). 

IV,  —  Résoudre  les  équations  de  Fermât 

x'^  —  Ï097*  =  1 
x"  —  ai  ij'*  =  i 

Rép.  Les  solutions  fondamentales  sont 

pour  la  première        a:  =  158070671986249      y  =  i5i4o424455ioo 
seconde  x  =  278354873650  y=  19162705353 

troisième        x  =  379516300906811930638014896080 
y=  12055735790331359446442538767. 

On  voit  par  ces  exemples  que  même  pour  des  valeurs  relativement 
petites  de  k  on  aurait  tort  de  chercher  à  déterminer  la  solution  fonda- 
mentale par  simples  tâtonnements. 
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V.  —  Au  n''  133  on  a  été  amené  à  s'occupper  de  la  parité  de  «t. 
Démontrer  à  ce  propos  la  règle  suivante.  Pour  déterminer  la  parité  de 
P(ao,  «1,  •••  û„)  on  pourra  i"  supprimer  les  groupes  de  deux  éléments 
pairs  consécutifs,  2°  supprimer  les  groupes  de  trois  éléments  impairs 
consécutifs,  3"  remplacer  les  éléments  pairs  qui  restent  par  des  zéros 
et  les  impairs  par  des  uns. 

VI.  —  Résoudre  les  équations  de  Fermât  x^  —  (a^  ±  a<i)u^  =.  zt  i 
à  étant  un  diviseur  de  a. 

Voir  exercice  VI  du  chapitre  IX. 

VII.  —  Résoudre  les  équations  diophantiennes  suivantes  : 

x^  +  crj  -4-  j-  —  2a;  H-  3/  +  5  =  o 
Ixx^  —  kxy  H-  J^  H-  5a;  —  3 j  -f-  3  :^  o 
2x^  -H  xy\ —  3j*  -\-  X  -^  y  —  4^  =  0 
3x^  —  %xy  4-  aj^  —  \hx  -h  \\y  —  169  =  o 
2x^  —  bxy  H-  7^  —  43;  H-  1  oj  —  7  =  0 

VIII.  ^  Trouver  les  valeurs  entières  de  x  pour  lesquelles  un  tri- 
nôme du  second  degré  à  coefCcienIs  entiers  est  carré  parfait.  AppHca* 
tion  aux  trinômes  —  2x*  -+-  3a;  +  11,  gx''  +  5x  -h  i ,  2x'  —  3x  H-  7, 
3x2  H-  6x  —  I . 

IX.  —  Trouver  deux  entiers  consécutifs  dont  la  différence  des  cubes 
soit  un  carré  parfait. 

Ré  p.  Le  plus  petit  des  deux  entiers  est  de  la  forme 

(2  +  v/3)^"+'  —  (2  v/3)^"+'  —  2  v/3 
4  v/3 

X.  —  On   appelle  nombres  triangulaires   les   entiers   de   la   forme 

— ^  (/i  >■  o).  Les  entiers  — ^  où  h  est  négatif  sont  aussi 

4  •          1  •                              .  L              1/           h(h-h  i)        (h'  —  i)h' 
triangulaires  car,  en  posant  h  =z  —  A'  on  a  -^^ = — 

Démontrer  que  tout  entier  est  la  différence  de  deux  triangulaires. 

En  particulier  a  =  -^ '  —  ^^        ^^^  .  Cette  solution  est  la  seule 

2  2 

quand  a  est  une  puissance  de  2. 

XI.  —  Trouver  des  nombres  qui  soient  à  la  fois  triangulaires  et 
carrés. 

Rép.    '^i'^-^')    où    ^_(3  +  v/8)*  +  (3-^8)>--a 
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XII.  —  Le  seul  nombre  triangulaire  dont  le  quadruple  le  soit  aussi 
est  zéro. 

XIII.  —  Le  seul  nombre  triangulaire  égal  à  la  somme  de  deux 
carrés  consécutifs  est  i . 

XIV.  —  Le  seul  nombre  triangulaire  égal  à  la  somme  des  carrés  de 
deux  nombres  impairs  consécutifs  est  lo. 

XV.  —  Généralisation  de  la  queslion  du  n°  122.  Forme  générale  des 
polynômes  à  une  variable  de  degré  m  qui  prennent  des  valeurs  entières 
pour  toutes  valeurs  entières  de  la  variable. 

Rép. 

/(X)  =  ao-h^X+^X(X-i)-4-...+  Y:|;=^M^-0..(^-'"+0 

X  étant  la  variable  ;  Oo,  a,,  ...  a^  des  coefficients  entiers  arbitraires. 

XVI.  —  Le  théorème  IV  du  n°  143  peut  se  démontrer  à  l'aide  des 
fractions  continuelles  (que  nous  avons  voulu  éviter  à  cet  endroit).  Le 

cas  de  -  rationnel   étant  évident,  examinons    celui  de  -   irrationnel. 
a  a 

h  P 

Réduisons  -  en  fraction  continuelle,  soit  ^r  "ne  réduite.  On  a 
a  yin 


d'où 


•^  =  qw-^è<'^'<" 


I  o(-  P„)  +  6Q„  |<  g^ 


Qn  croissant  indéfiniment  avec  n  on  voit  que  a( —  P„)  -4-  6Q„  tend 

vers  zéro. 

P 
Si  l'on  prend  pour  j^  ^^^  valeur  principale  (Exercice  VII  du  cha- 

Vn 

pitre  VIII)  on  a 

|a(-P„)  +  6Q„|<J^ 


2Q/ 

XVII.  —  Le  théorème  V  du  n"  143  peut  se  démontrer  de  la  façon 
suivante  : 

On  remarque  que 

(ax  H-  by){a'x  -h  b'y)  =  {ax  -h  6j)[^  {ax  +  by)  -h  "     ~    °  jl- 

Si  l'on  considère  les  valeurs  x  =  —  P„,  y  =  Q„  trouvées  plus  haut, 
on  remarque  que  y  est  positif  et  que  de  plus  on  peut  choisir  la  parité 
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de  n  de  façon  que  ax  +  by  ait  le  signe  contraire  à .  Alors 

]  [ax  H-  by){a'x  -h  b'y)  \  <  \  ax  -h  by  \\  ^     ~    "  y    • 
Mais 

\ax  +  by\<\-^. 

Donc 

I  [ax  -h  by){a'x  +  b'y)  |  <  |  a6'  —  6a'  |  . 

p 
Si  l'on  prend  pour  j=r?  une  valeur  principale  on  n'est  pas  sûr  de 

pouvoir  choisir  la  parité  de  n.  On  trouve  alors 

I  {ax  +  by){a'x  +  b'y)  |<    "^'  "  ^°' 


aa 

4? 


tité  supérieure  à 


Donc  I  [ax  -\-  by){a'x  -+-  b'y)  \  peut  devenir  supérieur  à  toute  quan- 
ab'  —  ba' 
a 

Si  l'on  applique  ces  résultats  à  ax^ -f- èa-y -i- 0^^  =  0(0:  —  <^y)(^  —  <^y)t 
les  coefficients  a,  b,  c  étant  entiers  et  A  n'étant  pas  carré  parfait  on 
voit  que  j  œ*  -+■  bxy  4-  cy*  |  peut  devenir  inférieur  à  toute  quantité 

supérieure  à  — -.  Mais  comme  de  plus  |  ax^  -\-  bxy  +  cj^  |  est  entier 

et  que  —  ne  l'est  pas  on  voit  que    |  ax^  +  bxy  -+--  cy'^  \   peut  devenir 

inférieure  à 

1 

XVIII.  —  Réciproque  du  précédent.   Soit  l'équation  diophantienne 

ax'^  -\-  bxy  -f-  cy^  =  m  où  l'on  peut  toujours  supposer  a  >►  o. 

i"  Si  m  >>  o  et  m  <;  ^—^,  toute  solution  aï.  y  de  l'équation  (/  >  o) 
est  telle  que  -  est  une  réduite  de  a  si      ">  a,  une  réduite  de  a  si 

^    y  y 

X        - 
~  <i  a. 

y  '_ 

2°  Si  m  -<  o  et  —  m  <;  —  ,  toute  solution  x,  y   de  l'équation 

(j  >  o)  est  une  réduite  de  a  et  une  réduite  de  a ,  pourvu  que  de  plus 
on  ait 

*   2(v'A  +  2m) 


>M 
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On  pose  -  =  2-+-  —  ouaH — ^eton  démontre  que  dans  les  hypo- 
thèses faites  on  a  j  £  I  <"  ~  • 
'     '2 

XIX.  —  Dans  le  développement  en  fraction  continuelle  d'un  nombre 
quadratique  a  racine  de  ax^  -\-  bx  -\-  c  ^=  o  tous  les  éléments  de  la 
période  sont  plus  petits  que  y^ . 

Pnûfn+l  +  Pn_l  _  Pn  ^ 


'^n''n+ 


Qn«„+t+Q„_i  Qn  Qn(Q«an+l  -H  Q„_i) 

En   calculant  aP„^  -f-  6P„Q„  -f-  cQ„'  =  a(P„  —  aQ„)(P„  —  âQ„) 
on  trouve 


aK'  +  6P„Q„  -+-  cQ,'  =  ,^^      "'^      ., 


v/Â 


Or   I  aP„2  +  6P„Q„  +  cQ^'  1  >  1   et  -^y- ^       ,  tend  vers 

zéro.  On  trouve  at„^i  <^  — î- ,  7)  étant  aussi  petit  qu'on  veut,  d^où 


Table  des  solutions  fondamentales  des  équations 

X-  —  ky^  =  ±  I 

pour  les  entiers  A-  non  carrés  parfaits  depuis  k=  2  jusqu^à 

^=99 


L'inspection  des  derniers  chiffres  de  x,  j,  suffit  pour  montrer  s'ils 
sont  solutions  de  x'^  —  ky^  r=r  -1-  ou  —  1 . 

Ces  tables  donnent  facilement  le  développement  en  fraction  conti- 
nuelle de  {/k.  Il  suffit  de  réduire   -    en    fraction   continuelle.    Soit 

y 

X  X  i 

-=00  + ...  —  ,le  dernier  élément  étant  modifié  s'il  le 

y  a,  -h  +    «„  ' 

faut  (n"  92)  de  façon  que  la  suite  Oj,  a^,  ...  a„  devienne  symétrique. 
Alors  v^/c  =  a. 


fli 


aoo 
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k 

X 

y 

k 

X 

y 

2 

I 

I 

53 

183 

35 

3 

3 

I 

54 

4  85 

66 

5 

a 

I 

55 

89 

13 

6 

5 

3 

56 

i5 

3 

7 

8 

3 

57 

I  5i 

20 

8 

3 

1 

58 

99 

i3 

10 

3 

1 

59 

5  3o 

69 

1 1 

10 

3 

60 

3i 

4 

13 

7 

3 

■6i 

3  97  18 

38  o5 

i3 

18 

5 

63 

63 

•  8 

l^ 

i5 

4 

63 

8 

I 

i5 

4 

I 

65 

8 

1 

J7 

4 

I 

66 

65 

8 

18 

17 

4 

67 

4  88  42 

5967 

19 

I  70 

.  39 

68 

33 

4 

20 

9 

3 

69 

7775 

936 

21 

55 

13 

70 

3  5i 

3o 

32 

»97 

42 

71 

34  80 

4  «3 

33 

34 

5 

73 

17 

2 

24 

5 

I 

73  , 

1068 

I  a5 

36 

5 

I 

74- 

43 

5 

27 

36 

5 

75 

36 

3 

28 

I  37 

34 

76 

57799 

66  3o 

29 

70 

i3 

77 

35i 

4o 

3o 

1 1 

3 

78 

53 

6 

3i 

l5  30 

273 

79 

80 

9 

33 

•  7 

3 

80. 

9 

I 

33 

33 

4 

83 

9 

I 

34 

35 

6 

83 

82 

9 

35 

6 

I 

84 

55 

6 

37 

6 

1 

85 

378 

4i 

38 

37 

6 

86 

I  o4  o5 

Il  33 

39 

35 

.  4 

87 

38 

3 

/,o 

ï9 

3 

88 

»97 

31 

4i 

33 

5 

89 

5  00 

53 

43 

i3 

2 

90 

ï9 

2 

43 

34  83 

53i 

9' 

1574 

I  65 

44 

I  99 

3o 

9!» 

II  5i 

I  20 

45 

I  61 

34 

93 

1  31  5i 

12  60 

46 

3  43  35 

35.88 

94 

3  54  33  q5 

33  10  64 

A7 

48 

7 

95 

39 

4 

48 

7 

1 

96 

49 

5 

5o 

7 

I 

97 

56  o4 

569 

5i 

5o 

7 

98 

99 

10 

52 

6  49 

90 

99 

10 

I 
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Table  des  solutions  fondamentales  des  équations 

X*  -\-  XJ  —  /çy*  =:  +    I 

pour  les  entiers  k  impairs  depuis  U  =  i  jusqu'à  k  =  aS 

L'inspection  des  derniers  chiffres  de  x,  y  suffit  à  montrer  s'ils  sont 
solutions  de  x^  -\-  xy  —  ky^  =  -i-  ou  —  i . 

Ces  tables  donnent  facilement  le  développement  de — — — — 

Il  suffit  de  réduire  -  en  fraction  continuelle.  Soit 

y 

X  il.  Il 

le  dernier  élément  étant  modifié  s'il  le  faut  de  façon  que  la  suite 
Oi,  Oj,  ...  a„  devienne  symétrique.  Alors 


—  1  H-  ^Ixk  -f-  1 


«1 


On  n'a  pas  mis  dans  ce  tableau  les  valeurs  paires  de  k  parce  qu'on  a 
vu  (n°  133)  que  pour  ces  valeurs  l'équation  de  Fermât  de  seconde 
espèce  se  ramène  à  celle  de  première. 


k 

X 

y 

k 

X 

y 

I 

o 

i 

i3 

3 

1 

3 

I 

I 

i5 

17 

5 

5 

a 

I 

«7 

II 

3 

7 

a 

I 

'9 

4 

I 

9 

5 

a 

ai 

4 

I 

II 

3 

I 

a3 

i3 

3 

CHAPITRE  XI 


FORMES  QUADRATIQUES  BINAIRES 

THÉORIE  ALGÉBRIQUE 

ÉQUIVALENCE  ARITHMÉTIQUE  DBS  FORMES 

DÉFINIES 


148.  —  Une  forme  quadratique  binaire  est  une  expression  de 
la  forme  ax^  -+-  bxy  -t-  cj^  où  a,  6,  c  sont  des  nombres  donnés  et 
X,  y,  deux  indéterminées.  Nous  désignerons  souvent  la  forme 
aas*  -\-  bxy  -t-  cy^  par  la  notation  (a,  6,  c). 

a  s'appellera  le  premier  coefficient  de  la  forme,  h  le  second  et  c 
le  troisième. 

b^  —  4ac  s'appelle  le  déterminant  de  la  forme,  nous  le  désigne- 
rons par  A. 

l\ac  —  b^  =  —  A  s'appelle  le  discriminant,  nous  le  désignerons 
par  D. 

Les  racines  de  l'équation  ax^  -f-  6a;  -i-  c  =  o  soient  — — 

s'appelleront  aussi  les  racines  de  la  forme.  Eh  appelant  Wi  et  «» 
ces  deux  racines,  la  forme  ax^  -H  bxy  -+-  cy^  est  identique  à 
a{x  —  iôiy){x  ~  w.y). 

Pour  le  moment  nous  nous  occupons  de  la  théorie  algébrique  des 
formes  binaires  quadratiques.  Alors  a,  b,  c  sont  quelconques. 

Théorème.  —  Le  déterminant  A  {et  par  suite  le  discriminant  D)  est  un 
invariant  de  la  forme  (').  (l.  358). 

(')  On  est  conduit  à  ce  théorème  par  les  considérations  suivantes.  La  condi- 
tion A  =  G  exprime  que  les  racines  de  la  forme  sont  égales.  Or  cette  particu- 
larité se  conserve  par  une  substitution  linéaire.  Donc  A  =  o  doit  entraîner 
A'  =  o. 
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i"  Démonstration.  —    En  effet  si  l'on  effectue  sur  (a,  6,  c)  la  substi- 
tution (     \^\  elle  devient  a',  b' ,  c',  et  l'on  trouve,  par  un  calcul  facile, 

a'  =  aa^  -+-  ha^  -\-  c^* 

b'  =  aaa^  -h  6(ofô  -f-  ^y)  -+-  2070 

c'  =  a'p^  H-  fepo  -h  rb^. 

On  vérifie  facilement  que 

6'î  _  4aV  =  (aS  —  Py)'(^' —  ^«c) 

2*  Démonstration.  —  En  appelant  tOi,  102  les  racines  de  la  forme 
on  a 

A  =  a2(a>i  —  0)2)^ 

D'autre    part,    si    l'on    fait  la    substitution   (     K^  )    sur   la   forme 

a{x  —  ^iy){x  —  lùij)  elle  se  transforme  en  o![x  —  w/jXa;  —  w/j). 
Donc  X  —  0),)'  se  transforme  en  /i(x  —  ^i'y) 
X  —  w^  se  transforme  en  {^{x  —  wj'j) 
/i,  ^2  étant  certains  coefficients  constants  et  l'on  a 

a/j/j  =  a'. 

Ceci  posé  appliquons  le  théorème  sur  l'invariance  du  déterminant 
des  formes  linéaires  (I.  261)  un  système  des  deux  formes  x  —  wjj, 
X  —  ci)2j,  il  montre  que  l'on  a 

Uk{ixiy'  —  0)2')  =  {m  —  Py)(wi  —  0)2) 
ou 

a' 


a 


(wj'  —  0)2')  =  (o(ô  —  ,SYX*^i  —  ^^' 


Elevant  au  carré,  remplaçant  (wi  —  102)^  par  —  et  (w^'  —  w»')^  par 


—7  il  vient 

.«2 


A'  =  (a3  —  ^y)2A. 


149.  —  Du  déterminant  A  on  déduit  une  infinité  d'autres  inva.- 
riants,  à  savoir  CA™,  G  et  m  étant  des  constantes  quelconques.  Nous 
allons  démontrer  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres  en  général,  c'est-à-dire  si 
les  coefficients  a,  6,  c  sont  quelconques  ('). 


(i)  On  peut  dire  :  car  les  deux  racines  w,,  wj  pouvant,  si  elles  ne  sont  pa» 
égales,  être  transformées  par  une  substitution  linéaire  en  deux  nombres  quel- 
conques elles  ne  peuvent  avoir  d'autre  propriété  invariante   que  d  être   égales. 
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Soit  l(a,  b,  c)  un  invariant  tel  que 

(1)  I(a'.  //,  c')  =-- ?(^  ^]l(a.  6,  c). 

Faisons  dans  celte  égalité  a=ic=:o,  6=  i,il  vient  : 

I(aY,  aS  +  Py,  pS)  4-  cp(^  ^)l(o,  i,  o). 


Posons 


J(a,  6,  c)  =  j^. ( 

^  ^        I(o,  I ,  o) 


il  vient  : 

J(^T.  «^^^  -^  ^ï-  P°)  =  ?(Ç  g) 
et  l'équation  (i)  devient 

J(a'.  b',  c')  =  J(aY,  cr5  +  Py,  §5)J(a,  6,  c). 

Prenons  les  dérivées  de  cette  équation  successivement  par  rapport  à 
a,  p,  Y»  S,  et  dans  les  résultats  faisons  a  =  S  =  i,  ^  =  y  =  o,  il 
vient  : 

Ôj  ,       dJ  ÔJ       ,  \  T/  I  s 

b r  2c  -;-  =  —  (o,  I,  o)  .  J(a,  b,  e) 

6  -T  4-  ac  —  ^  —  (o,  I ,  o)  .  J(a,  b,  c) 

( —  (o,  i,o)  signifie  — — — - — -  dans  lequel  on  fait  a=^c  =  oetb=:i\ 

d'où,  en  résolvant  la  première  et  la  troisième  équation  par  rapport  à 
—  et  -r,  puis  la  seconde  et  la  quatrième  par  rapport  à  -y    et  — 

(62  _  4ac)  |-  =  [&  1^  (o.  1,  o)  -  2c  ^  (o,  1,  o)jj(a,  6,  c) 

(62  —  4ac)  1^  =  [^  ^6  (°'  ^'  ^)  ~  ^"  ^  ^°'  ^'  °)]"^('''  ^'  ^) 
(6'-  -  /iac)  ^  =  [_  2c  ^  (o,  I ,  o)  +  6  ^  (o,  1 ,  o)]j(a,  6.  c) 
(fe2  _  4ac)  ^  =  I  6  ^  (o,  I,  o)  —  2a  ^^  (o,  I,  o)Jj(a,  6,  c). 
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Comparant  les  deux  valeurs  de  (6^  —  4ac)  -r  qui  doivent  être  iden- 
tiques on  voit  que 

ôJ    ,  .  ôJ    ,  . 

—  (O,  1 ,  o)  =  —  (O,  I ,  o)  =  o 
da  ^  '       do  ^       '    ^ 

et  on  a  alors,  en  posant  la  constante  -r  (o,  i,  o)  =  2m  : 


d6 


ôJ 


(6*  —  4ac)  ~r  -4-  4"îcJ(a,  b,  c)  =  o 
(6*  —  l\ac)  —f  —  2/n6J(a,  6,  c)  =  o 
(6^  —  Ixac) h  limai(ai,  b,  c)  =  o 

équations  qui  expriment  que  les  trois  dérivées  partielles  de  jrâ 1 — ^ 

sont  nulles. 

Donc  TTô -, — r-  est  une  constante  (^)  et  comme  I  ne  diffère  de  J 

(6*  —  liac)""  ^  ' 

que  par  un  autre  facteur  constant,  le  théorème  est  démontré. 

150.  —  Toule  forme  quadratique  binaire  à  racines  distinctes  est  équi- 
valente, algébriquement  (1.  a46),  à  xy  ;  toute  forme  quadratique  binaire 
à  racines  égales  est  équivalente  algébriquement  à  x^. 

En  effet  la  forme  a{x  —  w,j)(a;  —  ta^y)  où  l'on  suppose  toi  ;zf  wj  se 
transforme  en  xy  par  la  substitution  réversible 

-  ttiyX  -f-  lOiy 

7a 


La  forme  a{x  —  w,j)^  se  transforme  en  x^  par  les   substitutions 
réversibles 


y 


Xx  +  |xy 


HJ 


Wj 


où  X,  fjL  sont  quelconques,  [i  pf  o. 


ôJ 


(i)  D'ailleurs  cette  constante  est  égale  à  1,  puisque  cr  (o,  i,  o)  =  a 
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Il  en  résulte  que  deux  formes  à  racines  inégales  sont  équivalentes 
entre  elles. 

De  même  deux  formes  à  racines  égales.  Une  forme  à  racines 
distinctes  contient  toute  forme  à  racine  égale  mais  n'est  pas  contenue 
dans  elle. 

151.  Formes  définies  et  formes  indéfinies.  —  Ici  il  ne  s'agît 
que  des  formes  à  coefficients  réels.  L'identité 

ax^  +  bxy  -h  cy^  =  a{x  -i-  —  yY  —  ^  J^ 

montre  que  si  A  <;  o  la  forme  prend  pour  toutes  valeurs  réelles  de 
X,  y  une  valeur  de  même  signe  que  a.  Elle  est  dite  définie.   Elle  est 
dite  définie  positive  si  a  >»  o,  définie  négative  si  a  -^  o. 
Si  A  >•  o  les  racines  sont  réelles.  L'identité 

ax^  -h  bxy  -f-  cy^  =  (ce  —  <^iy){x  —  w^y) 

*  X 
montre   alors   que  la  forme  prend  des  valeurs  du  signe  de  a  si  -  est 

extérieur  à  l'intervalle  wj,  102;  des  valeurs  de  signe  contraire  à  a  si  - 
est  intérieur  à  cet  intervalle.  La  forme  est  dite  indéfinie.  Elle  s'annule 
si  -  =  Wi  ou  loj.  « 

y 

Si  A  =  o  la  forme  est  carré  parfait.  On  a  dans  ce  cas 

ax^  H-  hxy  -4-  cy^  =  a(x  -\ yy. 

Elle  prend  pour  toutes  valeurs  réelles  de  x,  y  une  valeur  de  même 
signe  que  a,  sauf  pour  les  systèmes  de  valeurs 

X  =  bX        y  =  —  2aX 
X  étant  arbitraire,  pour  lesquels  elle  prend  la  valeur  zéro. 

152.  Théorie  arithmétique  des  formes  quadratiques 
binaires  à  coefficients  entiers.  —  A  partir  de  maintenant,  sauf 
avis  contraire,  les  coefficients  des  formes,  les  valeurs  particulières 
données  aux  variables,  enfin  les  coefficients  des  substitutions 
seront  des  nombres  entiers.  Rappelons  quelques  définitions  déjà 
données. 

On  dit  que  la  forme  J{x,  y)  représente  l'entier  m  pour  le 

Caben.  —  Théorie  des  nombres,  t,  II.  18 
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système  de  valeurs  x  =  x^,  y  =  jo  des  variables  lorsque 
f{xo,  Jo)  =  m  (I.  265).  La  représentation  est  dite  primitive  si 
Xo,  jo  sont  premiers  entre  eux.  On  peut  se  borner  à  l'étude  des 
représentations  primitives  (I.  266)  ('). 

La  forme  (a,  6,  c)  est  dite  pr/m/Z/ye  quand  a,  b,  c  sont  premiers 
dans  leur  ensemble.  En  tout  cas,  un  diviseur  commun  de  a,  b,  c 
est  dit  un  diviseur  de  la  forme,  et  le  plus  grand  s'appelle  le  plus 
grand  diviseur  de  la  forme.  L'étude  des  formes  non  primitives  se 
ramène  à  celle  des  formes  primitives  (1.  267). 

Toute  forme  /(oic  +  jSy,  yx  -+-  â'y)  (a,  /3,  7,  â,  entiers),  est 
dite  contenue  arithmêtiquement  ou  plus  simplement,  lorsqu'il  n'y 
a  pas  d'ambiguïté  possible,  contenue  dans/(ic,  y).  Tous  les  entiers 
représentables  par/(y.r  +  ^y,  yx  -1-  ùy)  le  sont  aussi  par /(a?,  y) 
(L  268). 

Si  ad^  —  jSy  =  =t  I  les  formes /(x,  y)  etf(a.x  -h  ^y,  yx  -+•  ây) 
se  contiennent  l'une  l'autre.  Elles  sont  dites  équivalentes  (L  270). 
Elles  représentent  les  mêmes  entiers  et  les  représentations  corres- 
pondantes d'un  même  entier  par  les  deux  formes  sont  en  même 
temps  primitives  ou  non. 

L'équivalence  des  deux  formes  J[x,  y)  et  f{ocx  -+-  jSy,  yx  -+■  ^y) 
est  dite  propre  quand  aâ  —  /By  =  H-  i ,  c'est-à-dire  quand  la 

substitution    (     ^^)    est    modulaire.    Elle    est    impropre   quand 

ac?  —  /37  =  "  I . 

Deux  formes  équivalentes  proprement  sont  dites  de  la  miême 
classe. 

Deux  formes  équivalentes  et  en  particulier  deux  formes  de 
même  classe  ont  le  même  déterminant  (n"  148).  La  réciproque 
n'est  pas  vraie,  c'est-à-dire  que  le  déterminant  ne  forme  pas  à  lui 
seul  un  système  complet  d'invariants  (L  294).  Pour  le  montrer  sur 
un  exemple  considérons  les  deux  formes  (i,  o,3)  et  (2,  2,  2), 
elles  ont  le  même  déterminant  égal  à  —  12,  et  cependant  elles  ne 
sont  pas  équivalentes,  puisque  la  première  peut  évidemment  repré- 
senter des  nombres  impairs  et  non  la  seconde. 

{»)  Dans  le  premier  volume  de  cet  ouvrage  (I.  266),  nous  avons  dit  à 
l'exemple  de  nombreux  auteurs  «  représentation  propre  n,  mais  nous  adopterons 
à  partir  de  maintenant  la  dénomination  de  »  représentation  primilive  »  qui  nous' 
semble  bien  meilleure. 
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153.  Ordres  de  classes. 

Théorème.  —  Quand  une  Jorme  en  contient  une  autre,  le  plus 
grand  diviseur  de  la  seconde  est  un  multiple  de  celui  de  la  pre- 
mière. 

Ce  théorème  a  été  démontré  pour  les  formes  arithmétiques  de 
n'importe  quel  degré  (I.  273).  Voici  une  nouvelle  démonstration 
reposant  sur  une  nouvelle  définition  du  plus  grand  diviseur  d'une 
forme. 

Le  plus  grand  diviseur  d'une  forme  quadratique  binaire  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  entiers  représentés  par  cette 
Jorme. 

D'abord  il  est  évident  que  le  plus  grand  diviseur  de  la  forme 
{a,  b,  c),  c'est-à-dire  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a,  6,  c, 
divise  tout  entier  de  la  forme  ax"  -+-  bxy  -f-  cy'. 

Ensuite  un  entier  qui  divise  tous  les  entiers  de  la  forme 
€ix^  -+-  bxy  -h  cy^  divise  en  particulier  a,  c  et  a  H-  6  -t-  c  ;  donc  il 
divise  a,  b,  c,  donc  il  divise  le  plus  grand  commun  diviseur  4e 
ces  trois  entiers. 

Il  en  résulte  le  théorème  annoncé. 

Corollaire.  —  Deux  formes  équivalentes  ont  le  même  plus  grand 
diviseur. 

Ce  plus  grand  diviseur  â  est  donc  encore  un  invariant  arithmé- 
tique dé  la  forme.  Avec  le  déterminant  A  cela  fait  deux  invariants 
que  nous  connaissons. 

Remarquons  que  A  est  divisible  par  c?'.  On  peut  se  demander  si 
A  et  (?  ne  formeraient  pas  un  système  complet  d'invariants,  mais 
cela  n'est  pas  vrai  non  plus,  on  peut  le  voir  sur  l'exemple  sui- 
vant. Les  formes  (1,0,  —  10)  et  (2,0,  —  5)  sont  toutes  deux 
primitives  et  de  déterminant  égal  à  4o,  mais  la  première  ne  peut 
représenter  que  des  entiers  congrus  à  dr  i  (mod  5),  tandis  que  la 
seconde  ne  peut  représenter  que  des  entiers  congrus  à  ±  2 
(mod  5). 

On  est  ainsi  amené  à  considérer  les  ordres  de  classes.  Toutes 
les  formes,  toutes  les  classes  ayant  même  déterminant  et  même 
plus  grand  diviseur  sont  dites  appartenir  à  un  même  ordre.  En 
particulier  les  formes  ou  classes  primitives  de  déterminant  A 
forment  l'ordre  pWm//// de  déterminant  A.  ' 
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154.  Formes  et  classes  de  première  et  de  seconde  espèce. 

Théorème.  —  Dans  deux  J ormes  équivalentes  les  seconds  coejfi^ 
dents  sont  de  même  parité. 

En  eflfet  si  l'on  passe  de  (a,  b,  c)  à  (a',  b' ,  d)  par  la  substitution 


a 


on  a 


=  2(aaP  +  6Py  H-  2yS)  ±  6 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  pourra  donc  distinguer  les  formes  et  classes  où  le  second 
coefficient  est  pair  et  qui  seront  dites  de  première  espèce,  et  les 
formes  et  classes  où  le  second  coefficient  est  impair  et  qui  seront 
dites  de  seconde  espèce. 

Dans  les  J  ormes  et  classes  de  première  espèce  le  déterminant  A 
est  congru  à  zéro  [mod  A),  dans  les  formes  et  classes  de  seconde 
espèce  le  déterminant  est  congru  à  i  [mod  4). 

En  effet,  A  =  6^  —  fiac  est  évidemment  congru  à  zéro  ou  à  un 
(mod  4)  suivant  que  6  est  pair  ou  impair. 

Réciproquement,  tout  entier  congru  à  zéro  [mod  4)  est  détermi- 
nant de  formes  de  première  espèce,  tout  entier  congru  à  un  [mod  4) 
est  déterminant  de  formes  de  seconde  espèce.  En  effet  dans  l'équa- 
tion A  =  6^  —  4ac,  où  A  est  supposé  connu  et  où  il  s'agit  de  dé- 
terminer a,  b,  c,  donnons  à  b  une  valeur,  paire  si  A  est  congru 
à  zéro  (mod  4)  ;  impaire  si  A  est  congru  à  un   (mod  4),  on  en 

tirera  ac  =  — ^ — ,  valeur  entière  d'où  l'on  déduira  des  valeurs 

pour  a  et  c. 

On  peut  ajouter  que  A  est  déterminant  de  formes  primitives.  En 
effet,  parmi  les  systèmes  de  valeurs  de  a  et  c  on  peut  prendre 

a  =  I,  c  =  — ^ —  ;  la  forme  obtenue  est  primitive. 


155.  Formes  arithmétiques  définies  ou  indéfinies.  — Nous 
remarquons  que  les  formes  d'une  même  classe  sont  toutes  définies,  ou 
toutes  indéfinies,  ou  toutes  carrés  parfaits  puisque  leur  déterminant 
est  le  même  (n°  151).  Si  elles  sont  définies,   elles  sont  toutes 
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définies  de  même  signe.  On  peut  donc  parler  de  classes  définies, 
d'un  signe  ou  de  l'autre,  et  de  classes  indéfinies. 

Une  forme  définie  prend  pour  toutes  \aleurs  de  x,  y  une  valeur- 
du  même  signe  que  a. 

Une  forme  indéfinie  peut  représenter  des  entiers  des  deux  signes. 
En  effet  on  a  vu  (n**  151)  qu'elle  prend  des  valeurs  d'un  signe  ou  de 

l'autre  suivant  que  -  est  intérieur  ou  extérieur  à  l'intervalle  Wi,  (j^^. 

y 

Or  il  existe  des  systèmes  de  valeurs  entières  de  a;  et  y  satisfaisant 
à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  conditions.  Il  en  existe  une  infinité.  De 
plus  il  en  existe  une  infinité  dans  lesquelles  les  valeurs  de  x,  y 
sont  premières  entre  elles,  c'est-à-dire  pour  lesquelles  la  représen- 
tation est  primitive. 

Enfin  pour  une  forme  carré  parfait  aag*-H6acy-hcy^=^  ax -ir   y) 

si  l'on  pose =  ^  ,  a  et  |3  étant  premiers  entre  eux,  cette  forme 

représente  primitivement  zéropoura;=a,  j=]3  et  pour x=  —  a, 
y  =  —  |S  ;  elle  représente  zéro,  non  primitivement,  pour  x  ==  aX, 
y  =  |3X  (X  entier  difi'érent  de  ±  i),  elle  prend  une  valeur  du  signe 
de  a  pour  tout  autre  système  de  valeurs  de  x,  y. 

156.  Equivalence  des  formes  définies.  —  Les  problèmes 
fondamentaux  sont  : 

1°  Reconnaître  si  deux  Jormes  sont  équivalentes. 

2°  ^u  cas  oh  elles  le  sont  trouver  les  substitutions  unités  pat  les- 
quelles on  passe  de  l'une  à  l'autre. 

Une  première  condition  pour  que  deux  formes  soient  équiva- 
lentes est  qu'elles  aient  même  déterminant  et  même  plus  grand 
diviseur.  Mais  on  sait  (n°  153)  que  ces  conditions  ne  sont  pas 
suffisantes. 

Il  faudra  distinguer  entre  l'équivalence  propre  et  l'équivalence 
impropre.  Mais  l'un  des  deux  cas  se  ramène  à  l'autre.  Car  si  les 
deux  formes  (a,  b,  c)  et  (a',  6',  c')  sont  équivalentes  proprement 
les  deux  formes  (a,  6,  c)  et  (a',  —  6',  c')  le  sont  improprement. 

Définition.  —  Les  classes  des  formes  (a,  6,  c)  et  (a,  —  b,  c) 
seront  dites  inverses  ('). 

(^]  La  plupart  des  auteurs   emploient^   d'après  Gauss,   le   mot  «  opposéei  ». 
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On  peut  remarquer  que  (a,  6,  c)  et  (c,  —  b,  a)  sont  de  même 
classe  puisque  l'on  passe  de  l'une  à  l'autre  par  la  substitution 

modulaire/^        ')* 

Donc  deux  classes  inverses  peuvent  être  représentées  par  le& 
formes  (a,  6,  c)  et  (c,  6,  à). 

Les  problèmes  fondamentaux  sont  maintenant  les  suivants  : 

A.  • —  Reconnaître  si  deux  formes  sont  de  même  classe. 

B.  —  Au  cas  où  elles  le  sont  trouver  les  substitutions  modulaires 
par  lesquelles  on  passe  de  l'une  à  l'autre. 

On  pourra  supposer  les  formes  primitives,  car  si  {a,  b,  c) 
{a'  b'  c')  sont  de  même  classe  il  en  est  de  même  de  {da,  db,  de)  et 
(da',  db',  de').  Mais  nous  n'aurons  pas  besoin  de  faire  cette  suppo- 
sition dans  ce  qui  va  suivre. 

Nous  nous  occupperons  d'abord  du  cas  où  A  <;  o,  c'est-à-dire 
des  formes  définies. 

Pour  que  deux  formes  définies  soient  de  même  classe  il  faut 
qu'elles  soient  toutes  les  deux  définies  de  même  signe.  Mais  si  les 
deux  formes  (a,  6,  c)  et  (a',  b',  c)  sont  de  même  classe  il  en  est  de 
môme  des  formes  ( —  a,  —  6,  —  c)  et  ( —  a',  —  b',  —  c').  Nous 
nous  bornerons  donc  à  la  considération  des  formes  et  classes  définies 
positives.  Dans  ces  formes  le  premier  et  le  troisième  coefficients 
sont  positifs. 

Définition.  —  Les  deux  formes  (a,  6,  c)  et  ( —  a,  —  6,  —  c) 
seront  dites  égales  mais  de  signes  contraires.  Il  en  sera  de  même 
des  classes  auxquelles  elles  appartiennent. 

La  solution  des  problèmes  A  et  B  repose  sur  la  considération 
des  formes  réduites. 

157.  Définition.  —  La  forme  définie  positive  (a,  6,  c)  est  dite 
réduite  lorsque  les  conditions  suivantes  sont  remplies 

a)  —  a  <  6  <  a 

(3)  a<c 


Mais  le  mot  «  inverse  »  t'accorde  mieux  avec  la  théorie  de  la  composition  ou 
multiplication  (Ch.  XXI).  Gauss  avait  d'abord  assimilé  la  composition  des 
formes  à  une  addition,  mais  tout  le  monde  est  d'accord  maintenant  pour 
l'assimiler  à  une  multiplication. 
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et  de  plus,  au  cas  où  a  =  c 

(4)  6  >  o. 

Théorème.  —  Toute  forme  définie  positive  est  de  même  classe 
qu'une  forme  réduite. 

Soit  (a,  6,  c)  la  forme  donnée.  Ne  nous  préoccupons  pas  d'abord 
de  la  condition  (4)  et  cherchons  une  forme  de  même  classe  que 
(a,  6,  c)  et  satisfaisant  aux  conditions  (2)  et  (3). 

Si  la  forme  (a,  6,  c)  ne  satisfait  pas  à  la  condition  (2)  appli- 
quons-lui la  substitution   modulaire   (  ),   nous  obtenons  la 

forme  (a,  2am  -+-  b,  am^  -h  bni  -+-  c).  Nous  pourrons  déterminer 
l'entier  m  par  la  condition  que  cette  forme  satisfasse  à  la  condi- 
tion (2), 

—  a  <;  iam  H-  6  •<  a. 

Il  suffit  de  prendre  m  ==  El- V 

On  peut  donc  supposer  que  la  fomie  dont  on  part  satisfaise  aux 
conditions  (2).  Pour  ne  pas  multiplier  les  notations  désignons  cette 
forme  par  (a,  6,  c).  Ainsi  on  part  de  (a,  6,  c)  satisfaisant  à  la  con- 
dition —  a  <;  6  •<  a. 

Si  de  plus  a  <^  c  notre  but  est  atteint  la  forme  (a,  b,  c)  satis- 
fait aux  conditions  (2)  et  (3).  Supposons  maintenant  que  cela  ne 
soit  pas,  c'est-à-dire  que  a"^  c. 

Appliquons  à  [a,  6,  c)  la  substitution  modulaire  (  V 

La  forme  (a,  6,  c)  se  trouve  remplacée  par  la  forme 

(5)  (c       2cm  —  b       cm'*  —  bm  -h  a) 

et  l'on  déterminera  m  de  façon  qu'elle  satisfasse  aux  conditions  (2) 
—  c  <[  2cm  —  b  <^  c 

il  suffit  de  prendre  m  =  E( — ^^)- 

De  cette  façon  la  forme  (a,  6,  c)  est  remplacée  par  la  forme  (5) 
qui  satisfait  encore  à  la  condition  (2),  mais  dans  laquelle  le  pre- 
mier coefficient  est  plus  petit  que  dans  la  forme  (a,  b,  c). 

Si  cette  forme  (5)  satisfait  en  outre  à  la  condition  (3)  notre  but 
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est  atteint.  Sinon,  en  continuant  le  même  procédé  on  obtient  une 
suite  de  formes  satisfaisant  toutes  à  la  condition  (2)  mais  dans 
lesquelles,  aussi  longtemps  que  la  condition  (3)  n'est  pas  remplie, 
le  premier  coefficient  diminue  d'une  forme  à  la  suivante.  Comme 
cette  diminution  ne  peut  se  prolonger  indéfiniment  puisque  ce 
premier  coefficient  est  un  entier  positif  on  arrive  nécessairement  à 
une  forme  satisfaisant  aux  conditions  (2)  et  (3).  , 

Reste  la  condition  (4).  Or  si  la  forme  obtenue  n'y  satisfait  pas 
elle  est  de  la  forme  (a,  6,  a)  avec  6  <.  o  ;  il  suffit  de  lui  appliquer 

îa  substitution  modulaire  (°  |  ;  elle  devient  [a,  —  6,  a)  qui 

satisfait  à  la  condition  (4).  Le  théorème  est  donc  démontré.  Ce 
théorème  peut  encore  s'énoncer  : 

Dans  chaque  classe  définie  positive  il  y  a  une  forme  réduite. 

158.  —  Nous  allons  maintenant  montrer  que  : 

Dans  chaque  classe  déji nie  positive  il  n^y  a  qu'une  forme  réduite 
eu,  ce  qui  revient  au  même, 

Deux  formes  réduites  ne  peuvent  être  de  même  classe  que  si  elles 
sont  identiques. 

Lemme.  —  Dans  une  forme  réduite  définie  (a,  b,  c)  on  a  (') 
D  >•  3a*.  L'égalité  na  lieu  que  si  a  =  b  =  c. 

En  eflet  D  =  ^ac  —  b*.  En  remplaçant  au  second  membre  c 
et  I  6  I  par  a  on  diminue  ce  second  membre,  sauf  si  a=  c  =  ]  &  |  . 
Donc 

(6)  D  >  3a» 

sauf  si  a=c=\b\.  Si  a  =  c  =  \  b  \  ,  comme  la  forme  est 
réduite  on  a  6  >>  o,  donc  a  =  b  =  c  et  alors  D  =  3a*. 

Remarque.  —  On  voit  aussi  facilement  que  D  >  36*  et  D  >  3ac, 
les  égalités  n'ayant  lieu  que  lorsque  a  =  c  =  b. 

Passons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  annoncé. 

Supposons  que  dans  une  classe  il  y  ait  deux  formes  réduites 
(a,  6,  c)et(a',  b',  c),  nous  voulons  montrer  qu'elles  sont  iden- 
tiques. 


(*j  Nous  rappelons  que  D 
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'a      j3> 

la  première  à  la  seconde.  On  a 


Soit  i^     "Z  )  la  substitution  modulaire  par  laquelle  on  passe  de 


aa}  -4-  feay  4-  cy^  =  a' 

,  laa.^  +  6(aS  +  Py)  4-  îc^S  =  6' 

^'^'  ^  ap2  _^.  t^8  _j_  c52  ^  c' 

a8  —  jîy  =  I . 

Remarquons  d'abord  que  si  la  substitution  (^     "^j  satisfait  à 

ces  conditions,  la  substitution  (       '^  C)  y  satisfait  aussi.  Ceci 

posé,  la  première  des  équations  (7)  donne 
(8)  (aaa  -f-  h^if  H-  Dy^  =  4aa'. 

Or,  les  deux  formes  étant  réduites,  on  a  D  >  3a*  et  D  '>»  3a'*. 
Donc  D  >  3aa'. 

Alors  l'égalité  (8)  montre  que  7  ne  peut  dépasser  i.  Donc  y  =  0 
ou  -f  ou  —  I . 

i"  Supposons  y  =  o.  Alors  la  dernière  des  équations  (7)  donne 
ac?  =  I  d'où  a  =  c?  =  d=  I ,  et  d'après  une  remarque  faite  plus 
haut  on  peut  se  borner  à  a  =  (j*  =  i ,  Avec  ces  valeurs  de  a,  y,  c?, 
les  équations  (7)  donnent 


1 

a  =  a! 

(9) 

( 

1           aa^  -4-  6  =  6' 
ap*  -}-  6^  +  c  =  c'. 

Or 

—  a  «<  6  <;  a 

et 

—  a'  <  6'  <  a' 

d'où  (puisque  a 

=  «') 

—  a  <  6'  <  a. 

Donc 

—  2a  <^  h'  —  h  <^ia. 

Par  suite  la  seconde  des  égalités  (9)  donne  |3  =  o.  Alors  b  =  b' 
et  c  =  c'  et  le  théorème  est  démontré. 

2**  Supposons  maintenant  y  =±  i ,  ou  plus  simplement  d'après 
la  remarque  préliminaire  y  =  i.  On  peut,  puisque  rien  ne  dis- 
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tingue  les  formes  (a,  6,  c),  (a',  6',  c')  supposer 

(10)  a'  <^  a. 

L'égalité  (8)  où  y  =  i  donne 

(aca  -4-  '6)«  =  liaa'  —  D 

c'est-à-dire,  d'après  (6)  et  (10) 

(aaa  -h  hf  <  a». 

Comme  |  6  |  <c  a^  ceci  exige  que  a  =  o,  -t-  i  ou  —  i.  Nous 
diviserons  donc  le  cas  de  y  =  i  en  trois  autres. 

a)  Y  =  ï  »        <ï  =  o. 

La  dernière  égalité  (7)  donne  jS  =  —  i  et  la  première  donne 
c  =  a!. 

Comme  a'  «^  a  <  c  on  voit  que 

(11)  ol  z=  a=:^  c. 

•  La  deuxième  des  égalités  (7)  donne  alors 
(la)  2cS  =  6  +  6'. 

Or 

—  a  —  a'<6-|-6'<a  +  a' 

ou,  d'après  (11) 

—  ac  <<  6  -+-  6'  <  2c. 

Donc  (12)  donne 

—  I  <;  6  <^  I. 

Ainsi  (J^  =  G  ou  I . 

Si  (^  =  G  la  substitution  y       "I  )  se  réduit  à  (  |.  La  pre- 

mière forme  est  [a,  b,  a)  et  la  seconde  est  (a,  —  b,  a).  Mais 
d'après  (A)  ces  deux  formes  ne  peuvent  être  réduites  en  même 
temps  que  si  6  =  o,  alors  les  deux  formes  sont  identiques. 

Si  c?  =  I,  la  substitution  |        '!  |  se  réduit  h  (^  |. 

La  première  forme  est  (a,  6,  a)  et  la  seconde  est  (a,  na  —  6, 2a — b). 
La  seconde  étant  réduite  c'est  que  2a  —  6  «^  a  d'où  a  <^  6. 
Mais  déjà  6  -<  a.  Donc  a=  b.  Alors  les  deux  formes  sont 
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identiques  h  [a,  a,  a). 

b)  T  =  *  a  =  I . 

La  première  des  égalités  (7)  donne 

a  -h-  b  -\-  c  =  a' 
ce  qui  est  impossible  puisque  a'  <ï  a  et  que  6  >>  —  a  >•  —  c. 

c)  ï=l  a  =  —  1. 

La  première  des  égalités  (7)  donne 

a  —  b  -\-  c  =  a'. 

Or  a'  <  a.  Donc  6  >  c.  Mais  6  <  a  <  c.  Donc  a  =  6  =  c, 
et  la  première  forme  est  (a,  a,  a).  La  première  des  égalités  (7) 
donne  alors  a'  =  a.  La  seconde  donne 

a{8—p)  =  b'. 
Or 

—  a'  <  6'  <  a' 
d'où 

—  a  <  6'  <  a. 

Donc  &  —  /3  =  o  ou  I . 

Mais  la  dernière  des  équations  (7)  donne 

Gomme  r}  —  |S  et  c?  -f-  |S  sont  de  même  parité  on  a  donc 
nécessairement  â  —  ^  =  i .  Alors  0^  =  o,  |3  =  — •  i .  La  substitu- 
tion y       ^)  se  réduit  k  (  M.  Elle  transforme  la  forme 

(fi,  a,  a)  en  elle-même.  Donc  dans  ce  cas  encore  les  deux  formes 
sont  identiques  et  le  théorème  est  démontré. 

159-  Substitutions  automorphes  d'une  £orzne  réduite.  — 

En  même  temps  qu'on  a  démontré  ce  théorème  on  a  trouvé  les 
valeurs  de  a.  ^,  y,  &  ;  par  conséquent  les  substitutions  modulaires 
qui  transforment  une  forme  réduite  en  elle-même  c'est-à-dire  les 
substitutions  modulaires  automorphes  de  cette  forme  (I,  248). 
On  a  ainsi  les  résultats  suivants  : 
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Toute  forme  définie  réduite  a  les  deux  substitutions  modulaires 
automorphes  suivantes  : 

I  =  (  j       (substitution  identique), 

et       J  =  (  I       (substitution  identique  changée  de  signe). 

En  général  il  n'y  en  a  pas  d'autres.  Mais  les  Jormes  (a,  o,  a)  ont 
en  plus  les  deux  substitutions  modulaires  automorphes  : 

T=(l,     l)      et      TJ  =  (o    -;)  • 

et  les  formes  (a,  a,  a)  ont  en  plus  del  et  J  les  substitutions  modu- 
laires  automorphes  : 

u  =  (l.  _;>         uj  =  (°  -;), 

u-=(r'  -:>      "-^=(1.  D- 

Remarquons  à  ce  propos  que  U~^  =  U*  (d'où  U*  =  i). 

On  introduit  souvent  dans  les  calculs  la  substitution  S  =^(  ). 

\o      1/ 

On  a  U  =  TS.  Alors  les  six  substitutions  automorphes  de  (a,  a,  a) 
sont  I,  J,  TS,  TSJ,  S-'T,  S-^TJ  (en  remarquant  que  T"^  =  T) 

En  particuliei  si  l'on  ne  considère  que  des  formes  réduites  on 
a  les  résultats  suivants  : 

Toute  forme  définie  réduite  primitive  différente  de  (i,  o,  i)  et 
de  {if  I,  i)  a  comme  substitutions  automorphes  I  et  J. 

La  forme  (i,  o,i)  a  comme  substitutions  automorphes  I,  J,  T  et 
TJ. 

La  forme  (i,  i,  i)  a  comme  substitutions  automorphes  I,  J,  TS, 
TSJ,  S-^T,  S-^TJ. 

160.  Résolution  des  problèmes  A  et  B.  —  Nous  pouvons 
maintenant  résoudre  les  problèmes  A  et  B.  Pour  voir  si  deux 
formes  J  et  g  sont  de  même  classe  on  cherche  leurs  formes 
réduites.  Si  celles-ci  sont  identiques/ et  g  sont  de  même  classe, 
sinon,  non. 

En  faisant  ce  calcul  on  a  trouvé  des  substitutions  modulaires  2 
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et  2i  par  lesquelles  on  passe  de  y  et  ^  respectivement  à  la  forme 
réduite  commune  h. 

Alors  toutes  les  substitutions  modulaires  permettant  de  passer 
de/à  ^  sont  de  la  forme  2!.\"^T',  A  étant  une  substitution  auto- 
morphe  de  h  (I.  25 1).  Or  on  sait  trouver  toutes  les  substitutions 
automorphes  de  h  (n°  159). 

Le  problème  B  est  donc  résolu. 

I*'  Exemple.  —  Soient  les  deux  formes  (97,  —  i6o,  66)  et 
(34,  —  20,  3)  de  même  discriminant  8. 

1°  Cherchons  la  forme  réduite  de  (97,  —  160,  66).  La  forme 
donnée  ne  satisfait  pas  à  la  condition  (a).  Ici 

On  applique  donc  la  substitution  (  )  la  forme  devient  (97,  34,  3). 

Celle-ci  ne  satisfait  pas  à  la  condition  (3).  Ici 

<-^1  =  KÏ)=«. 

on  applique  donc  la  substitution  (  r  )'  ^*  forme  devient  (3,  a,  i) 

qui  ne  satisfait  pas  encore  à  la  condition  (3). 

On  applique  donc  la  substitution  /  ),  la  forme  devient  (1,0,  2) 

qui  est  réduite. 

On  passe  d'ailleurs  de  (97,  —  160,  66)  à  (1.0,2)  par  la  substitution 

C  ;)x(:-^)x{:-:)=(^^). 

a"  Appliquant  le  même  procédé  à  la  forme  (34,  —  20,  3)  on  trouve 

la  substitution  (  q     /  )  conduisant  à  la  même  forme  réduite  (i,  o,  2). 

Les  deux  formes  sont  donc  de  même  classe. 

3°   Les   deux  seules   substitutions   automorphes   de   (i,  o,  2)  sont 

(;  :)-(o-"  -:)■ 
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Donc  les  deux  seules  substitutions  modulaires  par  lesquelles  on 
passe    de    (97,   —  160,   66)    à    (34,   —  ao,  3)    sont    (    '       fi)   ®*^ 

[-21       -6)- 

2*  Exemple.  —  Trouver  la  forme  réduite  de  [Sg,  laS,  97)  et  les  substi- 
tutions modulaires  par  lesquelles  on  y  passe. 

On   trouve    (i,   i,   i)   comme   forme   réduite    et    la    substitution 

Il  y  a  6  substitutions  répondant  à  la  question  à  savoir  I.,  ZJ,  1.1], 
sUJ,  sU2,  sU»J. 

3*  Exemple.  —  Reconnaître  que  les  deux  formes  (ao^,  —  a84,  101)  et 
(21,  —  a,  21  )  sont  équivalentes  improprement,  et  trouver  les  substitutions 
de  déterminant  —  1  par  lesquelles  on  passe  de  la  première  à  la  seconde. 

Il  suffit  d'appliquer  le  procédé  précédent  à  la  première  forme  et  à  la 
forme  inverse  de  la  seconde  (n*  156)  soit  (ai,  2,  21).  On  trouve  ainsi 
que  l'on  passe  de   (ao4,  —  a84.  loi)  à  (ai,  —  a,  21)  par  les  deux 

substitutions!        ^  )  ^'' ( ^j' 

Système  complet  d'invariants  pour  une  classe  de  formes  qua- 
dratiques binaires  définies  {l  294).  —  Un  tel  système  est  formé 
par  les  trois  coefficients  de  la  forme  réduite. 

161.  Réponse  à  la  question  (I.  270)  pour  deux  formés 
quadratiques  binaires  définies.  —  Deux  formes  quadratiques 
binaires  définies  à  coefficients  entiers  qui  représentent  les  mêmes 
entiers  sont  équivalentes. 

Il  suffit  de  démontrer  que  leurs  formes  réduites  sont  identiques 
ou  inverses.  Pour  cela  nous  allons  donner  une  signification  des 
coefficients  de  la  forme  réduite  au  moyen  des  entiers  représentés 
par  la  forme.  On  suppose  toujours,  pour  fixer  les  idées^  a  et  c 
positifs. 

Théorème.  —  Considérons  la  suite,  par  ordre  de  grandeur  non 
décroissante,  des  entiers  différents  de  zéro  représentés  par  une 
forme  réduite  positive  (a,  b,  c),  chacun  d'eux  étant  écrit  autant  de 
fois  quil  est  représenté  {ce  nombre  de  fois  est  limité  [n'^  120)). 

1°  Le  premier  de  ces  entiers  est  a. 

1°  Chacun  des  entiers  a,  4a,  9a,  ...  n^a,  se  trouve  au  moins 
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deux  fois  dans  la  suite.  Si  on  supprime  chacun  deux  foist  le  pre- 
mier et  le  second  de  ceux  qui  restent  sont  égaux  à  c  et  le  troisième 
est  égal  à  a  —  |  6  |  H-  c. 

Lemme.  —  Si  dans  la  forme  réduite  /(x^  y)  =  ax^  -f-  hxy-\-cy^ 
la  valeur  de  y  est  fixe  et  qu'on  donne  à  x  la  valeur  entière  qui  rend 
la  valeur  de  J  la  plus  petite  possible,  cette  valeur  de  f  augmente 
avec  I  y  I  . 

En  effet,  cette  valeur  de  x  est  l'entier  le  plus  voisin  de ^ 

aa  \       2  a/ 

(S'il  y  a  deux  entiers  équidifférents  de  —  ~  ,  ces  deux  entiers 

répondent  à  la  question,  elles  donnent  la  même  valeur  hj).  La 
valeur  la  plus  petite  dej  est  donc 

ou 

(•3)  ^^'  +  «^'- 

Or  si  [  ;y  I  augmente,  y*  augmente  au  moins  de  i,  et  par  suite  -^ 
augmente  au  moins  de  j-  tandis  que  a9~  diminue  au  plus  de  -  .  Or 

4a  ^    4 

car  on  a  vu  (n°  158)  que  D  >  3a^. 

Donc  si  I  y  I  augmente,  la  valeur  (i3)  augmente.  Le  lemme  est 
ainsi  démontré. 

Ceci  posé  faisons  y  =  o  ;  les  valeurs  que  prend  /  correspon- 
dantes aux  différentes  valeurs  de  x  sont 

a;    I    ...      — 71      ...       — 2     —  I     o         I  2       ...        n 

/    I     ...       an^       ...         4a         a         o         a         4a      ...      ari^ 


(lesflèches  indiquent  le  sens  de  croissance  de/). 
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La  plus  petite  de  ces  valeurs  de /est  o  et  elles  vont  en  croissant 
dans  chaque  sens  à  partir  de  o,  elles  sont  deux  à  deux  égales,  la 
plus  petite  après  o  est  la  valeur  a  qui  est  atteinte  deux  fois. 

Faisons  maintenant  j  =  i,  la  plus  petite  valeur  de/  est  atteinte 

pour  X  = +^'(  —  -'^5*^-y  Or,  puisque  la  forme  est 

réduite,  on  a  —  a  <ib  <^  a,  d'où 

2  aa        2 

Si  6  <C  a  la  valeur  la  plus  voisine  de est  o  et  l'on  a  le 

'^  2a 

tableau  suivant  : 


/  I  ...  an* — bn-\-t  ...  Ixa — a6-j-c  a — b-\-c  c  a-|-6-hc  4a-+-36-f-c  ...  an'-^bn-hc 


la  plus  petite  des  valeurs  de/  est  c  et  ces  valeurs  vont  en  croissant 
dans  chaque  sens  à  partir  de  c.  Elles  ne  sont  atteintes  chacune 
qu'une  fois,  en  effet  si  l'on  avait 

an'^  -\~  bn  -]-  c  =  an"  —  6n'  H-  c         ("  >  o     "'  !>  o) 
on  en  déduirait  après  simplifications 

b  =  a{n'  —  n) 

ce  qui  est  impossible  puisque  b  <.  a. 

La  plus  petite  valeur  après  c  est  alors  a  —  |  6  |  +  c. 

Si  6  =  a  il  y  a  deux  valeurs  entières  de  x  qui  sont  les  plus 

voisines  de à  savoir  —  i  et  o,  et  on  a  le  tableau  suivant 

20 

a:  I  ...  —  2  —  10  1 

\  _ 

y  I  ...       lia  —  ao -t- c  c  c       a-hb-+-c 


Les  valeurs  de/  sont  deux  à  deux  égales  car 

an'^  ~\-  bn  -\-  c  =  a(n  -+-  i)^  —  6(n  +  i)  -H  c. 
Si  donc  on  range  ces  valeurs  par  ordre  la  première  est  c  et  la 
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seconde  aussi.  Mais  ici  c  =  a  —  |  6  ]  -h  c  on  peut  donc  encore 
dire  que  la  seconde  est  a  —  j  6  |  H-  c. 

11  faut  ensuite  faire  y  = —  i,  mais  on  retrouve  les  mêmes 
valeurs  pour  J. 

Faisons  maintenant  y  =  2.  Je  dis  que  n'importe  quelle  valeur 
atteinte  par  la  forme  est  plus  grande  que  a  —  |  6  |  H-  c 

ax-  -\-  ihx  -\-  c"^  a  —  |fe|+c 
ou 

ax'^  -\-  2bx  —  a  +  I  6  I  H-  3c  >»  o. 

Pour  le  démontrer  il  suffît  de  démontrer  que  le  déterminant  du 
premier  membre  est  négatif.  Or  il  est  égal  à 

\b\[\b\—a]-ha{a  —  3c) 

qui  est  négatif  puisque  |  6  |  <  a  <^  c. 

De  toute  celte  discussion  résulte  le  théorème  annoncé. 

On  en  conclut  qu'étant  donnée  la  suite  des  entiers  que  repré- 
sente une  forme  définie  on  peut  en  déduire  les  valeurs  de  a,  de  c 
et  de  a  —  |  6  |  +  c,  par  suite  celles  de  |  6  |  .  Donc  si  deux 
formes  définies  représentent  les  mêmes  entiers  leurs  formes 
réduites  sont  identiques  ou  inverses  ;  dans  les  deux  cas  elles  sont 
équivalentes. 

Remarque  I.  —  Les  résultats  de  ce  numéro  sont  indépendants 
de  ceux  des  n°*  158  et  159.  Si  on  les  suppose  acquis  auparavant 
on  peut  simplifier  beaucoup  les  démonstrations  de  ces  numéros. 

En  effet  dans  les  équations  (y)  on  sait  tout  de  suite  que  a'  =  a, 
c'  =  c,  b'  :^±:  b.  De  plus  si  a  ;z£  c  on  sait  que  la  valeur  a  est 
atteinte  uniquement  pour  a;  =  ±i,j=o;  on  sait  donc  que 
dans  ces  équations  «  =  ±i,  |3  =  o.Le  lecteur  achèvera  faci- 
lement. 

Remarque  II.  —  Si  l'on  ne  considère  que  les  entiers  représentés 
primitivement  par  la  forme,  et  si  on  ne  considère  pas  comme  dis- 
tinctes les  deux  représentations  x  =.  Xo,  y  =^  yo  et  x  =  —  aîo, 
y  ^=  —  jo  on  a  l'énoncé  simple  suivant  : 

Les  trois  plus  petits  entiers  représentés  primitivement  par  la 
Jorme  sont,  par  ordre  de  grandeur  non  décroissante  :  a,  c, 
a  —  I  6  I  -I-  c. 

Gàhin.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  19 
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Mais  cet  énoncé  ne  suffît  pas  pour  démontrer  le  résultat  que 
nous  avions  en  vue  sur  l'équivalence  de  deux  formes  qui  repré- 
sentent les  mêmes  entiers. 

162.  Formes  définies  à  coefficients  non  entiers.  —  Les 

formes  considérées  jusqu'à  maintenant  étaient  à  coefficients 
entiers.  Supposons  maintenant  que  ce  soient  des  nombres  réels 
quelconques.  Mais  les  variables  recevront  encore  des  valeurs 
entières.  Voyons  ce  qui  subsiste  des  résultats  précédents  et  ce  qu'il 
faut  y  modifier. 

La  définition  des  formes  équivalentes  et  celle  des  formes  de 
même  classe  subsiste,  mais  non  celle  des  formes  primitives  et  celle 
du  plus  grand  diviseur  d'une  forme. 

La  définition  des  formes  réduites  subsiste.  Le  théorème  du 
n**  157  subsiste. 

En  effet  sa  démonstration  subsiste  sauf  le  point  suivant.  On 
s'est  appuyé  sur  ce  que  les  premiers  coefficients  des  formes  succes- 
sives qu*on  considère  ne  peuvent  diminuer  indéfiniment  parce  que 
ce  sont  des  entiers  positifs.  Ici  les  premiers  coefficients  ne  sont 
pas  en  général  des  entiers.  Mais  on  remarque  que  le  premier  coeffi- 
cient d'une  forme  est  toujours  un  nombre  représentable  par  la 
forme  (pour  x  =  i,  y  =  6). 

Comme  les  formes  successives  qu'on  considère  dans  la  démons- 
tration sont  équivalentes,  leurs  premiers  coefficients  sont  repré- 
sentables par  la  première  forme.  Alors  la  démonstration  du  n°  157 
subsiste  pourvu  qu'on  ait  démontré  au  préalable  que  :  Les 
nombres  représentables  par  une  forme  déjînie  positive  [a,  b,  c) 
pour  des  valeurs  entières  de  x,  y  et  inférieurs  à  une  limite  donnée 
A  sont  en  nombre  fini.  Or  de 

ax-  -i-  bxy  -h  cj*  =  m 
on  déduit 

{nax  H-  byY  H-  (4ac  —  b^)y^  =  lium. 
Donc 

^    "^  hac  —  6*  ^  Aac—  b*' 

Les  valeurs  entièreà  de  y  satisfaisant  à  cette  inégalité  sont  en 
nombre  fini  et  la  démonstration  s'achève  facilement. 
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Le  théorème  du  n®  161  s'applique  aussi  aux  formes  définies  à 
coefficients  quelconques. 

163.  —  On  a  défini  au  n"  148  les  racines  d'une  forme  (a,  b,  c). 

La  connaissance  d'une  forme  entraîne  celles  de  ses  racines.  La 
réciproque  n'est  pas  vraie  ;  la  connaissance  des  racines  n'entraîne 
celle  de  la  forme  qu'à  un  facteur  constant  près,  les  formes  f(x,  y] 
et  )/(j:,  y)  ayant  les  mêmes  racines. 

Mais  si  l'on  se  borne  aux  formes  à  coefficients  entiers  et  primi- 
tives, la  connaissance  des  racines  entraîne  celle  de  la  forme  au  signe 
près  ;  il  n'y  a  que  les  deux  formes  /  et  — /  ayant  des  racines 
données. 

Dans  le  théorème  qui  va  suivre  il  s'agira  de  formes  binaires 
quelconques. 

Théorème.  —  Sif(x,  y)  est  une  forme  binaire  et  F(a;,  y)  sa 

transformée  par  la  substitution  homogène  ('^    \\  les  racines  de  f 
sont  les  transformées  de  celles  de  F  par  la  substitution  homogra- 
phique  (Ç     ^^. 
En  effet  : 

^{^>  y)  =/(^^  +  f>yr  yx  -H  oj). 

Si  dans  cette  égalité  on  remplace  x  par  une  racine  û  de  F  et  y 
par  I ,  il  vient 

O  =f{aQ  -h  §,  YÛ  H-  8) 

et  en  divisant  par  (yû  4-  o^)'"  (m  =  degré  de/)  (*). 

Donc  _^       g  est  une  racine  de  J. 

Corollaire,  —  SiJ  et  F  sont  proprement  équivalentes,  chacune 
des  racines  de  f  est  proprement  équivalent  à  une  racine  de  F.  Si  f 


(i)  Ce  raisonnement  ne  s'applique  pas  si  Q  =  —  -.  Dans  ce  cas  /  contient 

y  en  facteur  et  le  théorème  est  encore  vrai  en  admettant  que  /  à  une  racine 
inSnie. 
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et  F  sont  improprement  équivalentes,  chacune  des  racines  de  f  est 
improprement  équivalente  à  une  racine  de  F  (la  définition  du 
n"  103  pour  les  nombres  équivalents  étant  étendue  aux  nombres 
imaginaires). 

164.  Théorème  I.  —  Si  deux  nombres  imaginaires  sont  équiva- 
lents les  coefficients  de  leurs  parties  imaginaires  sont  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires  suivant  que  les  nombres  sont  équiva- 
lents proprement  ou  improprement. 

Soient  a-hbi  et  ^^^  _^  ^-^  _^_  g   {(^â  —  fiy  =  ±  i)   ces  deux 

nombres.  On  calcule  facilement  le  coefficient  de  la  partie  imagi- 
naire du  deuxième  de  ces  nombres.  Il  est  égal  à 

(ta -h  8y -h  fb^' 

Il  est  donc  du  même  signe  que  b  ou  de  signe  contraire  suivant 
que  aâ  —  fty  =  _|-  ou  —  i . 

Définition.  —  Nous  appellerons  première  racine  d'une  forme 

définie     (a,  b,  c)    la    racine    (ji  =  ~ ^-^,   la  deuxième  est 

~ — "^  '  ^     .   Autrement    dit  îa  première  racine  est    celle  dans 
2a  ^ 

laquelle  le  coefficient  de  i  est  du  signe  de  a,  la  deuxième  est  celle 

dans  laquelle  le  coefficient  de  i  est  du  signe  contraire  de  a. 

Remarque.  —  Les  deux  formes /et  Ij  (X  =  constante)  ont  les 
mêmes  racines.  Si  X  >  o  elles  ont  même  première  racine  et  même 
deuxième  racine.  Si  ).  <C  o  la  première  racine  de  l'une  est  la 
deuxième  racine  de  l'autre.  Cette  dernière  remarque  s'applique  en 
particulier  aux  deux  formes  /et  —  J. 

Théorème  II.  —  SiJ  et  g  sont  deux  Jormes  binaires  quadra- 
tiques  définies  dé  même  classe  leurs  premières  racines  sont  équivu' 
lentes  entre  elles.  Sif  et  g  sont  improprement  équivalentes  la  pre- 
mière racine  de  tune  est  improprement  équivalente  à  la  deuxième 
de  l'autre. 

Théorème  III.  7—  Pour  que  deux  formes  quadratiques  binaires 
définies  positives  soient  de  même  classe  il  faut  et  il  suffit  que  leurs 
Dremières  racines  le  soient. 
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Ces  deux  théorèmes  sont  les  conséquences  immédiates  de  ce  qui 
précède. 

Le  problème  de  l'équivalence  de  deux  formes  quadratiques 
binaires  définies  est  ainsi  ramené  à  celui  de  l'équivalence  de  deux 
nombres  imaginaires.  (Les  formes  sont  à  coefficients  réels  quel- 
conques, non  forcément  entiers). 

Conséquences.  —  Soit  une  forme  définie  positive  (a,  6,  c)  ;  sa 
première  racine  est 

—  6  -h  iVD 


On  a 


Ç  +  rii  = 


20  30 


d'où 


a 


£2 


Alors  les  conditions  (2),  (3)  et  (4)  pour  que  la  forme  soit 
réduite  s'écrivent  : 

-  i  <  $  <  i  ^2  -f-  v)^  >  I 

2  a 

et,  dans  le  cas  où  q*  h-  yj^  =  i ,  la  condition  supplémentaire 
I  <^  o.  On  a  d'ailleurs  >;  >•  0. 

Nous  dirons  qu'un  nombre  imaginaire  à  partie  réelle  positlvi  est 
réduit  quand  il  satisfait  à  ces  conditions.  Alors  une  forme  définie 
positive  est  réduite  quand  sa  première  racine  l'est  et  le  théorème 
démontré  précédemment,  à  savoir  que  toute  forme  définie  posi- 
tive est  équivalente  à  une  forme  réduite  et  à  une  seule  nous  montre 
que  tout  nombre  imaginaire  à  partie  réelle  positive  est  proprement 
équivalent  à  un  nombre  réduit  et  à  un  seul. 

Les  substitutions  automorphes  d'tme  forme  correspondent  aux 
substitutions  automorphes  de  sa  première  racine.  Cependant  il 
faut  remarquer  qu'aux  deux  substitutions 


X 

ax  -^  ^y 

X 

—  ax  —  Py 

y . 

yx  -t-8y 

y 

—.^x  —  8y 

distinctes  pour  une  forme,  ne  corresponde  pour  sa  racine  qu'une 
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seule  substitution 


En  particulier  la  substitution  J  (n°  159)  n'en  fait  plus  qu'une 
avec  la  substitution  identique.  Plus  généralement  deux  substitu- 
tions A  et  AJ  deviennent  les  mêmes.  On  a  alors  les  résultats  sui-  • 
vants. 

Tout  nombre   imaginaire    qui   nesl   équivalent   ni   à  i  ni  à 

~ —  na  quune  substitution  automorphe,  la  substitution 

identique. 

Tout  nombre   imaginaire  équivalent  à  i  a  deux  substitutions 
automorphes.    Les   deux   substitutions   automorphes    de    i    sont 

il    ")  ^'  {",    ~ï)'  ''"''  <>'  J^i  («cf-(3v  =  ±.)V.« 
déduisent  facilement. 

Tout  nombre  imaginaire  équivalent  à  "^ a  trois  substi- 
tutions   automorphes.    Les    trois    substitutions    automorphes   de 

=-^^  ^on>  c  :).  (L .  :)  ^'  {:  -  ;).  -"-  '>^ 


-  s'en  déduisent  facilement. 


^(^^^^)-»~ 


Nous  continuerons  à  appeler  I  la  substitution  homograpbique 
(^    °\,\}  !&  substitution  /\       _  M,  S  la  substitution ( ^     '^et 

T  la  substitution  ( ) .  Il  ne  peut  pas  y  avoir  de  confusion 

entre  ces  substitutions  et  les  substitutions  homogènes  correspon- 
dantes. 

165.  —  De  la  théorie  précédente  on  peut  déduire  un  résultat 
important  relatif  au  groupe  des  substitutions  modulaires. 

Considérons  d'abord  les  substitutions  homographiques.  Prenons 
un  nombre  quadratique  imaginaire  à  partie  réelle  positive  oj  qui 

ne  soit  ni  de  Ja  classe  de  /  ni  de  celle  de  ~~  ^  ~^ — —  .   Appliquons- 
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lui  une  substitution  modulaire  quelconque  2  ;  il  se  transforme  en 
un  nombre  w'  et  il  n'y  a  que  la  substitution  1  qui  transforme  « 
en  w'.  Or  on  a  vu  (n°  157)  qu'on  peut  passer  de  w  à  w'  par  une 

suite  de  substitutions  (  ^        ]  c'est-à-dire  S'"  et  (  )  c'est-à- 

\o      1/  \i         m) 

dire  TS"*.  Donc  toute  substitution  du  groupe  modulaire  homogra- 

phique  est  décomposable  en  un  produit  de  substitutions  S  et  T. 

Pour  cette  raison  S  et  T  seront  appelées  substitutions  fonda- 
mentales de  ce  groupe. 

Mais  la  décomposition  est  possible  d'une  infinité  de  manières  à 
cause  des  relations  faciles  à  vérifier  : 

T2=i  (ST)'=i. 

On  en  déduit  facilement,  pour  le  groupe  des  substitutions 
modulaires  homogènes  à  deux  variables  que  toute  substitution  de 
ce  groupe  est  décomposable  en  un  produit  de  substitutions  S  et  T, 
ou  en  un  tel  produit  multiplié  par  J. 

166.  —  Le  résultat  précédent  peut  aussi  se  déduire  de  la  théorie 
des  formes  linéaires.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  en  le  généralisant 
par  extension  au  cas  des  substitutions  à  n  variables. 

Théorème.  —  Toute  substitution  unité  S  linéaire  homogène  sur  n 
variables,  2,  est  décomposable  en  un  produit  de  subititutions  fondamen- 
tales qui  sont  : 

1°  Le  changement  de  Xi  en  —  Xi  ; 

2°  Les  Iransposilions  de  x^  avec  chacune  des  autres  variables  x^, 
x^,  ...  aï,, , 

3°  La  substitution  Xi  |  Ti  -t-  Xo  ; 
en  tout  n  -\-  i  substitutions  fondamentales. 

En  effet,  prenons  un  système  de  ;i  formes  linéaires  indépendantes  à 
n  variables  et  à  coefficients  entiers,  A.  Appliquons-lui  la  substitutions, 
nous  obtenons  un  nouveau  système  de  n  formes  linéaires  indépen- 
dantes. Appelons-le  B, 

On  sait  (I.  288)  qu'on  ne  peut  passer  de  À  à  B  que  par  la  substitu- 
tion 2. 

D'autre  part  (I.  a85  et  suiv.),  on  passe  de  A  à  B  par  une  suite  de 
substitutions  des  formes  suivantes  i 

(a)  Substitutions  de  la  forme 

^h  I  qiXi  H-  q2X2  +  ...  -f-  Xa  -4-  ...  +  q^Xn 
{le  coefficient  de  x/i  du  côté  droit  étant  i). 
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(6)  Transpositions  de  Xi  avec  les  autres  variables. 
(c)  Changements  de  signe. 

Maintenant,  les  substitutions  (a)  se  ramènent  encore  à  un  produit 
de  substitutions  plus  simples.  Car  la  substitution 

Xh  1  qiXi  -+-  qiXi  -+-  ...  -h  x^-h  ...  -\-  qnXn 

est  égale  au  produitMes  suivantes 

{Xh  I  qtXi  +  Xh){xh  I  q^i  +  x^)  ...  {x^  \  qn^n -h  x^). 

L'une  de  ces  dernières  Xh\  x^-k-  q^x^  par  exemple  est  égale,  si  q/^ 
est  positif  à  (ct/,  |  x^  -+-  x^)'* .  Si  qi^  est  négatif  elle  est  égale  à 
(x/i  1  Xft  —  ac*)~^*  et  d'ailleurs 

Xh  I  Xh  —  Xk  =  {Xk  I  —  Xk){xh  I  Xh  4-  aî/,)(a;A.  |  —  Xk). 

Nous  avons  ainsi  ramené  la  substitution  2^  à  un  produit  de  substi- 
tutions des  formes  suivantes  : 

(«')  Xh\  Xh-+-  Xk. 

{h')  Transpositions. 
(c')  Changements  de  signe. 

Maintenant  la  substitution  X/,  |  ar^  H-  x^  peut  se  remplacer  par  le 
produit 

(xi  II  Xh){xt  II  Xk){Xi  I  Xi  -h  Xi){xk  II  X2)(x/,  Il  Xi)  (i(. 

Donc  toutes  les  substitutions  (a')  se  ramènent  à  la  substitution 
Xi  I  Xj  -+-  X2  et  à  des  transpositions. 

Ensuite  la  transposition  x/,  ||  x^  peut  se  remplacer  par  le  produit 

(x,  ||x/,)(xi  |1xa)(xi  11  Xh). 

Et  enfin  un  changement  de  signe  x^  |  —  x^  peut  se  remplacer  par  le 
produit 

(Xi  II  X/,)(X,   I   —  Xi)(Xi  II  Xh). 

Le  théorème  est  alors  démontré. 

Remarque.  —  De  ces  n  -h  1  substitutions  fondamentales  les  n  pre- 
mières ont  un  déterminant  égal  à  —  i,  et  la  (n  -h  i)^™^  un  détermi- 
nant égal  à  4-  I .  En  remarquant  que 

(*)  Rappelons  que  la  notation  Xh  jj  xk  signifie  la  transposition  ou  l'échange 
de  Xh  et  Xk. 
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on  voit  qu'on  peut  prendre  comme  substitutions  fondamentales  les 
suivantes  : 

(a")  Les  n  —  1  substitutions  : 


--1 


—  Xi 


A  =  (2,  3.  ...  n) 


{b")  La  substitution 


Xi    \  Xi  -{-  X2 


(c")  Changement  de  signe  de  ari. 

Alors  toutes  ces  substitutions  ont  le  déterminant  H-  i ,  sauf  la  der- 
nière. 

Théorème.  —  Une  subslilution  unité  étant  mise  sous  forme  de  produit 
des  substitutions  précédentes,  on  peut  faire  que  la  substitution  Xi  \  —  Xj. 
n'entre  qu'une  fois  au  plus  dans  ce  produit  et  soit  placée  la  dernière. 

En  effet  si  cette  substitution  se  trouve  dans  le  produit  précédant  une 


Xi 

substitution 

Xh 

l'égalité 


—  Xi 


on  pourra  la  faire  passer  après  au  moyen  de 


^\Xh     —  xj  \Xu      —  XiJ    "^       '  ^ 


Xî  on  pourra 


Si  elle  se  trouve  précédant  la  substitution  Xi  \  Xi 
la  faire  passer  après  au  moyen  de  l'égalité 

{xi  \  —  Xi)(xi  I  Xi  H-  aja)  = 

=GtJ{-h--)(:;i-J(-h--)C:l-O(H-^0 

Toutes  les  substitutions  Xj  |  —  x^  étant  ainsi  rejetées  à  la  fin  du 
produit,  on  peut  d'ailleurs  réduite  leur  nombre  à  zéro  ou  un  au 
moyen  de  l'égalité 

(Xi   I   —  Xi)2  =  1 

La  substitution  est  alors  modulaire  (de  déterminant  =  +  i)  ou  de 

déterminant  =  —  1 .  suivant  que  cette  substitution  Xi  |  —  Xj  n'existe 

pas  ou  existe.   On  voit  ainsi  que  toute  substitution  modulaire  est  un 

cCâ  I  ce  h 
produit  de  substitutions  >  soit  T/„  et  Xi  |  Xi  H-  x^,  soit  S. 

On  peut  aussi  prendre  comme  substitutions  fondamentales  les  substi- 


tutions T/.  =  "^M  ^^       et  V  =  "^^ 

X/i  I  Xi  X2 


—  Xi 

—  Xi 


Xi 


De  plus  la  relation  T^*  =  i  permet  de  réduire  les  exposants  des  T/t 
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de  à  G,  1 ,  2  OU  3  et  la  relation  V^  =  1  permet  de  réduire  les  exposants 
de  V  à  o,  1  ou  2. 

Reste  à  savoir  si  avec  ces  nouvelles  substitutions  fondamentales  la 
décomposition  d'une  substitution  modulaire  n'est  possible  que  d'une 
seule  manière  (les  exposants  des  T/,  n'étant,  bien  entendu,  déterminés 
qu'au  module  4  près  et  ceux  de  V  au  module  3  près).  Cela  n'est  pas 
pour  n  >>  2,  car  on  a  par  exemple  : 

Mais  pour  n  =  2  il  n'y  a  qu'un  T/,,  les  relations  de  la  forme  précé- 
dente n'existent  donc  pas  et  la  question  peut  se  poser  (Voir  la 
note  III  de  ce  chapitre). 

Remarque.  —  Ces  résultats  s'étendent  immédiatement  aux  substitu- 
tions homographîques  à  n —  1  variables  —  ,  —,  ...  "~^,  mais  dans 
ce  cas  l'exposant  des  T/,  est  réduit  à  2. 

167.  —  Les  résultats  précédents  relatifs  aux  substitutions  sont 
aussi  des  résultats  relatifs  aux  tableaux.  Ils  permettent  d'énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Tout  déterminant  égal  à  i  et  à  éléments  entiers  peut  se  former  en  par- 
tant du  déterminant  dont  tous  les  éléments  de  la  diagonale  principale  sont 
égaux  à  i  et  les  autres  nuls,  et  faisant  sur  ce  déterminant  un  certain 
nombre  de  fois  les  deux  opérations  suivantes  :  1°  Echange  d'une  colonne 
avec  la  première  avec  changement  de  signe  des  éléments  de  la  nouvelle 
première  colonne  ;  2°  addition  des  éléments  de  la  première  colonne  à  ceux 
de  la  seconde. 


NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  Vérifier  l^équivalence  des  couples  de  formes  suivants  et  trou- 
ver les  substitutions  modulaires  par  lesquelles  on  passe  de  la  première 
à  la  seconde 


(5.  -  1,  4) 

et 

(32,  79,  49) 

(19.-  118,81) 

et 

(uA,  292,  187) 

(i3.  36,  25) 

et 

(25,  64,  40 

(61,  149,  91) 

et 

(127,  —  293,  169). 

II.  —  En  faisant  les  mêmes  hypothèses  que  dans  la  remarque  II  du 
n°  161  démontrer  que  dans  la  suite  des  entiers  considérés  et  dont  les 
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trois  premiers  sont  a,c,a  —  |  6  ]  H-  c  ;  le  quatrième  est  a  -h  j  6  |  H-  c, 
le  cinquième  est  [\a  —  2  |  6  |  +  c,  le  sixième  et  le  septième  sont 
4a-f-2|6|+ceta  —  2|6|-}-4c;  mais  on  a 

4aH-2|6|+c§a  —  2|6|+4c 

suivant  les  cas  (^). 

111.  —  Dans  le  groupe  des  substitutions  homographiques  à  une  variable, 
modulaires,  si  l'on  prend  comme  substitutions  fondamentales 


T  = 


i  V  = 


z 


chaque  substitution  modulaire  n'est  décomposable  que  d^une  façon  en  pro~ 
duit  de  substitutions  T  et  V,  les  exposants  de  T  étant  o  ou  i,  et  ceux  des 
V  étant  o,  1  ou  2. 

IV.  —  Appelons  substitutions  modulaires  de  première  famille  les 

dZ       I        Ci 

substitutions  z    ~\  où  a,  S,  y,  ô  sont  >>  o  et  où  l'on  a  a  >  S  et 

yz  +  0  .  '^'  " 

ot  >»  y.  Démontrer  que  le  produit  de  deux  substitutions  de  première 
famille  est  une  substitution  de  première  famille.  En  déduire  une 
théorie  de  la  divisibilité  de  ces  substitutions  analogue  à  celle  des 
entiers.  (11  faut  distinguer  la  divisibilité  première  manière  et  la  divisi- 
bilité seconde  manière. 

V.  —  Résultats  analogups  pour  les  substitutions  modulaires  dans 
lesquelles  a,  ,3,  y  °  sont  >-  o  et  où  a  -<  ^  et  a  <;  y- 

VI.  —  Il  n'y  a  pas  entre  les  substitutions  du  groupe  modulaire 
homographique  à  une  variable  de  relation  non  identique,  indépen- 
dante des  relations  T^*  =  i,  V^  =  1  (^). 

(1)  G.  HuMBBRT,  C.  R.  A.  S.,  160  (1915),  p.  647. 
G.  JuLLiA,  id.  162  (1916),  p.  l5l. 

(2)  Pour  les  exercices  111  à  VI  voir  E.  Cahbh,  Ballet,  de  la  Soc.  Math,  de 
France,  t.  43  (i9i5),  p.  69. 


CHAPITRE  XU 


EQUIVALENCE  ARITHMETIQUE  DES  FORMES 
QUADRATIQUES  BINAIRES  INDEFINIES 


168.  Formes  carrées.  —  Avant  d'examiner  le  cas  des  formes 
indéfinies,  c'est-à-dire  dans  lesquelles  A  =  6^  —  ^ac  est  positif, 
il  faut  examiner  le  cas  intermédiaire  ou  A  =  o  (formes  carrées). 
Ce  cas  est  d'ailleurs  très  simples.  On  a  alors  : 

ax^  H-  bxy  -+-  cy^  = 7^    •^'  . 

La  forme  2ax  -hby  a.  une  forme  réduite  qui  est  D(2a,  b)x,  donc 
ax^  -4-  bxy  ■+-  cy'^  a  la  forme  réduite  (^)  : 

D'ailleurs 

D^(2a,  b)  _  D(4q«,  b^)  _  D(4a^  4ac)  _  p.,^     . 

7 7  L/IQ,    CI, 

a  4a  4a 

Finalement  ax^  -f-  6icy  -+-  cy^  a  comme  forme  réduite  D(a,  c)x^. 
On  voit  alors  que  deux  formes  carrées  (a,  6,  c)  et  (a',  6',  c')  sont 
de  même  classe  ou  non  suivant  que  D(a,  c)  =  D(a',  c')  ou  non. 

En  particulier  deux  formes  carrées  primitives  sont  de  même 
classe.  Car  dans  une  forme  carrée  primitive  on  a  D(a,  c)  =  i. 
En  effet  lorsque  a  et  c  ont  un  facteur  premier  commun  ce  facteur 
divise  aussi  b  et  la  fornqe  n'est  pas  primitive. 

C)  Rappelons  que  D  {a,  b)  désigne  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  6. 
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169.  Formes  décomposahles.  —  Nous  arrivons  maintenant  au 
cas  des    formes  indéfinies.   Le  déterminant  A  est  positif  et  les 

racines =^^ sont  réelles.  Mais  il  y  a  un  cas  particulier  à 

examiner  celui  où  A  est  carré  parfait  (Comparer  n°  laB).  Alors 
les  racines  de  la  forme  sont  rationnelles,  la  forme  se  décompose 
donc  en  un  produit  de  deux  formes  linéaires  à  coefficients  ration- 
nels. On  démontre  même  qu'elle  se  décompose  en  deux  formes 
linéaires  à  coefficients  entiers  (Cas  particulier  d'un  théorème  dû  à 
Gauss,  qui  sera  démontré  plus  tard).  En  effet,  soit  : 

(i)  b^  —  liac  =  m* 


Alors 
ax^-hbxy-^  cy^  =  -  iax  H —  y\  lax  n 


y 


et  sont  deux  entiers,  car  on  tire  de  (i)  que  6  et  m 

sont  de  même  parité.  De  plus  leur  produit  est  égal  à  ac,  il  est  donc 
divisible  par  a.  Il  y  a  donc  deux  diviseurs  complémentaires  d'eid' 

de  a  tels  que  d'd"  =  a  et  que  — - —  soit  divisible  par  d'  et 

par  d".  Alors 

ax^  +  bxy  +  cy-  =  [d"x  +  ^-^  y'j   (d'x  4-  ^^  y). 

Forme  réduite.  —  Par  une  substitution  unité  on  peut  réduire  en 
même  temps  (I.  286) 


d" 

X  -4- 

b  -h  m 

à 

Ax 

- 

2d'     ^ 

d'x 

6 

+  - 

—  m 

ad"    y 

à 

Bx-i- 

cy 

avec 

0 

<A, 

0  <  B  <C. 

Alors 

en 

posant 

AB: 

=  u  et  AC  =  u 

la  forme  est  réduite 

à 

X  [ux 

-hvy) 

' 

avec 

o< 

u  <Cv. 
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Mais  la  substitution  employée  est  seulement  une  substitution 
unité,  elle  n'est  pas  forcément  modulaire.  Or  ici,  voulant  distin- 
guer entre  l'équivalence  propre  et  l'équivalence  impropre  (n"  152) 
nous  ne  voulons  employer  que  des  substitutions  modulaires.  Il 
sera  donc  nécessaire,  si  la  substitution  employée  précédemment 

est  de  déterminant  —  i,  de  lui  adjoindre  la  substitution  (  ^ °  ) 

de  manière  à  en  faire  une  substitution  modulaire.  On  peut  seule- 
ment dire  alors  que  la  forme  réduite  est  : 

X  {ux  -H  vy) 
avec 

o<  u  <  1  u  I 

mais  sans  que  l'on  soit  sûr  du  signe  de  v. 

Néanmoins,  par  une  nouvelle  substitution  modulaire  on  peut 
faire  que  ce  coefficient  soit  positif.  En  effet,  étant  donnée  la  forme 
X  (ux  -4-  vy)  où  l'on  suppose  y  <C  o,  choisissons  deux  entiers  a,  y, 
satisfaisant  aux  conditions 

au  -h  yv  =  D  (u,  v),         a  >.  o 
et  faisons  la  substitution  modulaire 


Alors  X  {ux  ■+-  vy)  se  transforme  en 

a:[aD(u,  v)x  —  vy] 

de  sorte  que  les  coefficients  de  x  et  de  y  sont  maintenant  tous  les 
deux  positifs. 

En  résumé  la  forme  réduite  est  : 

x{ux  -h  vy) 
avec 

0  <C  u  <Cv 

Théorème  .  —  Deux  formes  réduites  de  même  classe  sont  identiques .  ^ 
Soient  les  deux  formes 

x{ux  +  vy)       et       x{a'x  -h  v'y) 
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Puisqu'elles  sont  de  même  classe  elles  ont  même  déterminant. 

Donc  v'^  =  v'-  et  puisque  v  et  v'  sont  positifs  on  en  déduit  v  =  v'. 

Écrivons  alors  que  la   première  forme  devient  la  seconde  par 

la  substitution  modulaire  (J'A  nous  avons 

aa^  H-  uay  =  u' 

2Ua^  +  u(at8  -j-  ^y)  =  V 

u,32  +  u^S  =  0 

La  dernière  équation  donne 

soit       p  =  0       soit       u,3  -t-  u5  =  0 
Si 

^  =  0       on  a       a  =  8^£        (e  =  ±l) 

et  la  première  équation  donne 

tvy  =  u'  ~    u. 

Or 
o  <;  «'  <!  y        et        0  <[  u  <  V,        donc        y  =  o       et       u'  =  m. 

Les  deux  formes  sont  identiques, 

Si 

Up  -h    «0  =  0 

la  seconde  équation  donne 

ui^  -\-  vp^  =  v 

Des  deux  équations  précédentes  on  tire 

v(cxo  —  Py)  =  —  ^ 

d'où,  puisque  ac?  —  I^V  =  i .  on  tire  v  =  o.  Mais  si  y  =  o  la  forme 
n'est  pas  seulement  décomposable,  elle  est  carrée.  Ce  cas  est 
écarté  ici. 

Substitutions  automorphes  de  la  forme  réduite.  —  On  a  trouvé 
a  =  â  =  z  |9=7=o  donc  les  deux  seules  substitutions 
automorphes  d'une  forme  réduite  sont  I  et  J  (n*  iSg). 

170.  —  Nous  considérons  à  partir  de  maintenant  les  formes^ 
indéfinies  non  décomposables.  Le  déterminant  A  ^  6^  —  4ac  est 
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positif  et  non  carré  parfait.  Les  racines =^- —  sont  des  nombres 

quadratiques  réels. 

La  solution  du  problème  d'équivalence  donnée  pour  les  formes 
définies  ne  s'applique  pas  aux  formes  indéfinies,  car  les  calculs 
faits  à  cette  occasion  supposent  essentiellement  D  ">  o.  Nous 
ferons  reposer  la  solution  du  problème  pour  les  formes  indéfinies 
sur  de  tout  autres  principes. 

Nous  distinguerons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  pour  les 
formes  définies,  la  première  et  la  seconde  racine. 

—  6-+-v/À        ., 
•  '  —  est  la  première 


20 

6— v^À 


est  la  seconde. 


Le  théorème  du  n»  i63  et  sa  démonstration  s'appliquent,  sans 
modification,  aux  formes  indéfinies.  Les  théorèmes  II  et  III  du 
n"  i64  s'appliquent  aussi  aux  formes  indéfinies  mais  la  démons- 
tration est  à  modifier. 

Soit  la  forme  (a,  6,  c)dontla  première  racineestco= •  Si 

l'on  fait  sur  (a,  6,  c)  la  substitution  modulaire  [  îj*  la  racine  de  la 
forme  transformée  qui  correspond  à  oj  est 


c'est-à-dire 

—  [^aat'^  -f-  feÇgg  -+-  Py)  +  aoyS]  -f-  (a5  —  ^y)  y/A 


ou 


^y)v/a 


a'  et  b'  étant  le  premier  et  le  second  coefficient  de  la  forme  trans- 
formée. On  voit  que  si  la  substitution  est  modulaire  uâ'  —  jSy  =  i , 
et  cette  racine  est  bien  la  première  de  la  forme  transformée.  Si  la 
substitution  est  unité  et  non  modulaire  la  première  racine  d'une 
forme  correspond  à  la  seconde  de  l'autre. 
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171.  —  L'équivalence  de  deux  formes  indéfinies  est  ainsi 
ramenée  à  celle  de  leurs  racines.  Provisoirement  nous  ne  distin- 
guerons pas  entre  l'équivalence  propre  et  l'équivalence  impropre. 
On  sait  (n°  107)  qu'une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
l'équivalence  de  deux  nombres  réels  est  que  leurs  développements 
en  fractions  continuelles  soient  identiques  à  partir  d'un  certain 
élément.  Ici,  de  plus,  les  nombres  en  question  étant  quadratiques, 
leurs  développements  sont  périodiques.  Alors  la  condition  précé- 
dente s'énonce  :  pour  que  deux  nombres  quadratiques  soient  équi- 
valents il  Jaut  et  il  suffit  que  leurs  périodes  se  déduisent  lune  de 
l autre  par  une  permutation  circulaire. 

Supposant  cette  condition  satisfaite  cherchons  toutes  les  substi- 
tutions unités  par  lesquelles  on  passe  d'un  nombre  à  l'autre. 

Puisque  les  périodes  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  permu- 
tation circulaire  on  peut  supposer  qu'elles  sont  identiques  en 
rejetant,  s'il  le  faut,  les  premiers  éléments  de  l'une  des  deux  dans 
la  partie  non  périodique.  Ecrivons  donc 


\ 


'■-'"'  +  W 


I 

( 

I 

■"+     < 

1 

K-v- 

Il  + 

ïr   -H 

I 

I 

"*H- 

1 

6V-H 

ai  H- 

flr-H 

Posons 


e  =  ai  + 


«2 


P        Vh 

Désignons  par  rè  et  q-^  la  dernière  et  l'avant-dernière  réduite 


de  60  4- 


61 


1  P/i'    f  P//-J 


la  dernière  et  l'avant- 


dernière  de  60'  -h  g-7— 

On  aura 

P/.e  Ht  P/i-i 


I 

6V 


P//6  -^  P'„_i 


On  passe  de  oj  à  0  par  la  substitution  ^  =  ( 'O    *  P^  / 

(P  '    P'     \ 
q',    ç.,^~^  I .  On  voit  alors 


Cahss.  —  Tfcéorie  des  nombres,  t.  II. 
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comme  toujours  que  la  forme  générale  des  substitutions  par 
lesquelles  on  passe  de  w  à  5  est  ITl',  T  étant  la  forme  générale  des 
substitutions  automorphes  de  $. 

D'ailleurs  comme  1  et  1'  sont  des  substitutions  unités  pour  que 
2T2i'  le  soit  aussi  il  faut  et  il  suffît  que  T  le  soit.  Donc  la  forme 
générale  des  substitutions  unités  par  lesquelles  on  passe  de  (jH  à  Ô  est 
2T2',  T  étant  la  forme  générale  des  substitutions  automorphes  unités 
du  nombre  quadratique  immédiatement  périodique  0,  et  on  est 
ramené  à  chercher  ces  dernières. 


172.  —  Substitutions  automorphes  unités  d'un  nombre  quadra- 
tique immédiatement  périodique. 
Soit 


6  =  a,  -h 


Or 


Considérons  la  fraction  continuelle  formée  par  n  périodes 


I 

'"  + 

I 

1 

""-h 

«2  -t- 

«r  -+- 

fll  + 

Soit  —  la  dernière  réduite   de  cette  fraction  continuelle  et  ^ 

Yn  On 

l'avant  dernière.  On  a 


at„0 


TnO 


«nS„  —  Pntn  =  {—  0"' 


Faisant  n=  i,  2,...  on  a  ainsi  des  substitutions  unités  auto- 
morphes de  B.  On  a  de  plus  les  substitutions  inverses  de  celles-là 
et  enfin  la  substitution  unité.  Je  dis  que  ce  sont  là  toutes  les 
substitutions  unités  automorphes.  En  effet  soit 


(2)  i 

une  telle  substitution.  On  a 


T« 


(3) 


.^92   +    (ô  —  a)  6  —  p  =  O. 


Si  y  =  o,  comme  Q  n'est  pas  rationnel  on  a  a  =  c?  et  ^3  =  o 
la  substitution  (2)  est  alors  la  substitution  identique. 

Si  7  ;2f  o,  on  peut  supposer  7  >  o,  sinon  on  changerait  le 
signe  des  quatre  coefficients  a,  ]3,  7,  (?. 
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Exprimons  que  Q  est  immédiatement  périodique  c'est-à-dire 
(n°  115)  que  l'équation  (3)  a  une  racine  plus  grande  que  i  et  une 
racine  comprise  entre  o  et  —  i .  On  trouve  aussi  (puisque  y  >  o) 

(4)  }  Y  +  5  —  ^  —  .^  <  o 
(y  —  8  +  a  —  ,S>o. 

De  plus  on  a 

(5)  aô  —  ,Sy  =  e  (e  =  ±  l) 

P  et  7  étant  positifs,  on  en  déduit 

a8  >  o. 

Soit  d'abord  o^&  >•  o.  On  peut  supposer  a  >  o  et  ô^  >>  o,  car 
sinon  on  considérerait,  au  lieu  de  la  substitution  (2)  la  substitution 
inverse 

^-    Y^-ct   • 

Portons  dans  la  troisième  des  inégalités  (4)  la  valeur  de  ^  tirée 
de  (5).  Il  vient 

(a  —  P)Cy  +  a)  >  e  >  g. 

Donc 

P  <  a. 

Ceci  posé  développons  -  en  fraction  continuelle.  Soit 


1 

6  H 


3' 
ce  développement  écrit  de  façon  (n"  83)  qu'en  appelant  ^  l'avant- 

dernière  réduite  on  ait 

ao'  —  ^'y  =  <^8  —  ^y. 

Cette  dernière  égalité  s'écrit 
(6)  a(3'  —  S)  =  y(.3'  —  ^) 

«  divise  '/(^  —  p),  or  il  est  premier  avec  7  donc  il  divise  ^'  —  ^. 
Or 
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et 

O  <  P'  <  a. 

Donc  puisque  a  divise  |S'  —  /3  c'est  que  ^'  =  ^.  Alors  l'égalité 
(i6)donnecJ^'  =  (3^. 
Alors  l'égalité  (2)  s'écrit 


ce  qui  entraîne 

1     I 


o  =  «  +  Fq=|-  +  l/-:f:|o 


et  par  suite 


0  =  0  +  T —     ...  I — 


et  par  suite  démontre  le  théorème. 

Soit  maintenant  ac?  =  o.  Nous  subdiviserons  ce  cas  en  deux. 
Soit  d'abord  a  =  o.  Alors 

avec 

Py  =  ±  1 

On  peut,  c^mme  tout  à  l'heure,  supposer  y  >  o  et  la  première 
des  inégalités  (4)  donne  fli  >  o,  donc  ^  1=  y  =  i,  et  la  seconde 
des  inégalités  (4)  donne  â  <C  o.  Ainsi  : 


(^\                                                  0  —       ^ 

^^'                                            "  —  0  +  8 

avec  &  <C  0.  Ceci  s'écrit 

02  _|_  §9  _  I  ^  0 

d'où 

(fi)                   o_-ô  +  v/8-^  +  4     _         . 

I 

{0)                             0   ^                           G      1      _ 

-  ô  H- 

Mais  la  substitution  (7)  est  l'inverse  de 


—  50  H-  I 
0 
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dont  les  coefficients  (  j  sont  bien  formés  par  la  première 

période  de  la  fraction  continuelle  (8)  de  la  façon  indiquée. 
Le  cas  de  d^  =  o  se  traite  de  la  même  façon. 

173.  Théorème.  —  Les  substitutions  homographiques  unités 
automorphes  d'un  nombre  quadratique  forment  un  groupe  qui  est 
constitué  par  les  puissances  de  l'une  d'elles. 

Pour  les  nombres  immédiatement  périodiques  le  théorème 
résulte  immédiatement  de  ce  qu'on  a  dit  au  numéro  précédent. 

Car  la  substitution  T«  =  (   "     '^"l    (n  >  o)   est  évidemment  la 

puissance  n*ème  Je  Tj,  et  comme  il  faut  adjoindre  à  ces  substitu- 
tions leurs  inverses  et  aussi  la  substitution  unité,  on  obtient  le 
groupe  formé  par  l'ensemble  des  puissances  à  exposant  positif 
négatif  ou  nul,  deTi. 

Soit  maintenant  un  nombre  non  immédiatement  périodique  w. 

La  forme  générale  de  ses  substitutions  est  (n°  171) 

S-^(T,)»S. 

Or 

S-HT,)«S  =  (S-%S)~ 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

La  substitution  A  =  S~^TiS  qui  sert  ainsi  à  former  toutes  les 
autres  s'appellera  la  substitution  automorphe  unité  Jondamentale 
de  w. 

Remarque.  —  Si  cette  substitution  A  est  modulaire,  toutes  les 
substitutions  automorphes  unités  de  w  le  sont  aussi  ;  si  la  substi- 
tution A  n'est  pas  modulaire  une  substitution  A"  est  modulaire  ou 
non  suivant  que  n  est  pair  ou  impair.  Dans  les  deux  cas  toutes  les 
substitutions  automorphes  modulaires  sont  les  puissances  de  l'une 
d'elles  qu'on  appellera  automorphe  modulaire  fondamentale. 

On  remarquera  l'analogie  des  raisonnements  précédents  avec 
ceux  qui  nous  ont  servi  à  résoudre  l'équation  de  Fermât.  C'est 
qu'en  effet,  le  problème  des  substitutions  automorphes  unités  d'un 
nombre  quadratique  peut  se  ramener  à  la  solution  d'une  équation 
de  Fermât.  Ce  procédé  conduira  d'ailleurs  aux  mêmes  calculs  que 
le  précédent,  puisque  la  résolution  d'une  équation  de  Fermât  se 
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fait   elle-même  par  la   réduction  d'un  nombre  quadratique   en 
fraction  continuelle.  Soit  le  nombre  w  racine  de 

aoi^  +  6u)  H-  c  =  G 
où  l'on  suppose  a,  b,  c  premiers  dans. leur  ensemble  ;  et  soit 

aïo  +  P 


yw 


ù 


une  substitution  automorphe  unité  de  w.  En  écrivant  que  les  deux 
équations  du  second  degré  qu'on  a  ainsi  pouroj  sont  les  mêmes  on 
obtient 

Y 8  —  a —  p 

a  6  c    ' 

Puisque  a,  6,  c  sont  premiers  dans  leur  ensemble  la  valeur 
commune  de  ces  rapports  est  un  entier  u.  Posons  de  plus 
a  -\-  â  =  t',  nous  trouvons 

t'  —  bu        ^  .       /'  -h  6u 

a  = ,       p  =  —  eu,       Y  =  au,       0  = 

2  '  a 

d'où,  en  portant  dans  aâ'  —  /By  =  ±  i,  on  a 

/'2  —  A«*  =  ±  4. 

Mais  de  plus,  il  faut  que  aetâ'  soient  entiers,  ce  qui  exige  que 
/'  et  bu  soient  de  même  parité.  On  posera  donc 

t'  =.  ui  -+-  pu 

(p  =  G  ou  I  suivant  que  b  est  pair  ou  impair)    et  l'équation  en 
/,  u,  sera 

P  -h  au  —    ~P  u2  =  ±  I. 

4 
C'est  l'équation  de  Fermât. 
On  a  ainsi  le  résultat  suivant  :  En  appelant  /„,  u„  la  solution 

A  —  p^ 
générale  de  l'équation   t^  -t-  p<a j-^  «^  =  ±  i ,   la  forme 

générale  des  substitutions  automorphes  unités  de  «  est 

,        b  —  p 

6  H-  p 

OB,  tn   H U« 
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La  même  formule  donne  la  forme  générale  des  substitutions 
automorphes  modulaires  de  &j,  en  appelant  /„,  «„  la  solution  géné- 

raie  de  i^  -\-  otu 7—^  m*  =  i . 

D'ailleurs  ce  qui  précède  s'applique  aussi  aux  nombres  quadra- 
tiques imaginaires.  Seulement  dans  ce  cas  A  est  négatif,  alors 
l'équation  de  Fermât  se  résout  immédiatement  et  n'a  qu'un 
nombre  limité  de  solutions.  On  retrouvera  ainsi  les  résultats  du 
n°  159. 

174.  —  On  a  vu  au  n°  171  que  :  Pour  que  deux  nombres 
quadratiques  réels  soient  équivalents,  il  Jaui  et  il  suffît  que 
leurs  périodes  se  déduisent  l'une  de  Vautre  par  une  permuta- 
tion circulaire.  On  peut  maintenant  ajouter  :  La  condition  précé- 
dente étant  remplie,  pour  que  les  deux  nombres  soient  équiva- 
lents proprement  il  faut  et  il  suffit,  ou  bien  que  le  nombre  des  élé- 
ments de  la  période  soit  impair  ;  ou  bien,  si  ce  nombre  est  pair, 
que  les  éléments  qui  dans  chaque  développement  précèdent  un 
même  élément  de  la  période  soient  en  nombres  de  même  parité. 

En  effet  la  forme  générale  des  substituti  ons  qui  transforment  oj' 
en  w  est  2(Ti)"2',  T^  étant  la  substitution  fondamentale  de  9.  Le 
déterminant  de  cette  substitution  est  égal  au  produit  des  détermi- 
nants de  ses  trois  facteurs,  c'est-à-dire  à 

(—  I)''-'  X  (—  I)'"-  X  (—  1)'''-^    ou     (—  i)'i+'''+'"- 

(mêmes  notations  qu'au  n°  171). 

Si  r  est  impair  il  n'y  a  qu'à  prendre  n  de  même  parité  que 
h  -h  h'  pour  que  ce  déterminant  soit  égal  à  4-  i. 

Si  au  contraire  r  est  pair,  ce  déterminant  est  égal  à  ( —  1)''+''' 
quel  que  soit  n:  Si  h  -\-  h'  est  pair  toutes  les  substitutions  I(T,)"2' 
sont  modulaires.  Sih  -+-  h'  est  impair,  aucune  ne  l'est. 

Application  à  Féquivalence  de  deux  formes  quadratiques 
binaires  indéfinies.  —  On  a  vu  (n"  170)  que  l'équivalence  propre 
de  deux  telles  formes  se  ramène  à  l'équivalence  propre  de  leurs 
premières  racines,  et  que  l'équivalence  impropre  de  deux  formes 
se  ramène  à  l'équivalence  impropre  de  la  première  racine  de  l'une 
avec  la  seconde  racine  de  l'autre.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  les 

deux  substitutions  y       g)  et  (  ~  ^    ~  U  qui  ne  sont  pas  consi- 
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dérées  comme  distinctes  quand  il  s'agit  des  nombres,  le  sont 
quand  il  s'agit  des  formes. 

Remarquons  à  ce  propos  que  si  la  première  racine  d'une  forme 
(a,  6,  c)  est  improprement  équivalente  à  la  première  racine  d'une 
forme  {a,  h' ,  c')  cela  veut  dire  que  (a,  6,  c)  est  improprement 
équivalente  à  ( —  a' ,  —  6',  —  c'). 

Exemples.    —    r    Soient   les   deux   formes  f=  {3,  —  i6,   9)    et 
f  =  (53,  558,  i468). 
On  a 


_  8  +  s/'i-J  ^  /L    ,    _L_  I  _J_  I  _1 
~"        3  ^"*"i-f-Ia-i-l3H 


,  __-_  279  H- V^ 


53 


=  —  6 


I 

I  + 


En  posant 


On  a 


=  1  + 


40 -h  1 


^3iO  — 5 

Donc  to'  se  transforme  en  6  par  la  substitution  / „     „    | 

0  se  transforme  en  w  par  la  substitution  (       ^  ) 

/ 1  o     3  ^  " 
et  les  substitutions  automorphes  de  0  sont  (  )   • 

Donc  les  substitutions  qui  transforment  w'  en  w  sont  les  substi- 
tutions 

Le  déterminant  de  S„  est 

(-1)" 
il  ne  faut  donc  garder  que  les  valeurs  paires  de  n,   c'est-à-dire  les 
substitutions 

^^^-[i    0JV7      W    1-6    -3i, 
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Elles  transforment/ en/'.  Donc /et/'  sont  de  même  classe. 
Pour  h  =  o  par  exemple  on  trouve 


Sî  = 


Les  substitutions  So/i-i  de  déterminant —  i  transformeraient /en 
—  /'.  Donc /et  — /'  sont  de  classes  opposées. 

2°  Soient  les  deux  formes  (i,  o,  —  3)  et  ( —  i,  6,  —  6) 


=.  t/3  =  I  -f- 


=  3  —  V^3  =  I  4-  ï 


1  -+- 


0=1-+- 


30  -}-  1 
Les  substitutions  qui  transforment  co'  en  u  sont  les  substitutions 

Ces  substitutions  ont  toutes  comme  déterminant  —  i.  Donc/  et  y 
ne  sont  pas  de  même  classe.  Les  substitutions  S„  transforment /en 
—  /'.  Doncy  et  — /'  sont  de  classes  inverses. 

Remarque.  —  Gontraireoient  à  ce  qui  a  lieu  pour  les  formes 
définies,  il  peut  arriver  que  deux  formes  opposés  soient  de  même 
classe,  autrement  dit  que  deux  classes  opposées  soient  identiques. 
On  vérifiera  par  exemple  que  (i,  o,  —  2)  et  ( —  i,  o,  2)  sont  de 
même  classe.  (Voir  n°  178).  Enfin  il  peut  arriver  qu'une  classe 
soit  identique  à  l'inverse  de  son  opposé,  autrement  dit  que  (a,  b,  c) 
et  ( —  a,  b,  —  c)  soient  de  même  classe.  Les  deux  formes  (1,0,  —  2) 
et  ( —  I,  o,  2)  en  donnent  aussi  un  exemple. 

175.  —  Formes  réduites.  —  La  solution  du  problème  de  l'équi- 
valence de  deux  formes  indéfinies  est  ainsi  obtenue  sans  la  consi- 
dération de  formes  réduites.  Il  est  cependant  utile  de  définir  de 
telles  formes.  C'est  ce  qu'on  peut  faire  de  la  façon  suivante  :  Nous 
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dirons  qu'une  forme  indéfinie  est  réduite  quand  sa  première  racine 
est  développable  en  fraction  continuelle  immédiatement  périodique. 
Dans  chaque  classe  il  y  a  des  formes  réduites,  en  général  plus 
d'une,  mais  toujours  en  nombre  limité.  En  efTet  soit  une  classe 
définie  par  une  forme  dont  la  première  racine  est 


*"-4- 

I 

I 

■■*  + 

1 

a, -H 

h-^ 

«1  + 

K 


Si  h  est  impair  considérons  les  formes  dont  les  premières  racines 
sont  les  nombres 


1 

a,  H 

'          «2  -f- 

*"h- 

I 

a.-f- 

I 

"■4- 

I 

^2  ■+- 

°^    '    a,-f- 

et  qui  ont  le  même  plus  grand  diviseur  que/ (en  particulier  qui 
sont  primitives  si /est  primitive). 

Si  h  est  pair  considérons  les  formes  dont  les  premières  racines 
sont  les  nombres 


I 

""4- 

1 

I 
«1  4- 

«3  H- 

a,.+ 

«4  4-       1 

■**-h 

1 

«2  4- 

I 

... 

OsH- 

«3  4- 

et  qui  satisfont  à  la  même  condition  que  plus  haut  relativement  à 
leur  plus  grand  diviseur. 

Ces  formes  répondent  à  la  question  et  ce  sont  les  seules.  Il 

y  en  a  -  si  r  est  pair  et  r  si  r  est  impair.  Elles  forment  une  chame 

fermée. 


Exemple.  —  Reprenons  la  forme  (3,  —  16,  9)  du  n°  174.  Sa  pre- 
mière racine  est 
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Donc  dans  la  classe  de  cette  forme  il  y  a  trois  formes  réduites,  qui 
ont  pour  premières  racines  respectivement  : 


^-3^ 

1 

'-*-.+ 

I      1 
3h-  I 

^+r^ 

I 

2  -i- 

et  qui  sont  primitives.  Ce  sont  les  formes 

(4,  —  6.  7)       (7,  -8,-3)       (3,  -  10.  —  A) 

Prenons  comme  deuxième  exemple  la  forme  (i ,  o,  —  3)  du  même  n". 
Sa  première  racine  est 


I  H- 


II  n'y  a  qu'une  forme  réduite  de  même  classe,  à  savoir  celle  dont  la 
première  racine  est 


2  + 


et  qui  est  primitive. 
C'est 


(1.  —  a,  —2) 


Conditions  pour  quune  Jorme  soit  réduite.  —  D'après  len"  115 
pour  exprimer  qu'une  forme  (a,  h,  c)  est  réduite  il  n'y  a  qu'à 
exprimer  que  sa  première  racine  est  plus  grande  que  i  et  que  sa 
deuxième  est  comprise  entre  o  et  —  i.  Ce  qui,  d'après  les  pro- 
priétés élémentaires  du  trinôme  du  second  degré,  s'exprime  par  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  : 


(9) 


a  >-  o 

a  H-  6  -h  c  <C  o 

c  <<  o 

a  —  6  -h  c  >  o 


Remarquons  que  ces  conditions  entraînent  6  <;  o  (^). 

(^)  La  solution  du  protlème  de  l'équivalence  des  formes  indéfinies  et  la  con- 
sidération des  formes  réduites  sont  dues  à  Gauss  (Disq.  arilhm.  art.  t83  et 
suiv.).  La  définition  des  formes  réduites  de  Gauss  n'est  pas  tout  à  fait  la  même 
que  la  nôtre.  Elle  s'y  ramène  facilement,  mais  la  nôtre  nous  paraît  un  peu  plus 
«impie. 
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176.  Différence  essentielle  entre  ces  formes  réduites  et 
celles  relatives  aux  formes  définies.  —  Le  fait  que  dans  les 
formes  définies  (n°  157)  il  n'y  a  qu'une  forme  réduite  par  classe 
tandis  que  dans  les  formes  indéfinies  il  peut  y  en  avoir  plusieurs 
ne  constitue  pas  une  différence  essentielle.  Car  on  arriverait  facile- 
ment à  fixer  dans  les  formes  indéfinies  une  seule  forme  réduite  par 
classe.  11  suffirait  de  conditions  supplémentaires  (par  exemple  on 
pourrait  choisir  la  forme  dont  la  première  racine  est  la  plus  petite). 

La  différence  essentielle  est  que  la  réduction  des  formes  définies 
dépend  de  conditions  algébriques  et  par  suite  s'applique  aux  formes 
à  coefficients  quelconques  (n°  162)  ;  tandis  que  la  réduction  des 
fopmes  indéfinies  dépend  de  conditions  arithmétiques  et  ne  peut 
s'appliquer  qu'aux  formes  à  coefficients  rationnels.  Pour  les  formes 
indéfinies  à  coefficients  non  rationnels,  leurs  racines  ne  sont  pas 
des  nombres  quadratiques,  elles  ne  se  développent  pas  en  fractions 
continuelles  périodiques  et  rien  ne  subsiste  des  définitions  du  n°  175. 

Au  n°  164  on  a  défini  des  nombres  imaginaires  réduits  |  -4-  rji 
par  des  conditions  de  grandeur  entre  |  et  /;.  Une  définition  sem- 
blable est  impossible  pour  les  nombres  réels.  On  ne  peut  pas  définir 
des  nombres  réels  réduits  par  des  conditions  de  grandeur  de  façon 
que  tout  nombre  réel  soit  de  même  classe  qu'un  seul  ou  même 
qu'un  nombre  limité  de  nombres  réduits.  Pour  le  voir  il  suffit  de 
montrer  que  tout  nombre  réel  a  des  nombres  de  même  classe  qui 
sont  aussi  voisins  de  lui  qu'on  veut. 

Soit 


Prenons 


-I-  I  a„_,  -h 


I 

I 

1 

1 

bn  -+- 

On+j   -+- 

de  façon  que  les  éléments  du  second  développement  soient  iden- 
tiques à  ceux  du  premier  sauf  an-  Le  nombre  ^  est  équivalent  au 
nombre  a,  et  pour  n  pair  il  est  de  même  classe.  Or  on  peut  prendre 
n  assez  grand  pour  qu'il  diffère  de  a  d'aussi  peu  qu'on  le  veut. 

On  remarquera  en  effet  que  les  conditions  du  n"  175  ne  sont  pas 
des  conditions  de  grandeur  sur  la  première  racine  o)  seulement, 
mais  sur  les  deux  racines  «  et  oj.  Lorsque  la  forme  est  à  coefficients 
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rationnels  la  connaissance  de  w  entraîne  celle  de  oj.  Il  n'est  donc 
pas  étonnant  qu'on  puisse  exprimer  ces  conditions  au  moyens  de  w 
tout  seul.  Mais  rien  de  pareil  n'a  lieu  pour  les  formes  à  coefficients 
quelconques. 
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Note  I.  —  Sur  les  puissances  d'une  substihUion  linéaire.  —  Si  l'on 
compare  les  deux  expressions  qu'on  a  trouvées  pour  l'expression  géné_ 
raie  des  substitutions  automorphes  unités  d'une  forme  indéfinie 
(a,  b,  c)  on  en  déduit  : 

b  —  0  \"        / ,        b —  p 


.     .    f>  —  P        /        l                            M        b  —  p 
a  u^  'i+^r— -^«1   /  \    a^n  ^iH r-^  «» 


2         '  /  \  2 


D'ajlleurs  /„  et  u„  s'expriment  en  fonction  de  oj  et  w  qui  sont  les. 
racines  de 

o                   b^  —  liac  —  p 
lO^  -+■  OM  —  7 =  o. 

4  .       ■ 

Ce  résultat  peut  se  généraliser  pour  les  substitutions  linéaires 
quelconques.  On  peut  exprimer  les  coefficients  de  la  puissance  «'''"«  d'une 
subslilulion  linéaire  d'ordre  p  à  coefficients  quelconques  {ou  d'un  tableau)  an 
moyen  des  racines  d'une  équation  de  degré  p  formée  avec  les  coefficients 
de  la  substitution. 

Soit  la  substitution  : 


'J2         •••        "IP 


a 


21 


*pi   •      •      •      •  ^pp . 
Considérons  le  système  d'équations  linéaires  suivant  : 

/  ■«  \  0=210^1  H-  4-  a    a;    =  Sxi 

(9)  { 

V         OfplXl         +  -+-         H^y^J,       ^        Sx 
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et  cherchons  les  valeurs  de  S  pour  lesquelles  il  a  des  solutions  non 
toutes  nulles.  Elles  sont  données  par  l'équation 

atii  —  S 


(10) 


«1! '^Ip 

Ot22  —    O...  Oi-2r, 


*pi 


=  o. 


Cette  équation  est  dite  équation  caractéristique  de  la  substitution 
(ou  du  tableau).  En  général  elle  a  n  racines  distinctes,  n'annullant  pas 
les  mineurs  du  déterminant  (lo)  et  à  chacune  d'elles  correspondent 
pour  T,,  x-î,  ...  Xp  des  valeurs  dont  les  rapports  sont  déterminés  et 
peuvent  se  tirer,  par  exemple,  des  p  —  i  premières  équations  (9). 

Soit 


•^1 

A.(S)  - 


Pour  les  valeurs  particulières 

Xi  =  Ai(S)         a-a  =  A2(S) 


Ap(S)' 


Xp  —  Aj,(S) 


la  substitution  proposée  est  équivalente  à  la  substitution 


Donc  sa  puissance  n*""  est  équivalente  à 


Si  donc  on  appelle 


cette  puissance  n*™"  pn  a  les  relations 

a!:,Ai(S)  +  a»,A2(S)  +  ...  +  a7,A^(S)  =  S"A,(S) 
ct^, A,(S)  -h  al,A,{S)  +  ...  ■+-  aî,A^(S)  =  S»Aj(S) 


a;,Ai(S)4-a;,A2(S) 


ct;,A^(S)=S"A^(S). 
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Et  en  écrivant  ces  relations  successivement  pour  les  p  racines  de 
l'équation  en  S  on  a  p^  relations  du  premier  degré  d'où  l'on  peut  tirer 
les  a. 

Le  raisonnement  précédent  serait  en  défaut  pour  des  valeurs  parti- 
culières des  a  telles  que  les  mineurs  du  déterminant  (lo)  soient  nuls, 
ou  bien  telles  que  l'équation  en  S  ait  des  racines  multiples.  Mais 
comme  les  valeurs  trouvées  pour  les  a  dans  le  cas  général  sont  des 
fonctions  entières  des  a  et  comme  elles  constituent  des  identités  elles 
ne  cessent  pas  d'être  vraies  dans  ce  cas  particulier. 

Soit  par  exemple  p  =  2  et  la  substitution  _i_  '^      L'équation 

en  S  est 

S*  —  (:«  -+-  o)S  -+-  ct5  —  Py  —  o. 

Soient  Sj,  S^  ses  racines.  On  trouvera  : 

^^"^  =  s^-s,  "  -  ^""^  -  ^T^)      S,-S3 


(II) 


Ol  Oj 

Si"  —  S,.» 


Oi   O2  Ol   —  0-2 

Les  quantités  -4 ^^  et  g  ^, —  sont  des  fonctions  symé- 
triques entières  de  S^,  85  et  par  suite  des  fonctions  entières  de  a,  ^, 
7,  S. 

(Dans  le  cas  particulier  où  (a  -h  5)^  —  4('='^  —  ?Y)  ^F=  o  on  a 
Si  =  S2  ;  les  formules  (ii)  ne  subsistent  qu'à  condition  de  remplacer 

^c"  ~  f  ^^    P^i"    Si"~^   +   Si"~^   +    •••    "•"  ^â"~^    c'est-à-dire    par 

Oi  —  02 


a—Z 


<^-)     ^*     S, -S.     P^"^ ('^ -  ^H-^-J 

On  peut  déduire  des  formules  (  1 1  )  les  conséquences  suivantes  : 

_    g         ft 

Les  quantités  — et  —  sont  indépendantes  de  n  et  égales  res- 

Y"  ï'i 

pectivement  à et  -  • 

Note  n.  Sur  les  couples  de  nombres  réduits.  —  Un  nombre  quadra- 
tique réel  w  est  dit  réduit  lorsqu'il  est  plus  grand  que  i  et  que  son 
conjugué  est  compris  entre  —  i   et  o.  Cette  définition  ne  s'applique 
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qu'aux  nombres  quadratiques,  mais  en  considérant  des  couples  de 
nombres  on  peut  étendre  la  déûnition  à  tous  les  nombres  réels. 

Nous  appellerons  couple  réduit  un  ensemble  de  deux  nombres  réels 
dont  l'un  est  plus  grand  que  i,  et  l'autre  compris  entre  —  i  et  o. 

Nous  appellerons  couples  équivalenls  deux  couples  w,  w'  et  tp,  9'  tels 

^"^^^yo)'  -+-  Pj'"^  =  :^irq:rs  ("'  ^  ï,  «,  entiers;  ao  —  PY  =  ±  i). 

L'équivalence    sera   propre    si    a5  —  !îy  =  -f-  i   ;    impropre    si 

a5  —  ^Y  =  —  ï  • 

Etant  donné  un  couple  w,  w',    trouver  les  couples  réduits  proprement 

équivalents. 

Cherchons-en  d'abord  un.  Soit  u>2n  un  quotient  complet,  d'indice 

pair,  du  développement  de  w  en  fraction  continuelle.  On  a 

.,  "8n-l'*>2n  ~t-    "2n-i  /PO  PO  i\ 

W  f^ — —7^ lr2„_iV^2n-2  r2„_2V-2n-l   *^ 

V2n-lWjn  -t-  V2n-2 

et  d'ailleurs  0)2,,  >  i.  Si  donc  de  plus  le  nombre  w'2,,  défini  par 

>  Psn  -1^  2n  +   "2»!— 2 

«•>  =  T^v — fY' — 

\iin—l^  2n  ~H  V2n— 2 

est  compris  entre  —  1  et  o,  le  couple  0)2,1,  ^'s'i  répondra  à  la  question. 
En  exprimant  ces  deux  conditions  en  fonction  de  w'  on  trouve  faci- 
lement : 


Pân— s  ..(  '^■în—l  —    " 


2n. -2 


Q2n— 2  .^    ^            „|.                          Qin—i  —  Q2n-2    -^    . 
-p >  O  et  p >  O. 

*_2n-l  ,  .1    ■       ±Jn~i 


2n~l 


Or  ~^^,  ^^^'  et  ^^ ^^  tendent  vers  O).  Donc  pour  n 

V2n-8       Usn— 1  V2n— 1 —  V2n-2 

suffisamment  grand  les  conditions  précédentes  sont  réalisées  et  l'on 
obtient  un  couple  réduit  équivalent  à  w,  w'. 

On  peut  maintenant,  dans  le  problème  de  trouver  tous  les  couples 
réduits  9,  9',  proprement  équivalents  à  un  couple  w,  w',  supposer  que 
to,  O)'  est  lui-même  réduit. 

Soit  alors 

ac?  -4-  §  ,         aç'  H-  ^ 


ycp  -j-  2  Yç    H-  0 


(0^0-^,^=1) 


où  l'on  suppose  y  >  o  (car  on  peut  changer  a,  p,  y,  S,  tous  les  quatre 
de  signes).  Nous  supposons  que  w  et  9  sont  plus  grands  que  i,  et  que 
w'  et  ç'  sont  compris  entre  —  1  et  o. 
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De  w  >>  1  et  9  >>  I ,  on  déduit  facilement  que  l'une  des  deux  con- 
ditions suivantes  : 

(l2  — -    >    I  -  >   I 

T  Y 

est  remplie. 

De  w  <;  1  et  ç  <C  1 ,  on  déduit  que  l'une  des  deux  conditions  sui- 
vantes : 

(i3)  |>.  -|>i 

est  remplie. 

Ensuite  on  voit  facilement  que  la  première  des  conditions  (12)  et  la 
première  des  conditions  (i.i)  prises  ensemble  sont  incompatibles  avec 
ao  —  ,Sy  =  I . 

De  même  la  seconde  des  conditions  (12)  et  la  seconde  des  condi- 
tions (i3). 

Restent  donc  les  hypothèses 

A)  -  >  I         et  ^  >  I 

B)  >,       et  >,. 

T  r 

Dans  l'hypothèse  A,  puisque  y  >  o  on  trouve  a  >»  o  et  ^  ]>  o  ; 
puis 

«  T  Y 

Donc  puisque  0  ne  peut  être  égal  à  y,  on  a  5  <;  y. 

Cela  étant,  si  l'on  réduit  -  en  fraction  continuelle  de  manière  qu'il 
Y 


y  ait  un  nombre  pair  d'éléments  soit  pour  un  instant  Ç,  l'avant  der- 
nière réduite.  On  aura 

ao'  —  ^y'  =  I       avec      o  <  0'  <C  Y 


et  comme  l'on  a 

aô  —  i^Y  =  '^     *^®<^     o  <;  ô  <;  Y 

on  en  déduit 

p'  =  p  8'  ==  S. 

Alors  l'égalité  w  =  ^ ^  montre  que  ç  est  un   quotient  complet 

du  développement  de  w  en  fraction  continuelle. 

Gabe^i.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  31 
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L'hypothèse  B  se  déduit  de  l'hypothèse  A  par  le  changement  de 
a,  §,  Y»  ^.  respectivement  en  —  8,  p,  y,  —  a.   Donc   le  raisonnement 

qu'on  a  fait  sur  la  relation  w  =  °"^  _^  '^  peut  se  faire  sur  la  relation 

<p  ::=^  — -  ■^'^  "T-  ï  c'est  à-dire  que,  dans  l'hypothèse  B,  c'est  w  qui  est  un 

quotient  complet  du  développement  de  cp. 

On  peut  encore  remarquer  que  Ihypothèse  B  se  déduit  aussi  de 
l'hypothèse  A.  par  le  changement  de  a,  3,  y.  ^  en  8,  —  y,  —  j3,  a  et 
comme  l'on  a  : 

et  que  d'ailleurs ,  et ,  sont  plus  grands  que  i ,  il  en  résulte  que 

ï  est  une  réduite  du  développement  de  —  -,  en  fraction  conti- 
nuelle. 
En  résumé  :  étant  donné  an  couple  réduit  w,  w',  on  réduit  (a  et -, 

P 

infractions  continuelles.  Soit  j^  la  réduite  de  rang  h  du  premier  déve- 

P 

loppement  e^  ^f^  la  réduite  de  rang  h  du  second.  Les  substitutions 

Qî„_2     -P 


\ Qin-l  Pzn-i  / 


OH  n  prend  toutes  les  valeurs  entières  de  —  oo  à  -h  oo,  étant  appliquées 
au  couple  w,  ou',  donnent  tous  les  couples  réduits  proprement  équivalents. 
On  trouve  ainsi  une  infinité  de  substitutions  modulaires.  Mais  cela 
donne-t-il  une  infinité  de  couples  réduits  ?  Pour  que  le  nombre  des 
couples  soit  limité  il  faut  et  il  suffit  qu'on  trouve  deux  couples  iden- 
tiques. 

Q2>1— a^    —    P2>1— 2        V2m— 1*^   "2m— 2 

—  Q2n-lW  -f-  Pî„_l    ~~  —  Q-im^W  H-  Ps,,^-! 

Q2n— 2^    P2n— 2       Q2m— 2^    P2»i— 2 

Q2n-lW'  H-  Pîn-l  —   Qam-iw'  -+-  P2m-2  * 

Il  faut  donc  que  w  et  w'  soient  deux  nombres  quadratiques  con- 
jugués. Réciproquement,  cette  conditon  est  suffisante,  comme  on  l'a 
vu  au  n°  175. 
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Pour  les  formes  indéfinies  (a,  b,  c)  dans  lesquelles  les  coefficients 
sont  dans  des  rapports  rationnels  il  y  a  un  nombre  limité  de  formes 
réduites. 

Pour  celles  dans  lesquelles  les  coefficients  ne  sont  pas  dans  des 
rapports  rationnels  il  y  a  comme  au  n°  175  une  chaîne  de  formes 
réduites,  mais  cette  chaîne  ne  se  ferme  pas  et  s'étend  à  l'infini  dans  les 
deux  sens. 

III.  —  Dans  chaque  classe  de  formes  quadratiques  binaires  indé- 
finies il  existe  des  formes  (a,  b,  c)  telles  que  |6|<î5|a|^|c|. 
(Comparer  avec  n"  157).  Ces  conditions  entraînent  ac  <  o.  Il  n'y  a 
•qu'un  nombre  limité  de  telles  formes  dans  chaque  classe.  Elles  peuvent 
par  suite  servir  de  formes  réduites. 

IV,  —  Vérifier  l'équivalence  des  couples  de  formes  suivants  : 

(i,  a,  —  4)    et    (—  i45,  —  210,  —  76) 
(77,  —  40,  5)     et    (5,  —  10,  2) 

-et  trouver  les  substitutions  modulaires  par  lesquelles  on  passe  de  l'une 
•k  l'autre. 


CHAPITRE  XIII 


QUESTIONS  COMMUNES  AUX  FORMES  DÉFI  MIES 

ET  AUX  INDÉFINIES 

APPLICATION  DES  THEORIES  PRÉCÉDENTES 

A  L'ANALYSE  DIOPH ANTIENNE 


177.  —  Deux  formes  peuvent-elles  être  équivalentes  à  la 
fois  proprement  et  improprement?  Formes  bilatères. 

Si  J  est  équivalente  à  la  fois  proprement  et  improprement  à/', 
il  en  résulte  évidemment  que  J  (et  /')  est  équivalente  impropre- 
ment à  elle-même. 

Réciproquement  si  on  trouve  une  forme /équivalente  impropre- 
ment à  elle-même,  toute  forme  y  qui  lui  est  équivalente  d'une 
façon  l'est  aussi  de  l'autre. 

Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  :  Trouver  les  formes 
équivalentes  improprement  à  elles-mêmes  ou  encore  :  Trouver  les 
formes  qui  sont  de  même  classe  que  leurs  inverses  (n°  156). 
D'ailleurs  la  propriété  en  question  appartient  en  même  temps  à 
toutes  les  (ormes  d'une  même  classe. 

Le  problème  peut  donc  s'énoncer  :  Trouver  les  classes  iden- 
tiques à  leurs  inverses. 

Définition.  —  Une  classe  identique  à  son  inverse  s'appelle 
ambiguë  ou  bifide  ou  bilatère.  Nous  adopterons  cette  dernière 
dénomination.  Toute  forme  appartenant  à  une  telle  classe  sera 
dite  elle-même  une  forme  bilatère. 

On  aperçoit  immédiatement  les  formes  bilatères  suivantes  :  les 
formes    (a,  o,  c)    qui    admettent    la    substitution    automorphe 

(       I  )  ^'^  l^s  formes   (a,  a,  c)   qui  admettent   la   substitution 

/  ).  On  les  appellera  :  Jormes  bilatères  simples. 
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Recherche  des  classes  bilatères.  —  Nous  allons  suivre  une 
méthode  due  à  Lejeune-Dirichlet  (^).  Elle  s'applique  aux  classes 
définies  et  aux  indéfinies,  elle  ne  suppose  pas  les  coefficients  des 
formes  entiers  ni  même  rationnels. 

I.  —  *S/  une  forme  est  bilatère  toute  substitution  automorphede 

déterminant  égal  à  —  i  de  celte  foi  me  est  de  la  Jorme  (^         ^\. 

Soit  (a,  b,  c)  la  forme,  |        Cl  la  substitution.  On  a 

'  ax^  -+-  feay  -+■  c^^  =  a 

j  ^aoLp  --H  6(aro  -f-   .Sy)  -f-  2078  =  6 


8-Py  =-i. 


Multiplions  la  première  de  ces  égalités  par  —  â',  la  seconde  par 
Y      1  .»  by  .  ... 

-  ,  la  quatrième  par  —  +  aa  et  ajoutons,  il  vient  : 

a(a  -h  0)  =  o. 

0 
De  même  en   multipliant  la  seconde  par  ^,  la  troisième  par 

—  a,  la  quatrième  par  —  +  co'  on  obtient  ' 

c(a  -f-  8)  =  o. 

Donc  à  moins  que  a=  c  =  o  on  a7.  -\-  r)  =  o. 

Le  cas  de  a  =  c  :=  o  n'est  pas  intéressant  mais  d'ailleurs  on 
voit  facilement  que,  dans  ce  cas,  le  théorème  est  encore  vrai  la 
substitution  se  réduisant  à 


Co) 


(£  =  ±:i). 


IL  —  Dans  toute  classe  bilatère  on  peut  trouver  une  Jorme 
[a,  a^,  c)  qui  admet  la  substitution  automorphe  l  ^y 

Remarquons  d'abord  que  si  une  forme  (a, 6,  c)  admet  la  substitution 
automorphe  (       )  '®  seconde  des  équations  (i)  donne 

6  =  0.8 

(*)  J.  d.  M.  (a),  lome  i  (1857),  p.  378  ;  Werke,  lome  2,  p.  209. 
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et  qne  par  suite 

(a,  b,  c)  =  {a.  ap,  c). 

Il  suffit  donc  de  démontrer  qu'on  peut  trouver  dans  la  classe 
bilatare  une  forme  admettant  la  substitution  autoroorphe 

En  effet,  prenons  dans  la  classe  une  forme  (a,  b,  c)  admettant 
la  substitution  ("     _  ^).  Si  y  =  o  le  théorème  est  démontré. 

Sinon  considérons  la  forme  (a,  b,  c)  (   '  H     ().p  —  p=  i). 

Elle  est  de  même  classe  que  (a,  fe,  c)  et  elle  admet  la  substitution 
automorphe  de  déterminant  —  i  : 

\^__v  xAy     — «Av      p/  =  \ï'      S'j 

On  va  déterminer  X,  (i,  v,  o  pour  que  y'  =  o  ce  qui  donne 
y'  =  yX*  —  2a?.v  —  pv'  =  O. 

On  en  tire 

X  _  g  ±  y/^a"  H-  fvY  _  a  d=  I 

;—         ^         —    ^    • 

Prenons  par  exemple  le  signe  -f-  dans  le  second  membre. 
X  et  V  devant  être  premiers  entre  eux  on  prendra 


D(a  -i- Y»  y)  D(a£+  I,y) 

Puis  on  prendra  p.  et  p  satisfaisant  à  Xo  —  vjul  =  i . 
III,  —  Dans  toute  classe  bilatère  il  y  a  des  formes  bilatères 
simples. 

Ayant  obtenu  dans  la  classe  une  forme  (a,  a^,  c),  on  appliquera 

/,    _Li:if\ 

à  cette  forme  la  substitution  I  a       I  (p  =  o,  ou  i  suivant 

que  |3  est  pair  ou  impair).  On  obtient  ainsi  la  forme 

(a,  a?.  -  a(P*  -  p")  -h  4c) 
qui  est  bilatère  simple. 
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Conclusion.  —  Les  classes  bilatères  sont  celles  des  formes 
(a,  0,  c)  et  (a,  a,  c). 

Resterait  à  voir  toutes  les  classes  bilatères  distinctes  que  cela 
donne,  ce  qui  sera  fait  plus  loin  (Ch.  XXIII), 

Remarque.  —  Une  forme  (a,  a,  c)  transformée  par  la  substitu- 

tion    ( }    devient  (c,  a  —  2C,  c)  dans  laquelle  le  premier 

et    le    dernier    coefficient    sont    égaux.    Réciproquement,    une 

forme   (a,  6,  a)  transformée  par  la  substitution    (  )   devient 

(aa  H-  6,  2a  +  b,  à). 

On  peut  donc  dire  :  les  classes  bilatères  sont  celles  des  Jormes 

(a,  0,  c)  et  (a,  6,  a). 

178.  —  On  traite  d'une  façon  analogue  un  problème  posé  au 
n"  174. 

Trouver  une  Jorme  (a,  b,  c)  de  même  classe  que  son  opposée 
( —  a,  —  6,  —  c),  c'est-à-dire  Trouver  les  classes  identiques  à 
leurs  opposées. 

On  a  comme  solutions  évidentes  les  classes  des  formes 
(a,  6,  —  a)  qui  se  transforment  en  leurs  opposées  ( —  a,  —  6,  a) 

par  la  substitution  (  M . 

Nous  allons  montrer  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres. 
On  aura  ici 

ioat*  +  bcTf  -f-  cy*"  =  —  a 

aaa^  -+-  b{a5  -+-   ^y)  -H  2Cv5  =  —  6 

a^» -f- fepS -t- cô*  =  —  c 

aè  —  p-j-  =  T. 

On  trouve  d'abord  comme  précédemment  que  a  =  —  â. 
Ensuite  considérant  la  forme   (a,  6,  c)  l       ^  |   on  chercbfl  à 
déterminer  ).,  p.,  v,  p  de  façon  que  dans  la  substitution 

le  premier  et  le  quatrième  coefficients  soient  nuls  ;  on  trouve 

(aX  -f-  ^v)p  —  (yX  —  av)îJt.  =  O 
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équation  qui  jointe  à  Xû  —  jjlv  =  i  donne 

yX  —  av 


P  = 


yX*  —  aaXv  —  P^^ 

aX  H-  pv 
yX*  —  aaXv  —  pv* 


Le  dénominateur  commun  à  ces  deux  expressions  est  une 
forme  quadratique  en  X,  v,  à  coefficients  entiers  dont  le  déterminant 
4(a*  -h  py)  est  égal  à  —  A-  Elle  est  donc  équivalente  à  la  forme 
(l,  o,  i)  car  on  démontrera  (Ch.  XIV)  qu'il  n'existe  qu'une  classe 
de  déterminant  égal  à  4-  Or  la  forme  (i,  o,  i)  représente  primiti- 
vement l'entier  i .  Il  en  est  donc  de  même  de  la  forme 

(y,  -  aa,  _  P) 

et    l'on   peut  déterminer  des  valeurs  entières  de  ),,  v,  premières 
entre  elles  pour  lesquelles 

y\i  _   îctXv  —  ^v»  ==   I  . 

Ces  valeurs  déterminées  on  a 

p  =  yX  —  av  (jL  =  aX  +  ^v. 

La  substitution  modulaire  ainsi  obtenue  dans  laquelle  le  pre- 
mier et  le  quatrième    coefficient   sont  nuls  est  la   substitution 

(^  j  ou  la  substitution  (°  |. 

Alors  la  première  des  équations  (2)  donne  c  =  —  a,  ce  qui 
prouve  bien  que  la  classe  est  représenlable  par  une  forme 
(a,  6,  —  a). 

Voici  encore  un  problème  dont  l'énoncé  est  analogue  aux  deux 
précédents.  Trouver  les  classes  identiques  à  leur  inverse-opposée 
(inverse  de  l'opposée  ou  opposée  de  l'inverse.  Les  classes  des 
formes  (a,  6,  c)  et  ( —  a,  6,  —  c)  sont  inverses  opposées).  Mais  la 
solution  de  cette  question  est  d'une  nature  différente  de  celles  des 
précédentes  et  sera  donnée  plus  tard  (n°  269). 

179.  Problème,  —  Reconnaître  si  une  forme  (a,  6,  c)  contient 
arithméliquement  une  autre  forme  (a',  6',  c')  et  trouver  les  substi- 
tutions par  lesquelles  on  passe  de  la  première  à  la  seconde. 

En  appelant  A  le  déterminant  de  la  première;  A'  celui  de  la 
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seconde  et  (       ^\  une  subslilulion  par  laquelle  on  passe  de  la  pre- 
A'  =  A(a5  —  Pj)\ 


mière  à  la  seconde  on  a  : 


A'      . 
Une  première  condition  nécessaire  est  donc  que  ^  soit  le  carré 

d'un  entier. 

Cette  condition  remplie  soit  -r-  =  m^,  reste  à  voir  s'il  est  pos- 
sible de  trouver  a,  ^'3,  y,  â'  telles  que 

oto  —  ^y  ^  zh  m 

(3)  («,  ^c)f.'     l)=(a',b',c') 

Or  la  substitution  (       ^  )  peut  se  mettre  (I,  874)  sous  la  forme 

XU 


(y!    S,) 
avec 

(4)  «1  >  O  5,  >  o         O  <  Yi  <  5,  aj?!  =  ±  m 

et  U  étant  une  substitution  unité. 
Alors  l'égalité  (3)  s'écrit 

ia,b,c)h      °)\]  =  {a',b\c') 

et  elle  exprime  que  (a,  b,  c)["'     °)  est  équivalente  à  (a',  6',  c'). 

Or  les  tableaux  /°'*     ^  )  satisfaisant  aux  conditions  (4)  sont  en 

nombre  limité  (I.  296).  (Ce  nombre  est  égal  à  la  somme  des  divi- 
seurs de  m). 

On  les  formera  tous  puis  on  formera  tous  les  produits  (a,  b,  c) 

("^     -  j  et  on  verra  si  l'un  d'eux  est  équivalent  à  (a',  b',  c). 

On  obtient  ainsi  une  substitution  2  transformant  /  en  /'.  On  a 
toutes  ces  substitutions  par  la  formule  A2  où  A  représente  toutes 
les  substitutions  automorphes  dey,  ou  par  la  formule  2A'  où  A' 
représente  toutes  les  substitutions  automorphes  dey'. 


33o  THÉORIE    Ui:S    NOMBRES 

Classe  contenue  dans  une  autre.  —  SI  y  contient  J'  n'importe 
quelle  forme  yi  de  même  classe  que/  contient  n'importe  quelle 
classe /i'  de  même  classe  que/'.  En  effet  on  a,  par  hypothèse 

/.=/S       //=/'S'        J'=fz 
S  et  S'  étant  modulaires.  Donc 

y/  =y.s-'5:s' 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  pourra  dire  que  ia  classe  dey  contient  la  classe  dey. 

180.  —  Application  de  la  théorie  des  formes  quadratique» 
binaires  à  la  résolution  de  l'équation  diophantienne  du 
second  degré  à  deux  variables. 

Nous  nous  bornons  au  cas  de  A  ;zf  o  (équation  du  genre  ellipse 
ou  du  genre  hyperbole  (n"'  120,  123)).  On  a  vu  (n°  123),  qu'une 
telte  équation  se  ramène  à 

ax'^  -h  bxy  -f  cj^  =  m. 

Nous  supposons  de  plus  A  non  carré  parfait. 

11  suffit  de  trouver  les  solutions  primitives  (n"  124).  La  ques- 
tion peut  alors  être  posée  ainsi  :  Une  jorme  donnée  (a,  b,  c)  peut- 
elle  représenter  d'une  façon  primitive  un  entier  donné  m? 

Théorème  I.  —  Pour  qu'un  entier  m  soit  représenté  d'une  façon 
primitive  dans  une  classe  C  il  faut  et  il  sujfit  qu'il  existe  dans  C 
une  forme  dont  le  premier  coefficient  soit  m. 

Cette  condition  est  nécessaire.  En  effet,  soit  (a,  b,  c)  une  forme 
de  la  classe. 

Par  hypothèse  il  existe  deux  entiers  a,  y  premiers  entre  eux 
teis  que 

aa'^  H-  fcay  -+-  cy^  =  m. 

Prenons  deux  entiers  ^,  â'  tels  que  aâ  —  ^Sy  =  i  et  faisons  sur 
(a,  b,  c)  la  substitution  ("    H,  nous  obtenons  une  forme  de  même 

classe  que  (a,  b,  c)  et  dont  le  premier  coefficient  est  m. 

Cette  condition  est  suffisante.  En  efftt  soit  {m,  n,  p)  la  forme 
appartenant  à  la  classe  en  question  et  dont  le;  premier  coefficient 
est  m.  Elle  représente  primitivement  m  pouc  a;  =  i ,  y  =  o. 

Théorème  II.  —  Pour  qu'un  entier  m  soit  représentable  d'une 
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façon  primitive  dans  tune  des  classes  de  déterminant  A  il  faut  et  il 
sajfit  que  la  congruence 

(5)  x^  +  px j — -  ^E  o       (mod  m) 

soit  résoluble. 

Celte  condition  est  nécessaire.  En  effet  si  m  est  représentable 
d'une  façon  primitive  dans  une  classe  de  déterminant  A  il  y  a 
dans  cette  classe  une  forme  dont  le  premier  coefficient  est  égal  à 
m  ;  soit  (m,  an  +  p,  p)  cette  forme.  On  a 

(2/1  -f-  p)'  —  4"»/'»  =  A 

d'où 

n^  -^  pn -, — °  ^  o       (mod  m). 

4 

(se  rappeler  que  p^  =  o) 

Donc  la  congruence  (5)  est  possible. 

Réciproquement,  si  cette  congruence  est  possible,  soit  n  une 
solution.  En  posant 

n^  -\-  on ; — -  — 

4 


mp 


on  voit  que  la  forme  [m,  2n  +  o,  p)  a  comme  déterminant  A  et 
qu'elle  représente  primitivement  m  pour  x  =  i,  y  =  o. 

181 .  —  Recherche  des  solutions  primitives  de 

(6)  ax^  -h  bxy  -+-  cj*  =  m. 

D'après  ce  qui  précède,  pour  que  de  telles  solutions  existent  il  faut 

d'abord  que  la  congruence  (5)  soit  résoluble. 

Si  cette  condition  est  remplie,  soient  no,  aii,  ...  les  solutions  et 

soient 

o                  A  —  0                   ,                   A  —  p 
no*-+-pAio 7—^  ii'H-p"i T — 

Po  = — Pi=  —       ■" 


L'entier  m  est  représentable  primitivement  dans  les  classes 
auxquelles  appartiennent  les  formes  [m,  2 Mo  -+-  p,  pv)r 
(m,  a^i  -h  p,  pi),  ...  et  dans  celles-là  seulement.  Il  faut  donc  voir 
celles  de  ces  formes  qui  sont  de  même  classe  que  (a,  6,  c).  Si 
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aucune  ne  satisfait  à  cette  condition  l'équation  proposée  est 
impossible.  Si,  au  contraire,  il  y  a  de  ces  classes  par  exemple 
celle   de   (wo,  2/I0  -f-  P,  po)   satisfaisant  à   celle  condition  ;   soit 

(^     ^A    une    substitution    modulaire  transformant  (a,  6,  c)    en 

{m,  2/2o  -+-  p,  po)  on  a  la  solution  primitive  x  =  a,  y  =  7,  de 
l'équation  (6)  ;  et  l'on  obtient  ainsi  toutes  les  solutions.  Reste  à 
voir  si  on  obtient  plusieurs  fois  la  même. 

Théorème.  —  Deux  solutions  de  la  congruence  (5)  identiques 
au  module  m  près  donnent  la  même  solution  de  ^équation  (6). 

Réciproquement  deux  solutions  de  la  congruence  donnant  ta 
même  solution  de  Inéquation  sont  identiques  au  module  m  près. 

Soient  «0  et  n^  +  ml  deux  solutions  de  (5)  identiques  au 
module  m  près.  La  valeur  de  p  correspondante  à  no  est 

2  ^              ^  -  P 
"0     4-  p"o -T—^ 

Po=  


m 


Celle  correspondante  à  Uq  h-  ml  est 

(no  +  /nX)2  +  p(/Jo  -i-  ml) ^ 

m 
ou 

Pf,  4-  (sHo  -f-  p)X  -+-  mX^. 

La  valeur /)o  conduit  à  la  forme 

^  =  (m,  2^0  -h  p,  po). 
La  valeur  po  +  (s/îq  -h  p)X  H-  m}},  à  la  forme 

cp'  z=  [m,  ano  4-  p  H-  2m)>,  (po  +  2^0  -f-  p)l  -+-  mX^l. 

Or  on  passe  de  o  h  (p'  par  la  substitution  modulaire  (  j. 

Donc   si   l'on  passe  de  la  forme  (a,  b,  c)  k  (f  par  la  substitution 
/"     ''A,  qui  donne  comme  solution  de  (6)  x  =  7.,  y  =  y,  on 

passe   de   (a,  b,  c)   à   ç'   par   la   substitution    (^     '^)  (  '        )   °^ 

(*    *^       ^)  qui  donne  aussi  comme  solution  £c  =  a,  y  =  7. 
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Réciproquement,  supposons  qu'une,  même  solution  a,  y,  soit 
donnée  par  deux   racines  /îq  et   n^   de  la   congruence  (5).  Soit 

y       n  la  substitution  qui  transforme  (a,  b,  c)  en  {m,  2/I0  -+■  0,  po) 

(CL  È'  \ 

V  )   celle  qui   transforme   (a,  6,  c)   en  (m,    2/1,  -f-  0,  pj. 

On  a 

2^0  +  p  =  aaotjî  H-  6(aô  H-  Py)  -I-  3CY0 
anj  -+-  p  =  2ax^'  +  6(a8'  -4-  ^'y)  H-  aoyô'. 

D'autre  part  de 

ah  —  Py  =  aS'  —  Sf 

on  lire 

,Ê'  =z  ^  -h  Xa 
Ô'  =  6  -+-  Xy 

X  étant  un  entier.  Donc 

an,  -\-  '■^=^  iaa{'p  -h  Xa)  ■+  V^l^^  -f-  Xy)  H-  y(P  -f-  Xor)]  H-  2Cy(X  -4-  OY 

=  2no  +  p  -f-  2(ax*  -f-  6t'|'  -h"cY*)X  t=  2^0  -f-  p  -t-  amX 
d'où 

n,  =  «0  +  ^^• 

de  sorte  que  n^  et  «j  sont  la  même  solution  au  module  m  près. 
Enfin  nous  remarquons  que  toutes  les  substitutions  qui  trans- 

A-p\ 


n,,      -h    HnO 


forment  (a,    6,  c)   en   \m,    in^  H-  c,    /   se 

tu  ^     \ 

déduisent  de  l'une  d'elles  (   "     '''^\  par  la  formule 

Vïo      <io/ 

/X     (^\/«o     .%\ 

(       '^)  étant  une  substitution  automorphe  de  (a,  6,  c),  de  sorte 

que  les  valeurs  générales  de  a.  et  y  sont  X^o  -i-  p.yo.  vao  -I-  /syo. 

Résumé.  —  Pour  trouver  les  solutions  de  l'équation  diophan- 
tienne 

ax^  ■+-  hxy  H-  cj'  =  m 

il  Jaul  poser  la  congruence 

n^  -i-  on — ^  ^  o       (mod  m). 
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Si  cette  conr/raence  est  impossible  l équation  l'est  aussi.  Si  cette 
congruence  est  possible  on  cherche  toutes  ses  solutions  satisjaisant  à 
(7)  o  <  n  <  m. 

Soit  «0  l'i^ne  d'elles.  On  cherche  si  les  formes 

A  — 

I  ("o)*  -+-  p"o  — 

(a,  6,  c) 


et  m,    ano  -h  p,  


sont  de  même  classe.  Si  elles  ne  le  sont  pas^  à  la  solution  n^  de  la 
congruence  ne  correspond  pas  de  solution  pour  F  équation.  Si  elles 

le  sont,  soit  (   "     g  )    une  substitution  modulaire  par  laquelle  on 

passe  de  la  première  Jorme  à  la  seconde. 

A  la  valeur  n^  correspond  la  solution  a;  =  a,  y  =  7  et  d'une 
façon  générale  toutes  les  solutions  x  =  Xkq  -h  [j.'/^,  y  =  vao  +  pyo 

vil    {,' ^)    désignent    toutes    les    substitutions    automorphes    de 

[a,  b,  c). 

Le  nombre  des  solutions  ainsi  obtenues  est  égal  au  nombre  des 
valeurs  de  n  satisfaisant  à  la  congruence  (5)  et  aux  conditions  (7), 
multiplié  par  le  nombre  des  substitutions  automorphes  de 
(a,  b,  c). 

Ce  nombre  est  fini  si  (a,  6,  c)  est  une  formî  définie,  il  est  infini 
■dans  le  cas  contraire. 

De  cette  façon,  à  une  solution  de  l'équation  correspond  une 
racine  de  la  congruence  (on  dit  que  cette  solution  appartient  à 
•cette  racine),  mais  à  une  racine  de  la  congruence  peut  corres- 
pondre toute  une  série  de  solutions  de  l'équation  en  nombre  fini 
ou  infini. 

Exemple.  —  Résoudre  l'équation  diophantienne  (n'  139) 
2x2  _  6a;^  _^  ^2  _  ^  X  33^ 

Ici  b  est  pair.  La  congruence  (5)  est 

n^  =  ']       (mod  7  X  83) 
qui  a  deux  solutions  (mod  7  X  83),  à  savoir 

"'^-7^'^      (mod  7X83). 
/Il  =  7  X  26  '  ' 
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Il  y  a  à  considérer  les  deux  formes 

<7  X  83,   —  2  X  7  X  36,    5;)      et     (7  X  83,    2  x  7  X  26,    57). 

Prenons  d'abord  la  première.  Il  faut  voir  si  elle  est  de  même  classe 
que  (2,  —  6,  i).  La  première  racine  de  (7  x  83,  —  2X7  X  26,  67) 
•développée  en  fraction  continuelle  donne 


i82H-V^7_ L_  I  —L-     __ 


I 
I  H- 

I 

58i       ^3  +  |6h-     ih-    4+    iH-li+l 

La  première  racine  de  (a,  —  6,  i)  donne 


?i^  =  2  +  -i-|-L 

2  I   H-  I  4  H 


I        I        I 
I   H-   I   I   -4- 


Les  deux  formes  sont  de  même  classe.  On  trouve  que  les  substitu- 
tions par  lesquelles  on  passe  de  la  seconde  à  la  première  sont  : 


(:   o)  X  il'    If  X  (-  19       e) 

/6ar„-+-3Y„-  38?„  -  i95„...\ 
\33t„  —  193,,  ../ 


€n  posant 

/Il      6\"_/a„      ^„\ 

I9     5;  -\y„    sJ- 

On  a  donc  les  solutions 

x  =  6oc„-]-  3y„—  38,3„  —  190^ 
y  =  3a„—  i9^„. 

La  forme  (7  -+-  83,  2  x  7  X  26,  57)  fournirait  aussi  des  solutions. 

Théorème.  —  Si  un  entier  m  est  représeniable  primitivement 
dans  une  classe  de  déterminant  A,  tout  diviseur  m'  de  m  est  aussi 
représentable  primitivement  dans  une  classe  de  même  déterminant 
[les  deux  classes  dans  lesquelles  sont  représentées  m  et  m'  n'étant 
pas  Jorcément  les  mêmes). 

Ce  théorème  résulte  immédiaten:ient  du  théorème  II  du  n"  180. 

182.  —  On  vient  de  montrer  que  la  résolution  de  l'équation 
diophantienne  du  second  degré  à  deux  variables  se  ramène  à  la 
question  de  l'équivalence  de  deux  formes  quadratiques.   Récipro- 
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quement  on  peut  ramener  la  seconde  question  à  la  première.  On 
est  ainsi  conduit  à  une  expression  de  l'équivalence  de  deux  formes 
qui  nous  sera  utile. 

Pour  que  deux  formes  (a,  6,  c)  et  (a' ,  b' ,  c')  soient  de  même 
classe  il  faut  et  il  suffit  évidemment  qu'il  existe  quatre  entiers 
of.  /3.  7.  ^  satisfaisant  aux  équations 

/  «2  -  Py  =1 

\  ax2  -f-  6atY  H-  CY«  =  a' 

''  ^  aax^  -h  6(ac;  -+-  Py)  -j-  uc^?j  =  6' 


a^»  +  6^5  -+-  cS^  =  c'. 

Mais  on  sait  que  ces  conditions  entraînent  que  les  deux  formes 
ont  même  déterminant.  Supposons  cette  condition  remplie,  elle 
supprime  la  dernière  des  conditions  précédentes,  car  si  deux 
formes  ont  même  premier  coefficient,  même  second  coefficient  et 
même  déterminant,  elles  ont  même  dernier  coefficient.  On  peut 
donc  dire  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
(a,  6,  c)  et  (a',  6',  c)  soient  équivalentes  sont  que 

1°  elles  aient  même  déterminant  ; 

2°  que  l'équation  diophantienne 

aa^  H-  fcaY  -+-  CY*  =  a' 
soit  résoluble  ; 

3°  que  les  valeurs  de  jS  et  cî*  tirées  de  la  première  et  de  la  troi- 
sième des  équations  (8)  c'est-à  dire 

b'  —  b  b'  -hb 

a  —  CY  Y  -}-  ao! 

p=^— . —      '=^^ — 

■^  a  a 

soient  entières  (6  et  b'  sont  de  même  parité,  puisque  les  deux 
formes  ont  même  déterminant. 

En  résumé  pour  que  les  formes  {a,  b,  c)  el  (a',  b',  c')  soient  de 
même  classe  il  faut  et  il  suffît 

1°  qu  elles  aient  même  déterminant  ; 

2°  guil  existe  des  entiers  a,  /,  satisfaisant  aux  conditions 

yî    _1_   htv  -L.  /»v2   rr=   m 


(mod  a') 
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183.  —  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  des  théorèmes  qui 
seront  d'un  usage  fréquent  dans  la  suite. 

Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  jorme  primitive  (a,  6,  c)  et 
un  nombre  premier  p,  on  peut  trouver  un  entier  représenté  par  la 
fo^me  et  non  divisible  par  p. 

En  effet  si  a  ^  o  (mod  p)  cet  entier  a  répond  à  la  question. 

De  même  si  c  ^  o  (mod  p)  il  répond  à  la  question. 

Enfin  si  a  ^  c  ^  G  (mod  p),  alors  on  a  6  ^  o  (modp)  puisque 
la  forme  est  primitive.  Alors  l'entier  a  +  6  -h  c  (représenté  pour 
X  =  y  =  i)  répond  à  la  question. 

Théorème  II.  —  Etant  donnée  une  forme  primitive  f[x,  y)  et 
un  entier  m,  on  peut  trouver  un  entier  représenté  primitivement  par 
J{x.  y)  et  premier  à  m. 

En  effet  soient  p,,  Pi,  ...  les  facteurs  premiers  de  m. 

On  déterminera  «1,  y,  de  façon  que /(xi,  y,)  ne  soit  pas  divi- 
sible par  pi  puis  x.^,  y.j,  de  façon  quo,f(x.2,  jj)  ne  soit  pas  divisible 
parjDj,  etc. 

Ensuite  on  détermine  x,  y,  par  les  conditions 

a;  =  x,     (mod/>,)  J'=Ji     ('«od />,) 

X  =  x,     (mod  Pi)  y  =  Js     ("ïocl  Pj) 


On  aura 

/(^,  J)  =/(3^i.  Ji)       (modp,) 
donc/(x,  y)  n'est  pas  divisible  par  pj.  De  même  il  ne  l'est  pas 
parpï,  ...,  donc/(x,  y)  est  premier  à  m. 

Si  X  et  y  sont  premiers  entre  eux  le  problème  est  résolu.  Sinon 

onconsidère/(p^,  g^L). 

Théorème  III.  —  Dans  toute  classe  primitive  on  peut  trouver 
une  Jorme  dont  le  premier  coe/Jîcieni  soit  premier  à  un  entier 
donné  m. 

On  prendra  une  forme  f{x,  y)  appartenant  à  la  classe.  On 
déterminera  a,  y  premiers  entre  eux  de  façon  que  /(a,  y)  soit 
premier  à  m.  Puis  on  déterminera  |3,  â  par  la  condition 
aâ'  —  pV  =  I  ;   et  enfin  on   fera  sur  f{x,  y)   la  substitution 

y       ^]  ;  on  obtiendra  une  forme  répondant  à  la  question. 
On  voit  même  qu'il  existe  une  infinité  de  ces  formes. 

Caben.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  aa 
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NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  Vérifier  que  les  couples  de  formes  suivants  sont  à  la  fois  pro- 
prement et  improprement  équivalents,  et  trouver  les  substitutions  par 
lesquelles  on  passe  de  la  première  à  la  seconde 

(aôi,  a4o,  66)     et     (5,  i6,  i/j) 

(i,2,  —  4)     et     (—  i45,  —  210,  —  76) 
(a.  3,  —  4)     et     (64,  5i,  10). 

II.  —  Vérifier  que  la  forme  (3,  2,  —  2)  contient  la  forme 
(3,  —  i4,  —  21)  et  trouver  les  substitutions  par  lesquelles  on  passe 
de  la  première  à  la  seconde. 

III.  —  Vérifier  que  la  forme  (i,  i,  2)  contient  la  forme  (7,  —  7,  8) 
et  trouver  les  substitutions  par  lesquelles  on  passe  de  la  première  à  la 
seconde. 

Remarquer  que  les  formes  sont  bilalères;  il  y  a  des  substitutions  de 
déterminant  4-  5  et  des  substitutions  de  déterminant  —  5  répondant, 
à  la  question. 


CHAPITRE  XIV 


DETERMINATION  DES  CLASSES 
APPARTENANT  A  UN  DETERMINANT  DONNE 


184.  —  Nous  avons  eu,  dans  le  chapitre  précédent,  à  considé- 
rer toutes  les  classes  appartenant  à  un  déterminant  donné.  Le 
problème  se  pose  donc  maintenant  naturellement,  de  rechercher 
toutes  ces  classes.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  en  cherchant 
toutes  les  formes  réduites  dont  le  déterminant  est  égal  à  ce  déter- 
minant donné.  En  ))articulier  nous  démontrerons  que  le  nombre 
des  classes  appartenant  à  un  déterminant  donné  est  fini  (•). 

Cas  des  formes  définies.  —  On  se  donne  un  discriminant  D 
positif.  On  veut  former  toutes  les  classes  ayant  ce  discriminant. 
On  peut  se  borner  aux  formes  définies  positives,  car  si  (a,  6,  c)  est 
une  forme  définie  positive  ayant  un  discriminant  D  ; 

(—  o.,  —  b,  —  c) 

est  une  forme  définie  négative  ayant  le  même  discriminant 
et  réciproquement.  D'ailleurs  une  forme  positive  et  une  forme 
négative  ne  peuvent  être  de  même  classe.  Donc  on  formera  toutes 
les  classes  positives  de  discriminant  D,  on  leur  adjoindra  les  classes 
opposées  et  Con  aura  toutes  les  classes  de  discriminant  D. 

Enfin  puisque  dans  chaque  classe  il  y  a  une  forme  réduite  et  une 
seule  (n"  158)  le  problème  se  ramène  à  former  toutes  les  formes 
réduites  positives  de  discriminant  D. 

On  a  vu  (n°  158)  que  dans  une  forme  définie  réduite  on  a 

D  >  3a2. 

{')  Lagrangb,  Nouv.  mém.  Ac.  Berlin,  1778,  p.  2G2,  et  1775,  p.  323, 
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On  en  déduit,  a  étant  positif 


«<v/f. 


Etant  donné  D  on  prendra  donc  tous  les  entiers  positifs  a  satis- 
faisant à  cette  condition  ;  leur  nombre  est  fini. 
Ensuite  dans  une  forme  réduite  on  a 

—  a  <i  b  <^  a 

de  plus  b  est  de  même  parité  que  D.  Donc,  ayant  choisi  a  on 
prendra  toutes  les  valeurs  de  6  satisfaisant  à  ces  conditions  ;  leur 
nombre  est  fini. 

Ayant  choisi  a  et  6  on  détermine  c  par  l'égalité 

D  +  6» 

On  ne  retiendra  la  valeur  de  c  ainsi  trouvée  que  si  elle  est  entière 
et  si  (a,  6,  c)  est  réduite.  Le  problème  est  ainsi  résolu,  et  l'on  voit 
qu'il  n'a  qu'un  nombre  fini  de  solutions. 

On  est  d'ailleurs  sûr  qu'il  en  a  (n°  154). 

Exemples.  I.  —      D  =  3. 

o  <^  I 

donc  a  =  1,  alors  6  =  ±  i  et  c  =  i ,  on  a  donc  les  deux  formes 
(i,  1,  i)  et  (r,  —  I,  i).  Mais  la  seconde  n'est  pas  réduite. 

Donc  il  n'y  a  qu'une  classe  de  formes  réduites  positives,  et  de  dis- 
criminant I,  celle  caractérisée  par  la  forme  réduite  (i,  i,  i). 

II.-      D  =  4. 

donc  a  =  I,  alors  6  =  o  et  c  =  i .  Une  classe  caractérisée  par  la  forme 
réduite  (i,  o,  i). 
III.  -       D  =  7. 


«<v/ 


donc  a  =  i,  alors  6  =  i  et  c  =  2.  Une  classe  caractérisée  par  la  forme 
réduite  (i,  1,2). 

IV.  —       D  =  8,    Une  classe  caractérisée   par  la    forme  réduite 
(i.  o,  a). 
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V.—      D=i2 

a  <^  v/4         a  =  I  ou  2. 

Sia=i,fe  =  o,  c  =  3  d'où  la  forme  réduite  (i ,  o,  3). 

3 
Sia;=  2,  6  =  0  ou  2.  Pour  6  =  o,  c  =  -  valeur  non  entière. 

2 

Pour  fe  =  2  ,  c  =  2  d'où  la  forme  (2,  2,  2). 

On  trouve  deux  classes  l'une  primitive,  l'autre  de  plus  grand  divi- 
seur égal  à  2, 

D'une  façon  générale  si  D  est  divisible  par  un  carré  8*,  si  de  plus 

^  ^  o  ou  —  I  (mod  A),  parmi  les  classes  de  disciiminant  D  on  trou- 
vera les  produits  par  5  des  classes  de  discriminant  ^j. 

Soit  par  exemple  D  =  5oo.  D  est  divisible  par  trois  carrés  4.  ^5   et 

100.  Or  —  et  ne  sont  pas  des  discriminants,  tandis  que  -=  =  20 

4        100  '^  ^20 

en  est  un.  Donc  les  classes  de  discriminant  D  se  répartissent  en  deux 
ordres  (n°  153),  celui  des  classes  primitives  et  celui  des  classes  de 
diviseur  5  obtenues  en  multipliant  par  5  les  classes  primitives  de  déter- 
minant 20. 

VI.  —  D  --=  i5.  x\  priori  on  ne  trouvera  que  des  classes  primitives. 
On  en  trouve  deux  représentées  par  les  fermes  (i,  1,  4)  et  (2,  i,  2). 

185-  Cas  des  formes  indéfinies.  —  On  se  donne  un  détermi- 
nant A  positif,  on  veut  trouver  toutes  les  classes  et  pour  cela  toutes 
les  formes  réduites  ayant  ce  déterminant.  On  a  vu  (n"  175)  que 
dans  une  forme  réduite  indéfinie  a  et  c  sont  de  signes  contraires. 

Donc,  puisque  6^  —  ^ac  =  A  il  en  résulte  : 

62  <  A 
d'où,  6  étant  négatif  (n"  175) 

—  v/Â  <  o  <  6. 

On  prendra  tous  les  entiers  6  satisfaisant  à  ces  inégalités  et  qui 

sont  de  même  parité  que  A  ;  leur  nombre  est  fini. 

Ayant  choisi  6,  on  a 

b^  —  1 

ac  = 7 —  • 

4 

On  décomposera  de  toutes  les  façons  possibles  l'entier  négatif 
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— -. —  en  un  produit  de  deux  facteurs.   On   prendra  le  facteur 

positif  pour  a,  le  facteur  négatif  pour  c.  On  ne  retiendra  de  ces 
valeurs  que  celles  qui  satisfont  aux  conditions  (no  175) 

(i)  6<a4-c<  —  6 

leur  nombre  est  fini.  Les  formes  ainsi  trouvées  sont  toutes  les 
formes  réduites  de  déterminant  A.  Mais  deux  formes  réduites 
indéfinies  peuvent  être  de  même  classe.  Il  restera  donc  à  voir 
parmi  les  formes  obtenues  quelles  sont  celles  qui  sont  de  même 
classe. 

Exemples.  1.  —      A  =  5.  On  a 

—  v/5  <  6  <  o 

et  b  est  impair.  Donc  b=  —  i . 

Alors  ac  =  —  i.  Donc  a  =  i,  c  =  —  i.  Il  n'y  a  donc  qu'une 
classe  de  déterminant  5  représentée  par  la  forme  réduile(i, —  i, —  i). 

II.  —      A  =  8. 

—  v^B  <  6  <  o 

et  b  est  pair.  Donc  b  =  —  a.  ' 

Alors  ac  =  —  i  ;  donc  a  =  j,  c  =  —  i.  II  n'y  a  donc  qu'une 
classe  de  déterminant  8  représentée  par  la  forme  réduite  (r,  —  2, —  i), 

III.  _      A  =12. 

—  -  y/ 1 2  ■<  è  <;  o 

et  b  est  pair.  Donc  6  =  —  2. 

Alors  ac  =  —  2  ;  donc  a  =  i,  c  =  —  2  0ua  =  2,  c  —  —  i. 

Ces  deux  systèmes  de  valeurs  de  a  et  c  satisfont  d'ailleurs  aux  condi- 
tions de  plus  haut.  Donc  deux  formes  réduites  :  (i,  —  2,  —  2)  et 
(2,  —  2,  —  i).  On  vérifie  d'ailleurs  qu'elles  ne  sont  pas  de  la  même 
classe.  Donc  il  y  a  deux  classes. 

IV.  —      A  =  20. 

On  trouve  quatre  formes  réduites  (2  —  2,  —  2),  (r,  —  2,  —  h), 
(4,  —  2,  —  1)  et  (r,  —  4,  —  i)-  Les  trois  dernières  sont  de  même 
classe.  Donc,  deux  classes,  une  primitive  représentée  par  (i,  —  2,  — 4) 
et  une  non  primitive  représentée  par  (2,  —  2,  —  2). 

Remarque.  —  Si    à    un    déterminant    ne  correspond  qu'une 


NOTES    ET    EXERCICES  343 

classe,  celte  classe  est  nécessairement  identique  à  son  inverse. 
Donc  elle  est  bilatère. 

Exemple  :  pour  A  =  5,  la  forme  (i,  —  i,  —  i)  est  bilatère,  elle 
est  équivalente  à  la  forme  bilatère  simple  (i,  i,  —  i). 

De  même,  si  à  un  déterminant  ne  correspond  qu'une  classe  pn- 
mitive,  cette  classe  est  bilatère. 

Exemple  :  pour  A  =  20,  la  forme  (i,  —  2,  —  4)  est  bilatère, 
elle  est  équivalente  à  la  forme  bilatère  simple  (1,0,  —  5). 

186.  Formes  et  classes  principales.  —  On  appelle  forme 
principale  de  déterminant  A  la  forme  (  i.  p. t~^  )>  c'est-à- 
dire  11,  G,  —  â; )  si  A  est  pair  ( i ,  i , r—  j  si  A  est  impair. 

On  appelle  classe  principale  la  classe  de  cette  forme. 

La  classe  principale  est  bilatère,  car  la  forme  principale  est  bila- 
tère simple. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'une  classe  de  déterminant  A,  et  même  lors- 
qu'il n'y  a  qu'une  classe  primitive  de  déterminant  A,  c'est  la 
forme  principale. 

Théorème.  —  L'entier  i  e&t  représentable  primitivement  dans 
la  classe  principale.  Réciproquemerix  si  l'entier  i  est  représentable 
primitivement  dans  une  classe  cette  classe  est  la  classe  principale. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  I  du 
n°  180,  joint  à  ce  fait  que  le  premier  coefficient  de  la  classe  prin- 
cipale est  égal  à  i . 
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l.  —  Trouver  toutes  les  classes  correspondant  aux  discriminants 
108,  i35. 

n.  —  Trouver  toutes  les  classes  correspondant  aux  déterminants 
loi,  io4,  108,  117. 


CHAPITRE  XV 


DECOMPOSITION  DES  ENTIERS  EN  UNE  SOMME 
DE  DEUX  CARRES 


187.  —  Un  entier  m  satisfaisant  à  la  condition  (5)  du  cha- 
pitre XIII,  nous  savons  qu'il  est  représentable  primitivement  dans 
une  ou  plusieurs  classes  de  déterminant  A.  Nous  savons  de  plus 
trouver  ces  classes  lorsque  l'entier  m  est  donné  numériquement. 
Mais  on  peut  demander  de  plus  quels  sont  les  caractères  communs 
à  tous  les  entiers  représentés  par  une  même  classe.  Autrement  dit, 
connaissant  les  différentes  classes  de  déterminant  A,  pourra-t-on 
reconnaître  a  priori  par  certains  caractères,  qu'un  entier  m  est 
représentable  dans  telle  ou  telle  classe. 

Ce  problème  ne  sera  résolu  (autant  qu'il  peut  l'être)  que  plus 
loin.  Pour  le  moment  nous  allons  examiner  un  cas  particulier 
dont  la  solution  nous  guidera  pour  le  cas  général,  à  savoir  le 
cas  de  D^=  4- 

Il  n'y  a  qu'une  classe  de  discriminant  4  (n°  184)  celle  de  la 
forme  (i,  o,  i).  Dire  qu'un  entier  est  représentable  dans  cette 
classe  c'est  donc  dire  qu'on  peut  le  mettre  sous  la  forme  x^  4-  J^ 
autrement  dit  qu'on  peut  le  mettre  sous  la  forme  d'une  somme  de 
deux  carrés. 

D'après  le  n*  180  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'un  entier  m  soit  représentable  primitivement  par  la  forme 
(i,  o,  i),  autrement  dit  pour  qu'il  soit  décomposable  en  la  somme 
de  deux  carrés  premiers  entre  eux  est  que  la  congruence 

(i)  X*  ^  —  I       (mod  m) 

soit  possible. 
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188.  Nombre  des  solutions.  —  Nous  distinguerons  les  repré- 
sentations d'un  entier  par  une  somme  de  deux  carrés,  et  les 
décompositions  d'un  entier  en  une  somme  de  deux  carrés.  Deux 
représentations  x^  +  y^  et  x'^  -\-  y'^  ne  sont  dites  identiques  que  si 
X  =  x\  y=iy'.  Alors  le  nombre  des  représentations  primitives 
d'un  entier  m  est  égal  (n°  181)  au  nombre  de  solutions  de  la  con- 
gruence  (i)  multiplié  par  le  nombre  des  substitutions  automorphes 
de  (i,  o.  i)  ;  c'est-à-dire  à  quatre  fois  le  nombre  des  solutions  de 
la  congruence  (i). 

Au  contraire  deux  décompositions  d'un  entier  en  sommes  de 
deux  carrés  sont  considérées  comme  identiques  lorsque  les  carrés 
constituants  sont  les  mêmes  dans  les  deux  décompositions  quel 
que  soit  leur  ordre  et  le  signe  de  leurs  racines.  Le  nombre  des 
décompositions  est  donc  plus  petit  que  le  nombre  des  représenta- 
tions. 

Considérons  les  quatre  substitutions  qui  transforment  (i,  o,  i) 

en  (m,  2n,  p).  L'une  d'elles  étant  [^     K)  les  autres  sont 

Donc  à  une  solution  de  la  congruence  correspondent  quatre 
représentations  primitives  : 

Ces  quatre  représentations  sont  distinctes  sauf  si  l'un  des  deux 
nombres  a,  y  est  égal  à  zéro,  ou  s'ils  sont  égaux  en  valeur  absolue, 
ce  qui  joint  à  ce  que  ces  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux 
fait  que  cela  ne  peut  arriver  que  si  m  =  i  ou  2. 

Laissant  ces  cas  de  côté,  ces  quatre  représentations  sont  dis- 
tinctes, mais  elles  ne  donnent  qu'une  décomposition  de  m  en  deux 
carrés. 

De  plus  si  la  congruence  (i)  a  la  solution  n  elle  a  aussi  la  solu- 
tion —  n  qui  en  est  distincte  (m  n'étant  égal  ni  à  i  ou  à  2).  A  la 
solution  —  n  correspondent  les  quatre  représentations 

m  =  a2  +  (— y)2,  ,n  =  (— a)2^-Y^  m  =  Y»  +  (— a)2,  m=(— Y)*-l-a» 

distinctes  des  quatre   précédentes,   mais   qui  donnent  la  même 
décomposition  de  m  en  deux  carrés.  De  sorte  qu'en  résumé  il  y  a 
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huit  fois  moins  de  décompositions  que  de  représentations  et  l'on  a 
le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  de  décompo s  liions  de  m  en  deux  carrés  premiers 
entre  eux  est  égal  à  la  moitié  du  nombre  de  solutions  de  la  con- 
gruence,  sauf  s i  m  =  i  ou  2. 

Pour  m  =  I  ou  2  le  nombre  de  décompositions  est  un  car 
I  =  o*  -h  1'  et  3  =  I*  -4-  1^ 

Théorème  I.  —  Tout  nombre  premier  m  congru  à  i  [mod  4) 
est  rcpréseniabh  de  huit  façons  par  la  forme  x^  -+-  y^  et  décompo- 
sable  dune  seule Jaçon  en  une  somme  de  deux  carrés  ('). 

Car  dans  ce  cas  la  congruence  (i)  a  deux  solutions.  Donc  m 
n'est  déconiposablc  que  d'une  façon  en  une  somme  de  deux  carrés 
premiers  entre  eux.  D'ailleurs  m  étant  premier  n'est  pas  décom- 
posable  en  une  somme  de  deux  carres  non  premiers  entre  eux. 

Exemples. 

5=i2-+-2s,     i3  ==  2^ -f- 3*,     17=12  +  42.     etc 

Théorème  II.  —  Tout  nombre  premier  congru  à  —  i  (mod  4) 
n'est  pas  décomposable  en  une  somme  de  deux  carrés. 

Car  dans  ce  cas  la  congruence  n'a  pas  de  solutions.  Donc  m 
n'est  pas  décomposable  en  une  somme  de  deux  carrés  premiers 
entre  eux.  Et  il  ne  l'est  évidemment  pas  non  plus  en  une  somme 
de  deux  carrés  non  premiers  entre  eux. 

D'ailleurs  ce  théorème  se  démontre  sans  peine  indépendam- 
ment de  la  théorie  précédente,  car  on  voit  que,  quelques  valeurs 
entières  qu'on  donne  à  X  et  y,  l'expression  x^ -h  y^^  ne  peut  être 
congrue  à  —  i  (mod  4). 

Théorème  III,  —  Tout  entier  impair  différent  de  i  et  dont  tous 
les  facteurs  premiers  sont  congrus  à  i  (mod  4)  a  2'''^^  représenta- 
tions et  2''"'  décompositions  primitives,  h  étant  le  nombre  de  fac- 
teurs premiers  difîérents.  En  efTet,  dans  ce  cas,  la  congruence  (i) 
^st  possible  et  elle  a  2''  solutions. 

Exemples. 

65  =  5.13=  i2  -h  8^  =  4'  -h  7' 
85  =  5.17  =  22  +  92  =  62  -+-  f. 

Remarque.  —  Le  premier  de  ces  résultats  relatif  aux  représen- 
<')  Enoncé  par  Fermât,  démoQtré  par  Euler. 
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talions  primitives  s'applique  aussi  à  l'tntier  i,  car  dans  ce  cas 
A  =  o  et  il  y  a  bien  quatre  représenlalions  primitives.  Mais  le 
second  résultat  relatif  aux  décompositions  primitives  ne  s'applique 
pas. 

Théorème  IV.  —  Tout  entier  impair  dont  les  fadeurs  premiers 
ne  sont  pas  tous  congrus  à  i  {mod  4)  n'est  pas  décomposable  en 
une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux. 

Car  dans  ce  cas  la  congruence  (i)  est  impossible. 

Théorème  V.  —  Tout  entier  simplement  pair  2m'  a  autant  de 
représentations  et  de  décompositions  primitives  que  l'entier  m'. 

Car  la  solution  de  la  congruence  (i)  se  ramène  à  celle  des  deux 
suivantes 

x^  ^  —  I      (rr.od  m) 
x'  ^  —  I      (mod  2) 

et  la  seconde  a  une  solution. 

Ce  théorème  peut  aussi  se  démontrer  de  la  façon  suivante  : 
De 

m'  =  a^  -h  b^      , 

on  déduit 

2m'  =  {a  ■+■  by  4-  (a  —  6)^ 

et  l'on  verra  facilement  qu'à  toute  décomposition  primitive  de  m' 
correspond  ainsi  une  décomposition  primitive  de  2m'  et  récipro- 
quement. 

Le  résultat  s'applique  aussi  au  cas  de  m'  =  i  car  2  et  i  ont 
chacun  quatre  représentations  primitives  et  une  décomposition 
primitive. 

Théorème  VI. —  Un  entier  divisible  par  4  n'est  pas  décomposable 
en  une  somme  de  deux  can  es  premiers  entre  eux. 

Car  dans  ce  cas  la  congruence  (i)  est  impossible. 

D'ailleurs  ce  théorème  se  démontre  sans  peine  indépendamment 
de  la  théorie  précédente,  car  il  est  évident  que  si  l'on  donne  à 
X,  y  deux  valeurs  entières  premières  entre  elles  et  par  conséquent 
non  toutes  les  deux  paires,  l'expression  x^  +  y^  ne  peut  être  divi- 
sible par  !\. 

189.  Décompositions  non  primitives.  —  Pour  trouver  les 
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décompositions  d'un  entier  m  en  une  somme  de  deux  carrés  non 
premiers  entre  eux,  il  faut  diviser  m  par  tous  les  carrés  d^  diffé- 
rents de  1  par  lesquels  il  est  divisible,  chercher  les  décomposi- 
tions primitives  de  -n  et  multiplier  les  deux  termes  de  chaque 

décomposition  par  d*. 

Théorème  I.  —  Si  un  entier  contient  un  ou  des  facteurs  pre- 
miers congrus  à  —  i  {mod  4),  et  si  ces  facteurs  ne  sont  pas  tous 
à  un  exposant  pair,  cet  entier  n  est  pas  décomposable  en  une  somme 
de  deux  carrés. 

En  effet,  par  quelque  carré  (/-  qu'on  le  divise,  le  quotient  con- 
tiendra toujours  un  ou  des  facteurs  premiers  non  congrus  à  i 
(mod  4)  et  par  conséquent  ne  sera  pas  décomposable  en  une 
somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux. 

Théorème  II.  —  Si  un  entier  m  contient  un  ou  des  facteurs  pre- 
miers congrus  à  —  i  [mod  4)  et  si  ces  facteurs  sont  tous  à  un 
exposant  pair,  soit  n*  leur  produit  ;  pour  avoir  toutes  les  décompo- 
sitions de  m  en  deux  carrés  iljaut  prendre  toutes  celles  de 


m 


—  —  x^  -\-  y^ 

et  ton  a  toutes  les  décompositions  de  m  : 

m  =  (nxy  +  (ny)^. 

Il  suffit  de  démontrer  que  si  l'on  a 

m  =  X2  -f-  Y^ 
le  plus  grand  commun  diviseur  </ de  X  et  Y  est  divisible  par  n. 
En  effet,  on  a  la  décomposition  primitive  de  ^ 


©'  -  i^ï 


m        /X\2        /W 
d^ 


m 


Si  d  n'était  pas  divisible  par  n,  l'entier  tô  contiendrait  encore 

des  facteurs  premiers  congrus  à  —  i  (mod  4)  et  la  décomposition 
primitive  précédente  serait  impossible. 

Théorème  III.  —  Si  un  entier  m  contient  le  j acteur  a  à  l'expo- 
sant k,  pour  avoir  toutes  les  décompositions  de  m  en  deux  carrés  il 
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Jaut  prendre  celles  de    ^._^  {o  =  o  ou  i  suivant  que  k  est  pair  ou 

impair) 

-j- =  o;^  +  y' 

et  fan  a  toutes  les  décompositions  de  m  ■ 

l    ^~P    \^        '    fc  — p    \2 
m  =  \2    ^    xj    -h  \a     ^    y!  . 

Ce  théorème  se  démontre  comme  le  précédent,  en  s'appuyant 
sur  les  théorèmes  V  et  VI  dn  n°  précédent. 

190.  Théorème.  —  Si  un  entier  est  la  somme  de  deux  carrés 
premiers  entre  eux,  il  en  est  de  menu  d'un  diviseur  quelconque  de 
cet  entier. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  de  celui  de  la  fin  du  n**  181. 
On  peut  aussi  le  déduire  directement  de  ce  qui  précède.  Car  on 
voit  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  entier 
soit  décomposable  en  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux  est  qu'il  ne  contienne  comme  facteurs  premiers  que  des  fac- 
teurs congrus  à  i  (mod  4)  et  le  facteur  2  à  la  première  puissance 
au  plus. 

Or  si  ces  propriétés  appartiennent  à  un  entier,  elles  appar- 
tiennent aussi  à  ses  diviseurs. 

Les  résultats  de  ce  chapitre  s'étendent  à  toute  forme  de  même 
classe  que  x^  -+-  y*.  En  effet  à  toute  représentation  primitive  d'un 
entier  par  l'une  de  ces  formes  correspond  une  représentation  pri- 
mitive par  l'autre. 

Seulement  il  ne  faut  tenir  compte  que  des  résultats  relatifs  au 
nombre  de  solutions  de  x*  •+-  y*  =  m  et  non  de  ceux  relatifs  à  la 
décomposition  de  m  en  deux  carrés. 

Exemple.  —  L'entier  5  est  représentable  de  huit  façons  par  la 
forme  x"^  -+-  j*  et  ces  huit  représentations  ne  donnent  qu'une 
décomposition  en  deux  carrés. 

Si  au  lieu  de  x^  ■+■  y'^  on  prend  la  forme  de  même  classe 
2x2  _^  Qxy  -+-  ôy*  on  a  encore  huit  représentations  de  5,  à  savoir 
pour 

!x  =  o    ix  =  —  4  (a:=3       ix  =  5        (x  =  o       {x  =  l\        ix  =  —3  ix  =  — 
y  =  i    (j=3       iy=—i  (j  =  — 3  \y=—i  (y=— 3  (y  =  i       (y^S 
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qui  donnent  quatre  décompositions  de  5 

5  =  2.o2  -h  6.0.1  +  5.i2  =  2.4-^  —  6.4.3  +  5.32 
=  2.32  —  6.3.1  -H  5.i2  =  2.52  —  6.5.3  —  5.32. 


NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  Trouver  tous  les  entiers  décomposables  en  une  somme  de  deux 
triangulaires. 

De 

on  déduit 

(x  4-  j  +  I  )-  4-  (x  —  j)2  =  4m  H-  1 

etc. 

II.  —  Sur  le  nombre  total  des  représentations,  primitives  ou  non,, 
d'un  entier  par  la  forme  x^  -h  y^. 

Théorème.  —  Si  Ion  pose 

m  =  a^p^p""'  ...  q^q'?'  ... 

p,  p'  ...  étant  les  facteurs  premiers  de  m  congrus  à  -+-  i  (mod  fi)  et 
q,  q',  ...  étant  les  facteurs  premiers  congrus  à  —  i  {mod  4),  '<?  nombre 
total  v(»i)  des  représentations  de  m  par  lajorme  x^  -t-  y^  est 

v(/n)  =  o  Si'  les  p  ne  sont  pas  tous  pairs 

v(m)  =  4  I  I  (01  H-  1)       si  les  2  sont  tous  pairs. 
a. 

La  première  partie  de  ce  théorèm  (  n'est  autre  que  le  théorème  I  du 
n°  189.  Pour  la  seconde  partie  les  théorèmes  II  et  III  du  même 
numéro  donnent 

v(m)  =  v(/>V*   •••)• 
On  démontrera  d'abord  que  la  fonction  ^^^  est  régulière  (I.''4o4) 
donc  que  v(m)  =  v(/)^)v(/)'°' )  ...,  ensuite  que 

v(/)  =  i(a+  I). 
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Théorème.  —  Le  nombre  total  des  représentations  de  m  par  la  forme 
x^  _l_  j»  ggi  égal  à  quatre  fois  l'excès  da  nombre  de  ses  diviseurs  qui  sont 
congrus  à  i  {mod  4)  sur  le  nombre  de  ses  diviseurs  qui  sont  congrus  à 
—  I  (modli)  ('). 

II  suffira  de  démontrer  que  cet  excès  est  égal  à    I  1  (^t  +  i). 

Pour  cela  on  démontrera  que  c'est   une  fonction   régulière   de    m, 

ensuite   on   examinera   successivement  les  cas  de  m  =  p'^y  m  =  q^, 

m=  2". 
On  peut  aussi  écrire 

Enfin  si  Ton  pose 

■V.  m  =  n^p^p'^'  ... 

p,  p,  ...  représentant  ici  tous  les  facteurs  premiers  de  m  sans   distinc- 
tion, on  peut  écrire  : 


(1)  Lejeune  DiRicHLET,  J.  T.  ù.  M  ,  t.  2 1  (i84o),  p.  3  =  Werkc,  t.  i, 
p.  463.  Lejeune  Dirichlel  démontre  ce  théorème  par  de  tout  autres  procédés^ 
que  nous  rencontrerons  plus  lard. 


CHAPITRE  XVI 


NOMBRES  PREMIERS 

DONT  UN  ENTIER  DONNÉ  EST  RESTÉ  QUADRATIQUE 

LOI    DE   RECIPROCITE 


191.  —  On  a,  dans  le  chapitre  précédent,  étudié  les  propriétés 
générales  des  entiers  représentés  dans  la  classe  de  la  forme 
(x*  +  y^)  ;  en  particulier  on  a  démontré  que  ceux  d'entre  eux  qui 
sont  premiers  sont  identiques  aux  nombres  premiers  congrus  à  i 
(mod  4). 

Si  nous  voulons  chercher  des  propriétés  analogues  pour  une 
classe  quelconque  nous  commencerons  par  remarquer  qu'une 
condition  nécessaire  pour  qu'un  nombre  premier/)  soit  représcn* 
table  primitivement  est  que  la  congruence 

^  X*  H-  px -. — -  ^  o      (mod  p) 

soit  possible.  Ce  qui  exige 

(^)  =  -  -  (-.)  =  » 

et  l'on  est  amené  à  la  question  suivante  : 

Etant  donné  an  entier  a,  trouver  les  nombres  premiers  impairs  p 


tels  que  (  -  j 


Mais  l'entier  a  peut  se  mettre  sous  forme  d'un  produit  de 
facteurs  premiers,  multiplié,  si  a  est  négatif,  par  —  i.  Or  le 
caractère  quadratique  d'un  produit  de  facteurs  est  égal  au  produit 
des  caractères  quadratiques  des    facteurs.  Nous  aurons  donc  à 
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résoudre  le  problème  proposé  successivement  pour  a  =  —  i, 
pour  a=  2,  pour  a  =  un  nombre  premier  impair. 

Cas  de  a  =  —  i .  —  Ce  cas  a  déjà  été  traité  (n°  10),  on  a  vu  que 

( j  =  +- 1  lorsque/)  est  congru  à  i  (mod  4)  et  ( j  =  —  i 

lorsque/}  est  congru  à  —  i  (mod  4). 

Pour  traiter  les  autres  cas  nous  ferons  usage  d'un  lemme  dû  à 
Gauss. 

192.  Lemme  de  Gauss.  —  Soil  un  nombre  premier  impair  p 
et  un  entier  a  non  divisible  par  p.  On  forme  les  produits 

(i)  la       ia       ...       ^ a 

et  on  calcule  leurs  restes  minimums  {I.  87)  par  rapport  à  p. 

1°  Ces  restes  sont,  en  valeur  absolue,  égaux  à  i,  2,  ... 

{mais  non  pas  en  général  dans  cet  ordre). 

2°  Si  parmi  ces  restes  il  y  en  av  négatifs,  on  a 


(^)  =  (-■)•• 


\pi 

En  effet  i'  les  valeurs  absolues  des  restes  minimums  sont  cer- 
tains des  nombres  i,  2,  ...  ^         .  De  plus  elles  sont  au  nombre 

de  ^       ^-  ;  il  suffit  donc  de  montrer  que  deux  d'entre  elles  sont 
2 

différentes. 

Or  si  deux  d'entre  elles  correspondant  aux  produits  ha  et  ka 

étaient  égales,  on  aurait 

ha  ^dz  ka  (mod  p)       {h  >>  k) 

ou 

{h  zf.  k)a^o       (mod  p). 

ce  qui  est  impossible,  car  les  entiers   h  —  A:  et  h  -\-  k  sont  tous 
deux  compris  entre  o  et/)  et  a  n'est  pas  divisible  par  p. 
2°  Soient 

Œi,      «2,      ...      *p— I        ces  restes. 

a 
Garin.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II,  33 
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On  a 

(i.a)  (aa)  ...  y  ~  ^  a\  =  aiatg  •••  afp_,      mod/)) 

3 

OU 

i,a...^-^.a"     =(— i)"  1.2...  ^-^      (modp) 
ou  enfin 

B  —  I 


a    ^    ={-iy      {modp). 


Donc 


Application  dalemme  au  cas  de  a  =  —  i. 
Bien  que  le  cas  de  a  =  —  i  ait  déjà  été  traité,  on  peut  le  traiter 
à  nouveau  comme  application  du  lemme  précédent. 
Si  a  =  —  I,  les  produits  (i)  sont  égaux  à 


—  1, 


a 
Ils  sont  à  eux  mêmes  leurs  restes  minimums.  Alors 

P  —  » 

V  = • 

a 

Donc 


G)  =  (-) 


193.  Application  du  lemme  au  cas  de  a  =  2. 
Si  a  =  2  les  produits  (i)  sont  égaux  à 

(a)  2,      4,       ...,      (p—  i). 

Les  premiers  d'entre  eux  inférieurs  à  -  sont  à  eux  mêmes  leurs 

restes  minimums,  lesquels  sont  par  conséquent  positifs.  Les  restes 
minimums  suivants  sont  au  contraire  négatifs.  Le  nombre  v  est 
donc  le  nombre  des  termes  de  la  suite  (2)  qui  sont  plus  grands 

que  ^ .  Nous  distinguerons  maintenant  deux  cas. 
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i^r  Ca<}.  —  P  ^  I  (mod  4).  Alors  le  premier  nombre  de  la 
suite  (2)  qui  est  plus  grand  que  -  est  2  .  ^— ^ —  .  Le  nombre  v  est 
égal  aux  nombres  des  termes 


2   P-^3        jP  -^5  jP-  » 

4    '  4    '      •••  2 


c'est-à-dire  à 

P 


A 
Ce  nombre  est  pair  et(-j  =  i  si    p^i  (mod  8)  ; 

■ce   nombre   est  impair  et(-)  =  —  i     si    p^  —  3  (mod  8). 

2^  Cas.  —      p^  •—  I  (mod  4).  Alors  le  premier  terme  de  la 

suite  (2)  qui  est  plus  grand  que  -  est  2  ^—7 — .  Le  nombre  n  est 

alors  égal  à  '-—7 — .  Ce  nombre  est  pair  et(-j^i  si  p^=^  —  i 

{mod  8),  ce  nombre  est  impair  et(-j=  —  i  sip^3  (mod  8). 

On  voit  ainsi  que  :  L'entier  2  est  reste  quadratique  des  nombres 
premiers  ^  ±  i  {mod  8),  il  est  non  reste  de  ceux  ^  ±  3 
(mo(/8)(*). 

On  peut  résumer  ces  résultats  dans  l'égalité  : 

(!)=(- ■)'"^- 

Car  si 

p» 1 

p  =  8h  ±  i         ^— -g —  =  8/1'  ±  2/i  est  pair 


fil 


p' I 

p  =  8h  doS         *— -^ —  =  8h^  ±6/1  +  1  est  impair. 

194.  Loi  de  réciprocité.  —  Entre  deux  nombres  premiers 

impairs  p  et  q  on  a  la  relation 

p— '    ?— I 
2    . 


(?)(^)  =  (-""" 


(*)  Ce  théorème  était  connu  de  Fermât.  La  première  démonstration  publiée 
est  de  Lagrange  (Nouv.  mém.  de  VAc.  de  Berlin,  1775,  p.  Sig,  35i}. 
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Autrement  dit  : 


{?)  =  (!) 


,q/      \pj 

sauf  si  p  et  q  sont  tous  deux  congrus  à  —  i  (mod  4)  (*) 

Parmi  les  nombreuses  démonstrations  qui  ont  été  données  de  ce 

théorème  nous  choisirons  ici  celle  de  Kronecker  (^). 

Considérons  la  suite 

P  —  ï 
l.q,       2.q,        ...,       f^-^  q. 

Nous  allons  chercher  à  quelles  conditions  un  terme  hg  de  cette 
suite  donne  un  reste  minimum  négatif  par  rapport  à  k.  Il  faut 
pour  cela  et  il  suffit  qu'il  existe  un  entier  k  tel  que 

(3)  ^</c<^+I. 


Ces  deux  inégalités  se  résument  en  une  seule 


P  /   \P 

OU 


(h_k\lh         \ k\ 

\p       q)  \p  "^  ag        q) 


<0. 


D'après  la  forme  (3)  de  la  condition  on  voit  que  si  l'entier  k 
existe  il  est  unique,  que  d'ailleurs  il  est  positif  et  plus  petit  que 

-  lequel  est  lui  même  plus  petit  que  -+-  i.  Donc 


a      p       a     ^ — ^       ^       ^  a 

si  k  existe  c'est  un  et  un  seul  des  nombres  i ,  2 ,    ...   ^ .  Il  en 

'  2 

résulte  que  le  reste  minimum  de  hq  par  rapport  à  p  est  de  même 
signe  que  l'expression 


Ai      \p        q]  \p  "^  2^        ql 


k=i 

(^)  Ce  théorème  a  été  énoncé  par  Euler  (Opusc.  anal.  Petersb.  1788)  et  a  été 
démontré  pour  la  première  fois  complètement  par  Gauss  qui  en  a  donné  sept 
démonstrations. 

Le  démonstration  de  Legendre  (T.  d.  N.,  3'  éd.,  t.  I,  p,  280)  n'est  pa» 
valable  dans  tous  les  cas.  Depuis  de  nombreuses  démonstrations  ont  été  données 
dont  nous  rencontrerons  quelques  unes  dans  la  suite. 

{^)  L.  Krohecker.  Monalsber.  d.  Berlin  Akad.  1872. 


LOI    DE    RÉCIPROCITÉ  357 

Alors,  d'après  le  lemme  de  Gauss  le  signe  de  (M  est  le  même 
que  celui  de 

«)       ri  ri  (F^)(^-4-:)- 

h  =  ï         k=i 

De  même  le  signe  de  (- )  est  le  même  que  celui  de  l'expression 

déduite  de  (4)  en  échangeant  p  et  q.  Si  de  plus  on  fait  un  change- 
ment de  notation  en  échangeant  les  lettres  h  et  k,  on  voit  que  le 

-  I  est  le  même  que  celui  de 

<^)       ri  ri  dî-K-^i-t)- 

k=i     h=i 

On  peut  modifier  cette  seconde  expression  de  la  façon  suivante. 
On  peut  intervertir  l'ordre  des  signes  TT,  et  l'on  peut  séparer  le 

produit  des  facteurs  -  —  -  de  celui  des  facteurs  ^  -+■  ^  —  p  de 
façon  à  écrire 


(«)  n  n  (h,-)x  n  n  (^i-^)- 


'k 

h=t  k=i  h=ï  k=i 

Dans  le  second  de  ces  doubles  produits  on  peut  poser 

2 

a 

Alors  h'  varie  de  i  à  ^  ~"  '  et  k'  de  i  à  ^-^^ .  Si  alors  on 

a  a 

change  de  notations  en  remplaçant  h'  par  h  et  k'  paF  k 


358  THÉORIE   DES   NOMBRES 

le  deuxième  facteur  de  l'expression  (6)  s'écrit 

ri  ri  (^^k-l) 

h=i         k=i 

et  l'expression  (6)  elle-même,  s'écrit 

(t)       ri  ri  (:-^)(^r,-,-)- 

Si  maintenant  nous  comparons  les  expressions  (6)  et  (7)  qui 
donnent,  la  première  le  signe  de  (  ).  la  seconde  celui  de  (2 1,  nous 
voyons  qu'elles  sont  identiques  au  signe  près  des  facteurs.  Comme 
ces  facteurs  sont  au  nombre  de  '—- —  .  ^ ^  on  voit  que  le 


2  a 

/)— I    9  —  1 


produit  r-j  (^ j  est  du  signe  de  ( —  i)    "         ^    .  Comme  d'ail- 
leurs (^j  et  (^j  sont  égaux  a  -H  ou  —  i,  il  en  résulte  que 


i]    '     '    ' 


La  loi  de  réciprocité  est  donc  démontrée.  Les  théorèmes  rela- 
tifs aux  cas  a  =  —  i  eta  =  2  s'appellent  les  théorèmes  complé- 
mentaires de  la  loi  de  réciprocité. 

195.  —  L'ensemble  de  ces  trois  propositions  permet  de  résoudre 
complètement  la  question  posé  :  Etant  donné  un  entier  a  trouver 

les  modules  premiers  impairs  p  tels  que  (  -  )  =  i .   Nous  allons  le 

montrer  sur  des  exemples.  Le  cas  dea  =  i,  a  =  —  i,  a==.  2 
ont  déjà  été  examinés. 

Soit 

a  =  —  2. 
On  a 
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Or  —  I  est  reste  quadratique  de  tous  les  nombres  premiers 
^  1  (mod  4)  et  de  ceux-là  seulement  ;  2  est  reste  quadratique  de  tous 
les  nombres  premiers  ^  ±  1  (mod  8)  et  de  ceux-là  seulement.  La 

valeur  de  ( j  dépend  donc  du  reste  de  la  division  de  p  par  8,  et 

l'on  a  le  tableau  suivant 


P  =  (mod.  8) 

(V) 

(-) 

\p/ 

/—  a\ 
l    P     / 

I 

I 

I 

I 

3 

—  I 

—  1 

I 

—  3 

I 

—  I 

—  I 

—  I 

—  I 

I 

—  I 

—  2  est  donc  reste  quadratique  des  nombres  premiers  de  la  forme 
8/1  -h   1  et  8A  -h  3,  et  non-reste  des  nombres  premiers  de  la  forme 
8/1  —  I  et  8/1  —  3. 
Soit  a  =  3.  On  a 

La  valeur  ( —  1  )    ^    dépend  du  reste  de  la  division  de  p  par  4  et 
la  valeur  de  (  5  )  dépend  du  reste  de  la  division  de  p  par  3. 

l%\  =  -4-  i  si/>^  I  (mod  3)  et  (^\  =  —  i  si/)^—  i  (mod  3)- 

Donc  la  valeur  de  (  -)  dépend  du  reste  de  la  division  de  p  par  12. 
On  a  le  tableau  suivant  : 


P  =  (mod  la) 

P— ï 

(-0    ' 

(?)  • 

\p/ 

I 

I 

I 

I 

5 

I 

—  I 

—  I 

—  5 

—  I 

I 

—  I 

■"—  I 

—  I 

—  I 

I 

36o 
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3  est  reste  quadratique  des  nombres  premiers  de  la  forme  la/i  ±  i  et 
non  reste  des  nombres  premiers  de  la  forme  laA  di:  5. 

Le  nombre  premier  p  =  3  est  excepté  de  l'énumération  précédente. 
Pour  p  =  3,  on  a  : 

Soit  a  =  —  36o.  On  a  : 


(=f°)  =  (f)(-r)=m  =  (V)(^)(l)- 


Or 


/)— I 


et 


(D  =  (l)( 


5—  I  p— I 


8 


1) 


=  (!)• 


On  voit  que  1 )  =  ( ]  dépend  du  reste  de  la  division  de 

p  par  ^o. 


P  ^  (mod  4o) 


p— 1 


(-0 


I 

3 
7 
9 
1 1 
i3 
17 
19 

—  19 

—  17 

—  i3 

—  II 

—  9 

—  3 

—  I 


(-0 


p«_. 
"~5" 


(f) 


i^H--r) 
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Sont  exceptés  de  l'énumération  précédente  les  nombres  premiers 
facteurs  de  36o,  c'est-à-dire  2,  3,  5.  Le  caractère  quadratique  de 

—  3 60  par  rapport  à  l'un  de  ces  nombres  est  nul. 

Pour  tout  facteur  premier  impair  sauf  pour  p  =  3,  qui  divise 

—  360  et  non  —  10  on  a 


{^)=m 


Appelons  noyau  d'un  entier  le  quotient  de  cet  entier  par  le 
plus  grand  carré  par  lequel  il  est  divisible  on  a  le  théorème  : 
Si  Con  considère  un  entier  a  et  son  noyau  a',  on  a 


(I)  =  (p) 


pour  tout  nombre  premier  p  sauf  pour  ceux  qui  divisent  a'  sans 
diviser  a. 


196.  —  On  vient  de  voir  que  la  valeur  de  (  -  J  dépend  du  reste 

de  la  division  de  p  par  un  certain  entier  A.  Nous  allons  déterminer 
cet  entier.  Mais  auparavant,  ce  qui  simplifiera  les  calculs,  nous 

parlerons  d'une  généralisation  du  caractère  quadratique  (- ),  nous 

allons  définir  le  caractère  quadratique  ( -],    n   étant   un  entier 

impair  positijj  quelconque  (*). 

Définition.  —  n  étant  un  entier  impair  positif ,  et  p,  p„p'\... 
ses  facteurs  premiers  différents  ou  non,  de  façon  que 

n  =:p  p'  p''  ... 
on  a  par  définition  : 

a)-(^)(^')C")- 

On  pose  de  plus 

(-:)=■• 

Voici  quelques  propriétés  immédiates  de  ce  symbole. 
C)  Jacobi,  J.  r.  a.  M.,  t.  3o  (i846),  p.  17a.  =  Werke  6  Berlin  1891,  p.  262. 
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I.  —  Si  a  est  premier  à  n  on  a 


fi)= 


ou 


suivant  que  le  nombre  des  facteurs  premiers  de  n  dont  a  est  resté 
quadratique  est  pair  ou  impair. 

2 .  —  Si  a  n'est  pas  premier  à  n  on  a 

3.  — On  a 

\nn'  n"  ...)  ^  [nj  (;?)  \^)  "• 

4.  —  La  condition  a'  ^a  {mod  n)  entraîne  i  —  j  =  (-]• 

5.  —  Si  n  est  carré  par/ait  on  a  (- )  =  i  lorsque  a  n'est  pas 
premier  à  n,  et  l-\  s=  o  dans  le  cas  contraire. 

197.  —  Si  n  n'est  pas  carré  parfait  il  y  a  des  entiers  a  pour 
lesquels  (~)  =  -+-    »    ^'  d'autres  pour  lesquels  l-\  = —  i.  De 

plus,  si  Von  ne  considère  pas  comme  distincts  deux  entiers  congrus 
{mod  n)  [puisqu'ils  ont  même  caractère  quadratique  par  rapport  à  n) 

parmi  les  «p  (n)  entiers  premiers  à  n  il  y  en  a  - —  pour  lesquels 
l~)  =  -\-iet  ^-^  pour  lesquels  (-)  =  —  i. 

D'abord  il  existe  au  moins  un  entier  a  pour  lequel  (  -  )  =  —  ^  • 

En  effet  soit  p  un  facteur  premier  de  n  ayant  un  exposant  impair. 
Un  tel  facteur  existe  puisque  n  n'est  pas  carré  parfait.  Prenons  un 
entier  «o  non  reste  de  p,  puis  des  entiers  a,,  a^,  ...  tous  restes  res- 
pectivement des  autres  facteurs  premiers  p',  p",  ...  de  n.  Ensuite 
déterminons  a  par  les  conditions  : 

a  ^  Oq  (mod.  p) 
a  ^  Gj  (mod.  p') 
a^  a^  (mod.  //') 


GÉNÉRALISATION    DU    CARACTÈRE    QUADRATIQUE  303 

On  aura 

G)=-'  -  (?)=C^)--=- 

Donc 

Ceci  posé  posé  considérons  tous  les  entiers 

(8)  a  a!  a"  ... 

pour  lesquels  le  caractère  quadratique  est  —  i .  Multiplions-les  par 
a  nous  obtenons  des  produits 

(9)  aa      a' a       al' a  ... 

pour  lesquels  le  caractère  quadratique  est  i.  Mais  réciproquement 
tout  entier  pour  lequel  le  caractère  quadratique  est  i  peut  être  ob- 
tenue de  cette  manière,  car  en  appelant  A  un  tel  entier,  le  rapport 

A 

—  (mod  n)  a  pour  caractère  —  i,  et  par  conséquent  appartient  à 

la  série  (8).  Or  comme  les  séries  (8)  et  (9)  ont  le  même  nombre 
de  termes,  et  qu'à  elles  deux  elles  en  ont  ip  (n),  chacune  d'elles 

198.  Théorème.  —  Pour  que  la  congruence  x^  ^a   [mod  n) 

soit  possible  il  faut  que  (  -  )  =  i  ou  o,  mais  celle  condilion  n^esl  pas 

siifjîsanle. 

En  effet  pour  que  la  congruence  en  question  soit  possible  il  faut 

*Ï"®(d)'  ("')'  ("'')'  '*•  ^^^^^^  *°^^  égaux  à  o  ou  à  I,  ce  qui 
entraine  (  -  j  =  o  ou  i  ;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 
Théorème.  —  On  a 

(^•)=©(;^)^)- 

C'est  évident. 
Théorème.  —  On  a 


p— I . p — 


+^-^+"' 
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Soit,  comme  plus  haut,  n  =  pp'p" ... 
On  a 

(^)  =  (=^')(^)  •••  =  <-■) 

Il  suffit  donc  de  montrer  que 

2  2  2  ^  ' 

Or  chacun  des  deux  membres  est  pair  ou  impair  suivant  que  le 
nombre  des  facteurs  p,  p',  ...  qui  sont  congrus  à  —  i  (mod  4)  est 
pair  ou  impair.^ 

Théorème.  —  On  a 

R»—  I 

Il  suffit  de  montrer  que 

En  effet,  chacun  des  deux  membres  est  pair  ou  impair  suivant 
que  le  nombre  des  facteurs  p,  p',  ...  qui  sont  congrus  à  ±3 
(mod  8)  est  pair  ou  impair. 

Loi  de  réciprocité,  m  et  n  étant  deux  entiers  impairs  positifs  on  a 


m —  1      n  —  1 


\n)\nij       ^         ' 

Soit 

m  =pp'p"  ...            et            n  =  qq'q" 

On  a 

(^)(-:)=n(?)(l) 


le  produit  étant  étendu  à  toutes  les  combinaisons  possibles  d'un 
facteur  p  avec  un  facteur  q. 
Or 


p  —  '  .  9  — 


(?)(?)  =  '-"^'"' 
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Donc  le  premier  membre  de  l'égalité  à  démontrer  est  égal  à 

Or  on  a  vu  que 

P^^  +  P'-'  4-  ...  =  PP'--'  (tnod  2) 
a  a  a  ^  ^ 

et 

9J=J.  H_  9lzil  +  ...  =  22li_ZZJ  (mod  a). 
2  2  a  ' 

L'égalité  est  donc  démontrée. 

199.  Cas  de  n  <.o.  —  Comme  dernière  généralisation  on  peut 
encore  définir  (-]  quand  n  est  un  entier  négatif. 
En  posant  n  =  —  n',   on  a  par  définition  : 

Mais  les  propriétés  précédentes  ne  subsistent  pas  toutes.  On  a 
pour  n  <  G 

Mais  l'on  a 


La  loi  de  réciprocité 

subsiste  pourvu  que  l'un  au  moins  des  entiers  m,  n  soit  positif. 
Mais  s'ils  sont  tous  les  deux  négatifs  on  a 


m  —  I      n  —  I 


1 

œ(^)=-'-o 


m  —  I  .71  —  I 


Remarquons  d'ailleurs  qu'on  peut  écrire  toutes  ces  formules 
sous  une  forme  telle  qu'elles  soient  vraies  quel  que  soient  les  signes  . 
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de  m  et  n.  Désignons  par  |Sgn  {m)  (')  la  quantité  -i-  ou  —  i  sui- 
vant que  m  est  positif  ou  négatif;  on  aura  dans  tous  les  cas  : 

fi  — Sgn(n) 


œ=^--) 


a")œ  =  (--)^'^"' 


m  —  1      n  —  I        1  —  Sgn  (m)     i  —  Sgn  (n) 


200.  —  Etant  donné  un  entier  a,  trouver  les  entiers  impairs 
positifs  n  tels  que  (  -  )  =  i  • 

La  solution  est  identique  à  celle  relative  au  cas  où  n  est  premier 
et  les  résultats  sont  identiques.  Ainsi 

/ J  est  égale  à      i  lorsque  n^  1,7,9,11, 1 3, 19, —  i7,'^3(mod4o) 

( jestégaleà —  i  lorsquen^  3,  17,  —  19.  —  i3,  • —  11,-9, 

—  7,  —  1  (mod  4o). 

Déterminons  maintenant  l'entier  A  dont  on  a  parlé  au  commen- 
cement du  n°  196. 

Comme  on  peut,  sans  changer  (  - 1  diviser  a  par  un  carré,  sup- 
posons a  réduit  à  son  noyau. 
Nous  distinguerons  plusieurs  cas. 
!*«■  Cas.  a  ^  I  (mod  4).  On  a 


6)  =  © 


{n  est  toujours  supposé  positif). 

La  valeur  de  l  -  )  ne  dépend  que  du  reste  de  la  division  de  n 

par  a.  De  plus  n  doit  être  impair  et  premier  à  a  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  n  doit  être  premier  à  2a.  . 

L'entier  A  sera  donc  égal  à  2a. 

Considérons  tous  les  entiers  (*) 

rii,  02,  ...  n^^^^ 

(*)  Qu'on  prononce  :  signe  de  m. 
(')  Remarquer  que    <p(aa)  =  «'(a). 
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premiers  à  2a  et  compris  entre  zéro  et  2a  et  déterminons  leurs 
caractères  quadratiques.  Il  y  en  a  ^^  pour  lesquels  ce  caractère 

€st  -+-  I,  et  2^  pour  lesquels  il  est  —  i  (n°  197).  Chacun  d'eux 

rii  est  le  premier  terme  d'une  progression  arithmétique  de  raison 
2a  dont  tous  les  termes  rii  4-  2ha  sont  tels  que 

\ni  -h  ahaj        Xtiil 
Si  l'on  revient  maintenant  au  problème  de  déterminer  tous  les 
nombres  premiers  p  tels  que  (  -  j  =  i  on  voit  qu'il  suffira  de  prendre 

dans  les  -  9(0)  progressions  dont  les  termes  jouissent  de  cette  pro- 
priété les  termes  qui  sont  premiers. 

1"  Exemple,  a  =  5.  —  Les  entiers  positifs  plus  petits  que  10  et  pre- 
miers avec  10  sont  1,  3,  7,  9.  On  trouve  que  les  entiers  tels  que 

(-]  =  I    sont   les  termes   positifs   des  progressions    i  -4-  loA    et 

94-  \oh\  les  entiers  tels  que  (  -  j  =  —  1  sont  les  termes  positifs  des 

progressions  3  +  loAet  7-I-  \oh. 

2*  Exemple,  a  =  —  3.  —  On  trouve  que 

3^ 

)  =  ^       8^       n  =  6/1 -f- I 

et 

( 1=  —  1       si       n  =  6h  —  1. 

2®  Cas.  a^  —  I  (mod  4).  On  a 

Donc  la  valeur  de  (  -  )  dépend  des  restes  des  divisions  de  n  par  a 
et  par  4,  donc  du  reste  de  la  division  de  n  par  4a.  L'entier  A  sera 
donc  égal  à  4a.  On  formera  -  <p(4<i)  c'est-à-dir»  (^(a)  progressions 
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arithmétiques  dont  les  termes  n,  -+-  l[ha  seront  telles  que 

et  ^{a)  progressions  pour  lesquelles  la  même  quantité  sera  égale 
à  —  I .  Restera  aussi  à  voir  ceux  des  termes  de  ces  progressions 
qui  sont  premiers. 

Exemple,  a  =  3.  —  Les  entiers  impairs  positifs  n  pour  lesquels 
[-J  =  2   sont  ceux  des  progressions  i  -+-  la/t  et  1 1  H-  laft,  ceux 

pour  lesquels  ()= — ï  sont  ceux  des  progressions  5  H-  la/t, 
7  -h  la/i. 

3»  Cas.  —  Soit  a  =  ia'  avec  a'  ^\  (mod  4).  On  a 

On  trouve  A  =  4a  etc. 

Exemple.  a=  lo.  —  On  a  (  —  )  =  ^  lorsque  n  est  un  entier  impair 
positif  de  l'une  des  progressions  ; 

1,  3,  9,  i3,  27,  3i,  37,  39 -+- Aofc 
et  (  —  ]  =  —  1  lorsque  n  appartient  aux  progressions 
7,   11,   17,   19,  21,  23,  29,  33 -h  40/1. 
4"  Cas.  —  a=  2a'  avec  a'  ^  —  i  (mod  4).  Alors 

n*  —  I    .    n  —  I 

On  trouve  encore  A  =  4a. 

Exemple,  a  =  —  10.  —  On  a  f j  =  i  pour 

n=  1,  7,  9,   11,  i3,  19,  a3,  37  +  4oA 

n  =  3,   17,  21,  27,  29,  3i,  33,  Sg  -h  l\oh.^ 
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Remarque,  —  Il  est  bien  entendu  que  les  résultats  précédents 
ont  été  démontrés  pour  n  >»  o.  On  a  facilement  les  résultats  rela- 
tifs aux  entiers  n  négatifs  par  la  relation  ( -)  =  (zr~)  ' 

Exemple.  —  Les  entiers  négatifs  —  n  tels  que  ( )  ^^  ^  ^^^^  ^^* 

termes  négatifs  des  deux  progressions  —  i  —  lo/i  et  —  9  —  loh. 

Il  se  trouve  ici  que  ces  progressions  sont  les  prolongements  des  pro- 
gressions à  termes  positifs  i  -h  lo/i  et  9  -h  loh. 

Les  entiers  négatifs  —  n  tels  que  ( )  ^^  *  ^^^  ^®*  termes  néga- 
tifs de  la  progression  —  1  —  6h  qui  n'est  pas  le  prolongement  de  la 
progression  à  termes  positifs  1  -h  6h. 

H  est  facile  de  voir  pour  quelle»  valeurs  de  a  les  progressions  se  pro- 
longent et  pour  quelles  valeurs  elles  ne  se  prolongent  pas. 

201.  —  Application  de  la  loi  de  réciprocité  et  des 
théorèmes  complémentaires  à  la  simplilication  du   calcul 

La  méthode  à  suivre  ressortira  clairement  des  exemples  suivants, 
i"  Exemple.  —  Soit  à  calculer  ( o  )•  On  a 

\9973/        \9973/\9973/ 

Or  9973  ^  —  3  (mod  8).  Donc  f 0  )  =  —  1 . 

D'autre  part  9978  ^  1  (mod  4)-  Donc 

/i83\_/997_^\  _/9i\_/  7  \i  ^^  \(') 
\997^/  ""  \  i83  ;  —  \i85)—\Wi)\i8^) 

On  a  ensuite 

a)=-(f)— a)— 

et 

(^3)  =  {^)  =  {h)  =  '• 

Donc  flnalement  ( ^j  )  =  i. 

\997^/ 

(')  Cette  décomposition  en  facteurs  de  91  n'est  pas  nécessaire,  mais  elle  sim- 
plifie le  calcul. 

Cabbx,  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  3& 
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2*  Exemple.  —  Soit  à  calculer  (fc^t^  )•  On  a 

/ia34\_/     2     y  617  \ 
\56789;  -  \56789A55^9/ 

Or  56789  =  —  3  (mod  8).  Donc  (rgV)  =  —  i. 
D'autre  part  617^1  (mod  ^).  Donc 

\ô6789;-\  617  ;-\6r7J' 

Or  a5  est  un  carré  parfait.  Donc  [  ^ — )  =  1.  Donc 

\56789y-       '• 

202.  Enoncé  du  théorème  de  Lejeune  Dirichlet  sur  la  pro- 
gression arithmétique.  Démonstration  pour  les  progressions 
de  raisons  4,  6,  8.  —  Nous  avons  dans  ce  qui  précède  considéré 
les  nombres  premiers  appartenant  à  une  progression  arithmétique 
dont  le  premier  terme  et  la  raison  sont  des  entiers  premiers  entre 
eux.  Nous  sommes  donc  amenés  à  nous  demander  comment  ces 
nombres  premiers  se  placent  dans  la  progression,  et  en  particulier 
s'il  y  en  a  une  infinité.  Ces  questions  seront  traitées  plus  tard.  La 
seconde  a  été  résolue  par  Lejeune  Dirichlet. 

Dans  une  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme  et  la 
raison  sont  des  entiers  premiers  entre  eux  il  y  a  une  infinité  de 
nombres  premiers.  Nous  nous  bornerons  ici  à  des  cas  particuliers 
de  ce  théorème. 

On  peut  se  borner  au  cas  où  la  raison  est  un  nombre  pair.  Car 
si  la  raison  est  un  nombre  impair  2A:  -f-  i ,  les  seuls  termes  de  la 
progression  {2k -\-  i)n -\- a  qui  puissent  être  premiers  sont 
(sauf  2)  ceux  qui  sont  impairs,  c'est-à-dire  ceux  pour  lesquels 
n  =  a -h  2n' -\- I.  Ils  appartiennent  donc  à  la  progression 
2(2^  -h  i)n'  -+-  (2/c  -+■  i)(a  -h  i)  -f-  a  de  raison  paire  2{2k  -\-  i). 

On  peut  remarquer  que  si  le  théorème  est  démontré  pour  une 
certaine  valeur  de  la  raison  il  est  par  cela  même  démontré  pour 
toute  valeur  de  la  raison  diviseur  de  la  précédente. 

Si  la  raison  est  6  il  y  a  deux  progressions  pouvant  contenir  des 
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nombres  premiers,  celle  des  nombres  Qh  —  i  et  celle  des  nombres 
6h-h  I. 

Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  6h  —  i. 

D'abord  il  y  a  de  tels  nombres  par  exemple  5.  Ensuite  soit  p 
un  tel  nombre,  nous  allons  en  trouver  un  plus  grand.  Pour  cela 
considérons  N  =  2.3  ...  p,  puis  formons 

P  =  N— I. 

Tout  facteur  premier  de  P  est  plus  grand  que  p.  Mais  il  y  a  au 
moins  un  de  ces  facteurs  premiers  qui  est  de  la  forme  6/i  —  i . 
Car  si  tous  les  facteurs  premiers  de  P  étaient  de  la  forme  Qli  -+■  i, 
P  le  serait  aussi.  Or  P  est  de  la  forme  &h  —  i.  Donc,  etc. 

Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  6A  +  i. 

D'abord  il  y  a  de  tels  nombres  par  exemple  7.  Ensuite  soit  p 
un    tel    nombre  ;    considérons    l'entier    P  =  N^  -h  N  H-  i     ou 
N  =  2,3  ...p.  Tout  facteur  premier  de  P  est  plus  grand  que  p, 
d'autre  part  un  tel  facteur  premier  q  est  tel  que  la  congruence 
x^  -^  X  -\-  1^0  (mod  q) 

soit  possible.  On  a  donc  (— —  )  =  i  ou  o.  La  seconde  hypothèse 

est  inadmissible.  Donc  q  est  de  la  forme  6^  -f-  i. 

203.  —  Si  la  raison  est  8  il  y  a  quatre  progressions  8A  -h  i» 
8A_  I,  %h  —3,  8/1  +  3. 

Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  8A  -4-  i . 
Nous  démontrerons  le  théorème  plus  général  : 
Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  2"h  ■+-  i. 
Lemme.  —  Soit  a  un  entier,  tout  Jacteur  premier  impair  de 

a(-      '  H-  I  est  congru  à  i  [mod  2"). 
Soit  gr  un  tel  facteur.  On  a 

(a'-"~'  -h  i)(a*"~'  —  i)  =  a2"  —  1=0     (mod  q). 

Donc  l'exposant  de  a  par  rapport  à  q  est  2"  ou  un  sous-mul- 
tiple de  2".  Mais  ce  ne  peut  être  un  sous-multiple  de  2"  car  si  cela 

était  on  aurait  a^       —  1^0  (mod  q)  ce  qui  est  contradictoire 

avec  a^       -h  i  ^  o  (mod  q).  Donc  cet  exposant  est  égal  à  2". 
Mais  cet  exposant  est  un  diviseur  de  q  —  i .  Donc 

q^  ï     (mod  a"). 
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Ce  lemme  étant  démontré,  on  voit  d'abord  qu'il  y  a  des  nombres 
premiers  congrus  à  i  (mod  2")  en  donnant  à  a  une  valeur  particu- 
lière, par  exemple  2  et  prenant  un  facteur  premier  de  2^       —  i. 

Ensuite  on  voit  qu'il  y  en  a  une  infinité,  car  soit  p  un  tel 
nombre.  On  forme 

N=a.3...p 
puis 

P=^N2"-'4-  I. 
etc. 

Remarque.  —  Lorsque  a  =  2  et  n  >•  2,  l'énoncé  précédent 
peut  se  perfectionner  (^) 

Tout  fadeur  premier  impair  p  de  ^^  -+■  i  est  congru  à  i 
{mod  2"+^)     {n  >  2). 

En  effet  on  sait  que  p  est  congru  à  i  (mod  2")  par  conséquent 
congru  à  i  (mod  8). 

Donc  2  est  un  reste  quadratique  de  p.  Soit 

a  ^  a^     (mod  p). 
Alors 

2^"   ^  -h  I  ^  a^"  H-  I     (mod  p). 

Donc  si  2^  -h  1  est  divisible  par  p,  a*"  -h  i  l'est  aussi,  par 
suite  p  est  congru  à  i  (mod  2"+^). 

Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  Informe  8h  —  i. 
On  forme 

N  =  3.5...p 

(le  nombre  2  ne  figurant  pas  comme  facteur  dans  N),  puis 

P  z=  N2  —  2. 

Un  facteur  premier  9  de  P  est  tel  que  (~\  =  i .  Donc  q  est  de 

l'une  des  formes  8h  zh  i.  Mais  si  tous  les  facteurs  premiers  de  P 
étaient  de  la  forme  8/1-4-  i ,  P  le  serait  aussi,  ce  qui  n'est  pas.  Donc 
etc. 

Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  8h  —  3. 

(')  Lucas,  Atli  R.  Ace,  Se,,  tome  i3  (1877-78),  p.  271. 
Hadahard,  Interm.  des  math.,  3  (1896),  p.  at^. 
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On  forme 

N  =  2.3...p 
puis 

P  =  N2h-i. 

On  voit  que  tous  ses  facteurs  premiers  sont  de  l'une  des  deux 
formes  8h  -h  i,  8h  —  3.  Mais  P  est  de  la  forme  8h  —  3,  etc. 
Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  J orme  8/i  h-  3. 
On  forme 

N  =  3.^...p 

puis  P  =  N^  4-  2,  et  on  raisonne  comme  dans  le  cas  précédent. 

204.  —  Si  la  raison  est  2p  (p  =  nombre  premier  impair)  il  y  a 
(p{p)  progressions  pouvant  contenir  des  nombres  premiers:  Nous 
examinerons  seulement  les  progressions  2hp  H-  i. 

Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  2hp  -f-  i. 

Lemme.  —  Soit  a  un  entier  non  congru  à  i   (mod  p),  si  l'on 

considère  l'entier 

.        at'  —  i 

A  = 

a  —  I 

tout  facteur  premier  de  cet  entier  est  congru  à  i  {mod  p) . 
Soit  q  un  tel  facteur.  On  a 

(a  —  i)A  z=  af  —  1  ^  o    (mod  q). 

Donc  p  est  un  multiple  de  l'exposant  de  a  par  rapport  à  q 
(n°3).  Donc  cet  exposant  i  ou  /).  Mais  cet  exposant  n'est  pas 
I  puisque  a  n'est  pas  congru  à  i  (mod  p).  Donc  cet  exposant 
est  p.  Or  cet  exposant  est  un  diviseur  de  q  —  i  (n°  3).  Donc 
q  est  congru  à  i  (mod  p). 

Ce  lemme  étant  démontré,  on  voit  d'abord  qu'il  y  a  des  nombres 
premiers  congrus  à  i  (mod  p)  en  donnant  à  a  une  valeur  particu- 
lière par  exemple  a  =:  2  et  prenant  un  diviseur  de  2^  —  i. 

Ensuite  on  voit  qu'il  y  en  a  une  infinité.  Soit  r  un  nombre 
premier  congru  à  i  (mod  p).  On  forme 

N  =  2.3...  r 
puis 

p  _  N^  -  1 

^  —    N-  I  • 
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Tous  les  facteurs  de  P  sont  congrus  à  i  (mod  p).  Or  aucun  de 
ces  facteurs  ne  peut  être  inférieur  ou  égal  à  r,  car  dans  ce  cas  il 
diviserait  N  et  par  conséquent  ne  pourrait  diviser  N^'  —  i . 


NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  Loi  de  réciprocité,  3*  démonstration  de  Gauss  ('). 
Nous  gardons  les  mêmes  notations  qu'au  n"  192. 
1°  a  étant  impair  on  a  : 

P 


:^=2^(f)   ('"o^'^). 


(Ici  et  dans  ce  qui  va  suivre  les  sommes  sont  étendues  aux  valeurs 

entières  de  h,  de  h  =  i  a  h  =  " ,  à  moins  d'indication  contraire. 

2      ' 

(E(a;)  désigne  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x).  En  effet  on  a  : 

ha  =  E  (  -    j  p  +  a/,  si  a/,  >  o 

ha"^ 


ha 


=  [E  {^~\  +   ij  p  —  et,,  si  a^  <  o 


d'où  : 


A  =  E^-^j  +  aA  (mod.  2),        siûf/,  >o 

A^El— j4-l4-a/,      (mod.  2),         si  a^  <  o 

Faisons  h  =  o,  i,  ... et  ajoutons  ;      ' 

2ft-2^(^)  +  v  +  2-.       (mod.  2) 

Or  ^A  =   /^<Xk-  Donc  etc. 
2°  Il  en  résulte  : 

■ha^ 


©  =  (-0^7) 


(1)  Comm  Gôtt  =  Werke  t,  2,  p.  i, 


NOTES    ET    EXERCICES  3'jb 

* 

Donc  pour  démontrer  la  loi  de  réciprocité  il  suffit  de  démontrer 
que  : 

h=ii  h=i 

3*  Nous  allons  démontrer  le  théorème  plus  général  suivant  : 

Soit  w  un  nombre  positif  ralionnel  on  irrationnel  mais  non  entier.  Soit  m 

un  entier  tel  que  aucun  des  nombres  iw,  201,  ..,  moi  ne  soit  entier.  Posons 

E(m(o)  =  71.  Dans  ces  conditions  on  a  : 

h  =  m  hz=n 

<„)  2  E(M  +  2  (-1)  =  "■"• 

h=i  ft=i 

Si  dans  cette  ésalité  on  fait  w  =  "  et  m   =  " ,  on  trouve 

°  q  2 

-  pourvu  que  p  <i  q,  ce  que  l'on  peut  toujours  supposer. 


2 
La  congruence  (10)  résultera  donc  de  l'égalité  (11). 

La  démonstation  la  plus  simple  de  l'égalité  (11)  est  une  démonstra- 
tion géométrique  (').  Considérons  le  réseau  des  points  à  coordonnées 
entières.  Marquons  la  droite  y  =  eux  et  considérons  aussi  le  rectangle 
formé  par  les  axes,  la  droite  x  =  m,  et  la  droite  j  =  n.  Comptons  les 
points  du  réseau  appartenant  à  ce  reclangle  à  la  manière  de  I.  I^Q. 

On  sait  que  le  nombre  de  ces  points  ainsi  comptés  est  égal  à  la 
surface  du  rectangle  c'est-à-dire  à  mn.  Mais  d'autre  part  si  on  compte 
séparément  le  nombre  de  points  au-dessous  de  la  droite  y  =  oix  et  le 

h=zm 

nombre  de  points  au-dessus,  on  trouve    ^  E(/iw)  pour  le  premier 

h=n 

nombre,  et    /^  E  [-1)  pour  le  second.    L'égalité  (11)  est  donc   dé- 

montrée. 

II.  —  Loi  de  réciprocité  ;  démonstration  de  Zolotarev.  —  Soit  un 
module  premier  impair  p  et  un  entier  a  non  divisible  par  p.  On  forme 
les  produits  : 

la,  2a,  ...  (p  —  i)a 

(1)  EisENSTEiw,  J.  r.  u.  A/.,  t.  28  (1844)  p.  a46.! 
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et  on  calcule  leurs  restes  ordinaires  par  rapport  à  p.  Soit  : 

cil,  Ct^,   ...    «p 

la  suite  de  ces  restes.  Démontrer  que  (-)  =  ( —  i)'  en  désignant  par  i 

le  nombre  d'inversions  (I.  160)  présenté  par  cette  suite. 

On  en  déduit  une  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  et  des 
théorèmes  complémentaires  (G.  Zolotarev.  N.  A.  de  Math,  2'  série 
t.  II  (1872)  p.  354). 

III.  —  Loi  de  réciprocité  ;  démonstration  d'Eisenstein.  —  On  a  : 

.     hq  .     a^ 

sin  — *  271       sm  —  2TÏ 

P         _         P 


.h  .h 

sin  -  ar         sm  -  2-, 

P  P 


(mêmes  notations  que  plus  haut). 

Si  dans  cette  égalité  on  fait  h  =  i,  2,  ...  ~ et  qu'on  multiplie. 

l'ensemble  des  quantités   sin    ~   ar.  prend   les  mêmes   valeurs   que 

l'ensemble  des  quantités  sin  -  2?:,  mais  avec  un  changement  de  signe 
pour  tout  ait  négatif.  On  a  donc  d'après  le  lemme  de  Gauss  : 

2    sm  a/,  2Tt  2    sm  hq  211 

\n)  ""     il     T^h         ""     ii     Tli 

'  ,  sin  -  2TC  ,  sin  -  2TC 

ft=i  p  h=i  p 

Or  on  a  : 

'  .   „  2A:- 

X  —  sin'*  — 


?^^l^  =  (-i)~2^/-'    TT     (sin^ 
sm  X  ^        '  ±1     \ 


k  =  i 

(Cette  formule  se  démontre  en  remarquant  que  —. — i- ,  q  étant 

impair,  est  un  polynôme  entier  en  sin  x  de  degré  q  —  1  dont  les  racines 

sont  i  sin  —  ti  Ik  =  1,  2,  ...  2 j  et  dont  le  premier  coefficient 

g—' 
est(— i)    ^     2^-\ 
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Alors 


(2)=(-,)  "•'  =  "•'  n   n  (-','---'^-..)- 

h=ï  k=i 

Si  l'on  permute  p  et  q  rien  ne  change  dans  le  second  membre  que  le 

signe  des  facteurs  sin^  -2-  —  sin^  -  2-.  Or  ces  facteurs  sont  au 
6  p  q 

nombre  de  ^  •  " .  Donc,  etc. 

p  q 

IV.  —  Extension  du  lemme  de  Gauss  au  cas  où  le  nombre  premier  p  est 
remplacé  par  un  entier  positif  impair  n  premier  à  a  (').  —  Si  l'on  calcule  les 

restes  minimums  des  divisions  par  n  des  produits  la,  aa,  ...  a,  et 

que  l'on  appelle  v  le  nombre  de  ces  restes  qui  sont  négatifs  ou  a  : 

(::)=(-'>■'• 

En  supposant  ce  résultat  les  démonstrations  données  |précédemment 
de  la  loi  de  réciprocité  s'appliquent  à  deux  entiers  impairs  premiers 
entre  eux,  non  forcément  premiers  absolus. 

V.  —  Soient  a,  h  deux  entiers  impairs  positifs,  premiers  entre 
eux.  On  divise  a  par  b  en  s'arrangeant  de  manière  à  ce  que  le  reste  soit 
impair  (I.  87). 

Soit  zr  ce  reste,  r  étant  positif,  s  étant  -+-  ou  —  1 .  On  divise  b  par  r 
soit  de  même  sV  le  reste  impair,   etc.  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un 

reste  égal  à  d=   1.  Démontrer  que  (  y  |  =  ( —  1)*,  k  étant  le  nombre 

des  couples  : 

6,  er;  r.  sV  ;  r',  eV; 

dans  lequel  les  deux  entiers  sont  congrus  à  —  1  (mod  l\).  (Eisenstkin, 
J.  r.  a.  M.  t.  27  (i844)  p-  3i7). 

V.  —  Soient  a,  b,  deux  entiers  impairs,  positifs,  premiers  entre 
eux.  On  divise  a  par  b  en  s'arrangeant  de  manière  à  ce  que  le  reste 
soit  impair. 

Soit  r  ce  reste  positif  ou  négatif.  On  divise  b  par  r,  soit  r'  le  reste 
positif  ou  négatif;  etc  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  égal  à  -\^ 
ou  —  1 .  On  a  ainsi  une  suite  d'entiers  impairs  : 

a,       b,       r,       r', 
(^)  ScHERiSG,  Berl.  Monatsber,  1876,  p.  33o. 
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On  considère  aussi  la  suite  des  restes  minimuns  par   4  des  termes 
de  la  suite  précédente,  soit  : 


tous  les  E  sont  égaux  à  +  ou  —  i . 

On  appelle  a  le  nombre  de  couples  de  termes  négatifs  consécutifs 
qu'il  y  a  dans  la  première  suite,  et  ^  le  même  nombre  pour  la  seconde 
suite.  Démontrer  que  : 


?)  =  (-■)'+' 


b 

(Sylvbster,  C.  R.  Ac.  Se.  Par.  t.  90  (1880)  p.  io53). 
VI.  —  Gardant  les  mêmes  notations  que  dans  la  question  précédente 
on  a  : 


{^\  =  (_  ,)/(«,'')+/(''.'•)+/('•.'•')  +  . 


en  posant 


/(m,  n)  — 


m 


E  étant  égal  à  i  lorsque  m  et  n  sont  tous  les  deux  négatifs  et  à  zéro 
dans  les  autres  cas.  On  peut  écrire  : 


m  n 


Vil.  —  Soit  : 

p  =z  a2  ^  62 

p  étant  premier.  Démontrer  que  ah  est  reste  quadratique  de  p  ou  non 
suivant  que/)  ^  i  ou  5  (mod  8). 

VIII.  —  Soit  p  un  nombre  premier  congru  à  \  (mod  4).  Démontrer 

que  tout  facteur  premier  d'un  entier  de  la  forme  ^—. n[n-\-  \)  est 

reste  quadratique  de  p.  (Euler,  opusc.  analyt.,  t.  1  p.  276). 

IX.  —  Soit  p  un  nombre  premier  congru  à  —  i  (mod  4).  Démon- 

trer  que  tout  facteur  premier  d'un  entier  de  la  forme*— y 1-  n(/i+  1) 

est  reste  quadratique  de/).  (Euleb,  opusc.  analyt.,  t.  1  p.  281). 

X. —  Soit  un  nombre  premier  p  ;  on  partage  l'intervalle  de  o  à  p  en 
quatre  intervalles  égaux.  On  appelle  Ai  le  nombre  de  restes  quadra- 
tiques contenus  dans  le  i"""  intervalle.  On  appelle  A/  le  nombre  de  ces 
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restes  qui  sont  pairs  et  A/'  le  nombre  de  ceux  qui  sont  impairs.  On 
appelle  B^,  Bî,  B/  les  mêmes  nombres  relatifs  aux  non-restes.  Démon- 
trer que  si  /)  ^  I  (mod  4)  on  a  : 

A,  =  A5_i 
A/  =  A'5_i 

A,  +  A,  =  A3  +  A,  =  ?-=-^ 

€t  les  égalités  qu'on  obtient  en  mettant  B  à  la  place  de  A  dans  les  pré- 
cédentes. 

Si  p  ^  —  1  (mod  4)  on  a  : 

A,  =  B,_, 

A/  =  ^Li 

«t  les  égalités  qu  on  obtient  en  mettant  B  à  la  place  de  A  et  A  à  la 
place  de  B  dans  les  précédentes. 
Si  /)  ^:  3  (mod  8),  on  a  : 

Al  =  B„ 

Si  p  ^  —  I  (mod  8),  on  a  : 

As  =  A3  =  B2 
B,=  B,  =A3  =  A5  +  a;. 

Si  /)  ^  db  1  (mod  8),  on  a  : 

B,  =  B\  +  b;, 

XI.  Le  théorème  de  Dirichlet  a  été  démontré  par  les  progressions  de 
raison  4  puisqu'il  a  été  démontré  pour  les  progressions  de  raison  8. 
On  pourra  le  démontrer  directement  pour  la  progression  lih  —  i  en 
considérant  l'expression  2(2.  3.  5  ...  p)  —  1  et  pour  la  progression 
lih  ■+-  1  en  considérant  (2.  3.  ...  p)^  +  i. 

XII.  —  Démonstration  du  théorème  de  Dirichlet  pour  la  progression 
bh—i. 

On  s'appuie  sur  ce  que  tout  diviseur  premier  d'un  entier  de  la 
forme  x^  —  x  —  1  est  de  l'une  des  formes  bh  ±  i,  et  que  ces  divi- 
seurs ne  sont  pas  tous  de  la  forme  bh  -\-  i.  Soit  p  un  nombre  pre- 
mier de  la  forme  5h  — '■  1 ,  on  considère  : 

N  =  2.  3.  5.  ...p 

puis  : 

p  =N2— N  —  I. 
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Table  des  progressions  des  entiers  impairs  positifs  n  tels  que 
l-\  =  1  ;  jusqu'à  a  -=  50 


3o 


8A=fc 
Sh  + 

6A  + 
ïoh  ± 
2oh  + 
a4A± 

î4A4- 
aSfe  ± 
14^  + 
4oA  ± 
4oA  + 

44fe=b 

aaA  + 
36A  ± 
5aft  + 
56A± 
56A  + 
60A  zt 
ioh  + 
^h  rt 
68A  + 

76^  ± 
38A  -+- 
42A  zt 
84A  + 
88A  ± 
88/t  + 

92^  rt 

46A  + 

104  A  ± 

104A  + 

58A  =h 

116A  + 

+ 

+ 

iioh  dr 


.  +  3 


•  3,  7.  9 

,  ±  5 

,  +  5,  -4-  7,  +  II 

,  =b  3,  ±  9 

,  -  3,  -  5 

,  ±  3,  ±  9,  ±  i3 

,  —  3,  +  7,  +  9.  -+-  II,  4-  i3,  —  17,  +  19 

,  ±  5,  ±  7,  ±  9.  ±  19 

,  +  3,  +  5,  -  7.  +  9 

,  ±  3,  ±  9 

,  —  3,  —  5,  +  7,  +  9,  +  II,  +  i5.  +  17,  +  19,  —  21,  —  a3,  +  2r> 

,  ±  9.  =t  II.  ±  A  ±  43.  =t  5i 

,  -+-  3,  +  5,  4-  9.  —  II,  +  i3,  +  i5,  —  17,  +  19,  +  a3.  +  aS,  +  27 
.  it  7,  ±  II.  rt  17 
,  —  7,  —  II,  —  i3 
.  zt  97  =t  i3,  rt  i5 

,  +  3,  —  5,  +  7,  +  9,  +  II,  +  i3,  —  i5,  —  19,  +  ai,  +  a3,  +  a5, 
+  37,  —  39.  +  3i,  +  33 

,  rt  3,  =t  5,  rt  9.  rt  i5,  rt  17.  rt  aS,  rt  27  rt  3i 
,  —  3,  +  5.  +  7,  +  9.  +  II.  -  i3,  —  i5,  +  17 

,  rt  5,  rt  17 

,  +  5.  +  II,  —  i3,  +  17,  +  19.  +  a3,  +  a5,  —  29,  -»-3i,  +  37,  +  4' 

,  rt  3,  rt  7.  rt.  9.  ±  i3,  ±  ai,  ±  25,  =t  27,  rt  29,  rt  Sg 

,  —  3,  —  5,  —  7,  4-  9.  +  i3,  +  i5,  —  17,  +  19,  +  21,  +  23,  +  a5, 

-  37,  +  39.  +  3i.  +  35,  -  37.  —  39,  -  4i.  -  45 
,  rt  7,  rt  9.  ±  i'>  ±  i3,  rt  i5,  rt  19.  ±  A  rt  39,  =t  4«>  ±  43 
,  +  3,  —  5,  —  7,  +  9,  —  II,  +  i3,  —  i5,  —  17,  —  19,  —  31 
.  rt  5,  rt  II,  rt  17.  ±   19.  ±  ai,  rt  33,  rt  35,  rt  37,  rt  45,  rt  49 
,  -f-  3,  +  5,  +  7,  +  9,  —  Ji,  +  i5,  +  17,  —  19,  +  21,  —  23,  +  23, 

+  27,  —  29.  +  3i,  —  33,  -4-  35,  +  37,  —  41,  -4-  43,  +  45,  -+-  47.  +  49.  +  5i 
,  rt  5,  rt  7,  rt  9,  rt  i3,  rt  23,  rt  35 
,  +  3,  +  5.  —  7,  +  9,  +  II,  +  i3.  +  i5.  —  17,  +  19-  —  21.  —  23 

25,  -H  27,  4-  3i.  -1-  33,  -  35.  —  37,  +  39,  —  4i,  +  43.  +  45,  +  47. 

49,  —  5i,  4-  53,  —  55,  +  57 

I,  rt  7,  rt  i3,  rt  17.  rt  19.  rt  29  rt  3?  rt  49 
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i2oA  +  I,  +  7,  +  II,  +   i3,  +  17,  —  19,  +  23,  4-  2g,  +  3i,   -f-  37,  —  41, 

+  43.  +  47.  +  49  -  53,  +  59 
124A  ±  I.  ±  3,  ±  5,  ±  9,  ±  II,  =h  i5,  +  23,  zt  25,  it  27,  ±33,  ±  ^i,  zt  4^, 

±  45,  ±  49,  =t  55 
62A  +1,  —  2,  +  5,  +  7,  +  9,  —  II,  —  i3,  —  i5,  —  17,  +  19,  —  21,  —  23, 

+  25,  —  27,  —  29 
66h  ±  i,  it  17,  zt  25,  db  29,  ±  3i 
i32A  +  I,  —  5,  +  7,  —  i3,  +  17,  +  19,  +  23,  +  25,  +29,  —  3i,  —  35,  +  37, 

+  4i,  +  43,  —  47.  +  49f  —  53,  —  57,  +  59,  —  61 
i36A  zt  I,  d-  3,  zt-  5,  ±  9,  ±  II,  ±  i5,  rt  25,  ±  27,  ±  29,  zh  33,  zt.  37,  ziz  45, 

47.  =!-  49.  ±  55,  zt  61 
i36A  4-1,  —  3,  +  5,  4-  7,  +  9,  —  II,  —  i5,  -h  19,  —  21,  4-  23,  +  25,  —  27, 

4-  29.  +  3i,  4-  33,  4-  35,  4-  37,  +  39,  -  41,  +  43.  4-  45,  —  47.  +  49. 

—  53,  —  55,  —  57,  4-  59,  4-  61,  4-  63,  —  65,  4-  67 

i4o^  ±  I,  ±  9.  =fc  i3,  zh  19.  =t  23.  ±  29,  zt  3i,  zt  33,  zt  43,  rt  53  zt  Sg  =t  67 

70A  +  I,  4-  3,  4-  9.  +  II,  +  i3,  4-  17.  —  19.  —  ^3,  4-  3?.+  39.— 3i,  +  37 

74A  zt  I,  it  3,  4z  7,  ±  9,  ±  II,  rt  ai,  ±:  25,  rt  27,  zt  33 

i48/j  4-  I,  —  3,  —  5,  —  7,  4-  9.  —  ".  —  i3,  4-  i5,  —  17,  4-  19,  4-  21,  4-  a3, 

-f-  25,  —  27,  —  29,  4-  3i,  4-  33,  4-  35,  -<-  39,  4-  4i,  4-  43,  —  45,  —  47, 

4-  49.  +  5i,  4-  53,  4-  55,  —  57,  4-  59,  -  61,  -  63,  4-  65,  —  67,  —  69, 

—  71.  +  73 

i52A  zt  I,  ±  9.  dr  II,  zt  i3,  zt  i5,  4:  17,  ±  23,  zt  25,  zt  29,  zt3i,zt  35,  ±37, 

zt  43,  ±  49.  =i=  53,  ±  69,  zt  7'.  ±  73 
iSaA  4-  i,  4-  3,  —  5,  4-  7.  +  9.  —  ".  +  12,  —  i5,  +  17,  4-  ai,  4-  23,  +  25, 

4-  27,  4-  29,  — .  3i,  —33,  +35,4-37,  +  39, —  4i,  — 43,  — 45, 4-  67,  -H  49, 

4-  5i,  +  53,  4-  55,  4-  59,  -  61,  +  63,  -  65,  4-  67,  +  69,  -  71,  +  73,  4-  75 
i56h  zt  I,  zt5,  zt  7,  zt  19,  zt  23,  zt  25,  zt  3i,  ±  35,  zt  4i,  zt49.  zt6i,  zt  67 
78A  4-  I,  4-  5,  —  7,  4-  II,  —  17,  —  19,  4-  25,-29,  —  3i,—  33,  —  35,-37 
8ih  zt  I,  it  5,  zt  9,  zt  21,  zt  23,  zt  25,  zt  3i,  zt  33,  zt  37,  zt  39 
164^1  4-  I,  4-  3,  4.  5,  4.  ^,  4-  9,  4.  II,  _  i3,  4.  i5,  _  1^,  +  19,  4.  21,  —23, 

4-  25,  f  27,  —  29,  -  3i,  4-  33,  4-  35.  4-  37,  -  89,  —  43,  4-  45,  4-  47- 

+  49,  -  5i,  —  53,  +  55,  4-  57,  —  59,  -f-  61,  63,  —  65,  4-  67,  —  69,  4-  71. 

+  73,  4-  75,  4-  77.  +  79.  +  81 
168A  zt  i,  zt  II,  zt  i3,  zt  i7,zt  19,  zt25,  zt29.  zt  4i,zt47,  ±53,  ±61,  ±79 
i68h  +  1,-5,  —  II,  +  i3,  -J-  17,  -f-  23,  4-  25,   ■+■   29,   +   3i,  —   37,  —  39, 

+  4i.  4-  43.  -  47.  +  53,  +  55.  4-  59,  4-  61.  -  65,  +  67,  +  71,  —  73, 

—  79,  +  83 

172/1  ±  I,  ±  3,  ±  7,  ±  9,  ±  i3,  ±  17,  ±  19,  ±  21,  ±  35.  ±  27,  ±  39,  ±  4i, 

±  49.  ±  5i,  ±  53,  ±  55,  ±  57,  ±  63.  ±  71,  ±  75,  ±  81 
86h  +  I,  _  3,  _  r,^  ^  9^  ^_  11^  ^  ,3,  ^  i5^  _^  i,j^  _  19,  _[.  21,  4-  23,  -I-  25, 

—  27,  —  29,  +  35,  —  33,  4-  35.  —  37,  —  39,  4-  41 

184/»  ±  I,  ±  3.  ±  5.  ±  7,  ±  9,  ±  i5.  ±  21,  ±  35,  ±  27.  ±  35,  ±  37,  ±4i, 

±  45,  ±  49,  ±  53.  ±  59,  ±  61,  ±  63,  ±  73,  ±  76,  ±  79,  ±  81 
i84'»  4-  I,  —  3,  -t  5.  —  7,  +  9,  -f-  II,  —  i3,  —  i5.  —  17.  4-  Ï9,  +  21.  +  25, 

—  27,  —  29.  +  3i,  —  33,  —  35,  +  37,  +  39.  +  43,  +  45,  -I-  47,  4-  49, 
4-  5i,  4-  53,  +  55,  —  57,  -  59,  +  61,  —  63,  —  65  +  67,  4-  71,  +  93, 

—  75,  -  77,  -  79,  +  81,  +  83,  -  85,  4-  87,  -  89,  4-  91 
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188A  ifc  I,  ±  7.  ±  II.  li^  '■''.  ±  ':.  ±  21,  ±  a3,  rt  a5,  ±  3i,  =1=  35,  rt  37, 
±  39.  d-  43,  ±  49,  ±  53,  =h  61,  ±  65,  ±  67.  ±  81,  -h  87,  ±  89,  dr  91 

94/1+1,  -f  3  —  5,  +  7.  +  9,  —  1 1,  —  i3,  —  i5,  +  17,  —  19,  +  ai,  —  a3, 
+  25,  -+-  27,  —  29,  —  3i,  —  33,  —  35,  -t-  37,  —  39,  —  4i»  —  4^»  —  45- 


On  n'a  inscrit  dans  cette  table  que  les  entiers  a  qui  n'ont  pas  d'autre 
facteur  carré  que  i.  On  a,  en  effet  i'^j  —  (  ~)' 


CHAPITRE  XYII 


EXTENSION  DES  RESULTATS  DU  CHAPITRE  XV 

AUX  DETERMINANTS  AUXQUELS 
NE  CORRESPOND  QU'UNE  CLASSE  PRIMITIVE 


205.  —  Nous  pouvons  maintenant  étendre  à  d'autres  classes 
qu'à  celle  de  la  forme  (i,  o,  i)  les  résultats  du  chapitre  XV. 
Nous  nous  bornerons  à  considérer  des  formes,  des  classes  et  des 
représentations  primitives. 

Nous  ne  nous  occuperons  que  des  représentations  et  non  des 
décompositions  qui  peuvent  en  résulter  (n°  188). 

Nous  nous  occupons  d'abord  des  classes  définies. 

Le  nombre  des  représentations  d'un  eiitier  m  est  égal  au  nombre 
de  substitutions  automorphes  d'une  forme  de  la  classe,  multiplié 
par  la  moitié  du  nombre  de  solutions  de  la  congruence. 

x^  -h  px — -  ^  o       (mod  m). 

Or  le  nombre  des  substitutions  automorphes  d'une  forme  de  la 
classe  est  en  général  2 ,  il  est  égal  a  4  pour  la  classe  de  la  forme 
(i,  0,  i)  déjà  examinée  et  à  6  pour  la  classe  de  la  forme  (i,  i,  1). 
C'est  pourquoi  nous  allons  examiner  cette  dernière  particulière- 
ment. 

206.  —  Pour  qu'un  entier  m  soit  représentable  primitivement 
dans  la  classe  de  la  forme  (i,  i,  i)  il  faut  et  il  suffit  que  la  con- 
gruence 

rc*  -V-  x  -f-  I  ^  o       (mod  m) 
soit  possible. 


3^4  THÉORIE    DES    NOMBRES 

Car  on  a  vu  que  c'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  m  soit  représentable  dans  une  classe  de  discriminant  3.  Or  il 
n'y  a  qu'une  classe  de  ce  déterminant,  à  savoir  celle  considérée 
ici. 

D'ailleurs  le  nombre  de  transformations  autoniorphes  de  (  i ,  i ,  i  ) 
étant  égal  à  6,  le  nombre  de  représentations  de  m  est  égal  à  six 
fois  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  (i).  Examinons  les 
différentes  valeurs  de  m. 

ler  Cas.  m  =  I.  —  La  congruence  (i)  a  une  solution  x  '=  i. 
Donc  il  y  a  6  représentations.  En  effet 

I  =  i2  -I-  I  .  o  -4-  o*  =  (  -  i)2  -f-  (—  i)o  +  o2  =  o-  H-  o  .  i  -h  i2 

=.  O^  -+-  0(—   l)  +  {-   1)2  =   I»  -+-   l(-.  I)  +  (—   1)2 

=  (-  0'-+-(--  0(0-+-  >'• 

2®  Cas.  m  est  un  nombre  premier  impair  différent  de  3. 

La  congruence  (i)  a  deux  solutions  si  ( |  =  i  c'est-à-dire 

m  ^  I  (mod  6),  elle  n'en  a  pas  si  m  ^  —  i  (mod  6). 

Donc  :  tout  nombre  premier  congru  à  i  {mod  6)  est  représen- 
table de  douze  façons  dans  la  classe  de  la  forme  x^  -i-  xy  -\-  y^,  et 
tout  nombre  premier  congru  à  —  i  {mod  6)  n'est  pas  représen- 


table  dans  cette  classe. 

Exemple 

7 

=  a;2  -f-  a;j  -j-  j2 

pour 

X 

=  I                X  =z   l 

X  = 

— 

I 

X  : 

=  — 

I 

y 

=  2          y=  — 

3 

y  = 

— 

2 

y- 

=  3 

X 

=  —  2      x  =  — 

2 

X  = 

3 

X  ■■ 

=  3 

y 

=-i     J=3 

y  = 

— 

I 

y 

=  — 

a 

X  =:  2  X  =  -2 

y=l  J=— 3 

X  =  —  3    X  =  —  3 
y=i  y  =  2 

Si  l'on  ne  considère  pas  comme  distinctes  les  quatre  représen- 
tations 

X  =  a  X  =  —  a  iC  =  Y  X  =  —  Y 

y  =  i       j  =  —  T       j  =  «       j  =  —  «• 

il  n'y  a  que  trois  représentations  par  la  forme  (i,  i,  i) 

7  =  l2  +  I  .  2  +  a2  =  I  2  -I-  l(_  3)  +  (—  3)2  =  22  4-  2(—  3)  +  (—  3)2 

La  seconde  partie  du  théorème  peut  se  démontrer  indépen- 
<iamment  de  la  théorie  précédente  ;  il  est  évident  que  quelques 
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valeurs  entières  qu'on  donne  a  x  ely,  l'expression  x^  -h  xy  -+-  y*  ne 
peut  être  congrue  à  —  i  (mod  6). 

3'=  Cas.  m  est  un  entier  impair  dijfférent  de  i  et  non  divisible 
par  3. 

Si  tous  les  facteurs  premiers  de  m  sont  congrus  à  i  (mod  6),  la 
congruence  (i)  a  2''  solutions,  k  étant  le  nombre  de  fadeurs  pre- 
miers de  m,  donc  il  y  a  6  .  2*  représentations  ;  si  les  facteurs 
premiers  de  m  ne  sont  pas  tous  congrus  à  i  (mod  6)  il  n'y  pas  de 
représentation  de  m. 

4®  Cas.  m  est  un  entier  impair  divisible  par  3.  —  Soit  m  =  3*m'. 

La  solution  de  (i)  se  ramène  à  celle  des  deux  congruences 

x^  +  a;  H-  I  =  0       (mod  3*) 
x^  -+-  X  -h-  i  ^  o       (mod  m'). 

Si  a  >»  I  la  première  de  ces  congruences  est  impossible  donc 
on  n'a  pas  de  représentations  primitives.  Si  a  =  1  la  première  de 
ces  congruences  a  une  solution,  donc  m  a  autant  de  représentations 
primitives  que  m'.  D'ailleurs  les  représentations  de  3m'  par  la 
forme  (i,  i,  i)  se  déduisent  de  celles  de  m'  de  la  façon  suivante. 

De 

m'  =  fl^  -H  a6  -h  o^ 
on  déduit 

3m'  =  (2a  H-  6)2  -f-  (aa  -h  b)  (— a  —  ib)  -h  {— a  —  ihY. 

Réciproquement  de 

3m'  =  a*  -h  a^  -+-  ^2 

on  déduit,  d'abord 

a  ^  ^       (mod  3) 
puis 

""' = i:^)'  -  (^)  (^^)  -  (-^)'- 

5*  Cas.  m  est  pair.  —  La  congruence  (1)  est  impossible,  m  n'a 
donc  pas  de  représentations  primitives.  C'est  d'ailleurs  très  facile 
à  voir  directement. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  s'occuper  des  représentations 
non  primitives. 

Corollaire.  —  Si  un  entier  est  représenté  primitivement  dans 

Cahk!i.  —  Théorie  des  nombres,  t,  II.  aS 
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la  classe  de  la  forme  x*  -f-  xy  -+-  }'*  il  en  est  de  même  de  tout 
diviseur  de  ce  nombre. 

207.  —  Généralisation  pour  les  classes  définies  ayant  un  déter- 
minant auquel  ne  correspond  quune  classe.  —  Nous  allons  main- 
tenant considérer  les  classes  définies  autres  que  celle  de  la  forme 
(i,  G,  ))  et  celle  delà  forme  (i,  i,  i).  Le  nombre  des  substitutions 
automorphes  d'une  forme  de  la  classe  est  alors  égal  h  2. 

Mais  nous  supposerons  de  plus  que  le  déterminant  de  la  classe 
ne  contient  pas  d'autre  classe  qu'elle  même. 

Gela  arrive  par  exemple  pour  les  discriminants  7,  8,  11,  19^ 
43,  67,  ... 

La  classe  est  représentée  par  la  forme  principale  (  1 ,  ^5,  — ^    '-  |. 

Alors  la  condition  nécessaire  et  suHisante  pour  que  n  soit  repré- 
sentable primitivement  dans  la  classe  est  que  la  congruence 

a:^  -h  px  H j—^  ^  o  (mod  m) 

soit  possible.  Cette  condition  se  traduit  par  le  fait  que  les  facteurs 
premiers  de  m  doivent  appartenir  à  certaines  progressions  arithmé- 
tiques. D'ailleurs  le  nombre  de  représentations  de  la  forme  est 
égal  à  2  fois  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence. 

Pour  discuter  la  congruence  il  faudra  distinguer  plusieurs 
cas. 

1'  Cas.  m  =^  i.  —  On  trouve  deux  représentations 

I  =  i2  4-  p .  1(0)  +  Ç^  o^  =  (-  ly  +  p .  (— 1)0  -h  ^^  o^. 

2"  Cas.  m  est  un  nombre  premier  impair  non  facteur  de  D. 
La  congruence  a  deux   solutions    si  (  j  =  i,  c'est-à-dire 

si  m  appartient  à  certaines  progressions  arithmétiques,  elle  n'en  a 
pas  dans  le  cas  contraire.  Dans  le  premiers  cas  m  a  quatre  repré- 
sentations, dans  le  second  cas  il  n'en  a  pas. 

Pour  D  =  7,  par  exemple,  on  a  :  tout  nombre  premier  con- 
gru à  I,  2,  4  {mod'])  est  représentable  de  quatre  façons  dans 
la  classe  de  la  forme  (i,  i,  2},  tout  nombre  premier  impair 
congru  à  3,  5,  6  [mod  7)  n'est  pas  représentable  dans  cette  classe. 
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Exemple  : 

I  I   =    l2  4-    I   .  a  +  2  .  2^  =  (—   1)2  -+-  (—    l)   (_  2)  +  2(—  3)2 
=  32  _|_  3(_  2)  +  2(—  2)2  =  (—  3)2   4-  (_  3)2   4-  2   .  22. 

Pour  D  =  8  on  a  :  tout  nombre  premier  congru  à  i,  3  {mod  8) 
est  représentable  de  quatre  façons  dans  la  classe  de  lajorme  (1,0,2), 
tout  nombre  premier  congru  à  —  i,  —  3  {mod  8)  n'est  pas 
représentable  dans  cette  classe. 

Exemple 

3=l2+2.l2=l2  +  2(—  1)2  =  (_  1)2  _|_  2  .  l2  =3  (_  i)2_^  2(—  l)*. 

Remarquons  ici  que  les  quatre  représentations  de  m  ne  donnent 
qu'une  seule  décomposition  de  m  en  un  carré  et  le  double  d'un 
carré. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'achever  la  discussion  et  de 
démontrer  que  si  un  nombre  impair  est  représentable  primitivement 
dans  une  des  classes  précédentes  il  en  est  de  même  de  chacun  de  ses 
diviseurs. 

208.  Même  question  pour  les  classes  indéfinies.  —  Nous 
allons  maintenant  considérer  des  classes  indéfinies,  mais  en  suppo- 
sant toujours  que  le  déterminant  est  tel  qu'il  n'y  a  qu'tme  classe 
correspondante.  Cela  arrive,  par  exemple,  pour  les  déterminants 
5,  8,  12,  i3,  17,  29,  ... 

Les  résultats  sontles  mêmes  que  pour  les  classes  indéfinies, 
seulement  les  entiers  qui  sont  représentables  le  sont  d'une  infinité 
de  façons. 

Pour  A  -=  5  par  exemple,  on  trouvera  les  résultats  sui- 
vants :  tout  entier  impair  non  divisible  par  5  est  représentable 
'primitivement  d'une  infinité  de  façons  dans  la  classe  de  la  forme 
(i,  I,  —  1)  si  tous  ses  facteurs  premiers  sont  congrus  à  ±  i 
[mod  5)  ;  ^7  ne  fest  pas  si  ses  facteurs  premiers  ne  sont  pas  tous  de 
celte  forme. 

Exemples  : 

II  =  32  H-3.1  —  i2==32  +  3.2— 22 

=  4"^  H-  4(—  1)  —  (—  i)''  =  fi'  -^  A. 5  —  52  =  ... 
209  =  132  H-  i3.8  —  82  =  132  4- i3.5  _  52 

=  14"  -f-  i4.i3  —  132  =  142  4_  ,4.1  _  i2  ^  ... 
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Pour  A  =  8  on  trouvera,  le  résultat  suivant  :  Tout  entier 
impair  est  représentable  primitivement  d'une  infinité  de  façons  dans 
la  classe  de  {i,  o,  —  2)  {c  est-à-dire  décomposable  en  la  différence 
d'un  carré  et  du  double  d'un  carré),  si  tous  ses  facteurs  premiers 
sont  congrus  à  dz  i  {mod  8)  ;  il  ne  l'est  pas  si  ses  fadeurs  pre- 
miers ne  sont  pas  tous  ds  cette  forme. 

Exemple  : 

7:=  32 —  2.  12  =  52  — 2.32  =  ... 

Remarque.  —  La  classe  de  (  1 ,  o,  —  2)  contient  aussi  (2,0,  —  i  ). 
D'ailleurs 

^  x^  —  2.)'-  =  2(x  -+■  y)-  —  (x  -h  2j)2. 

Ainsi 

7=   2.4'  —  52  =  3.8^  —  Il2  =  ... 

209.  Extension  aux  déterminants  auxquelles  ne  corres- 
pond qu'une  classe  primitive. 

Supposons  maintenant  qu'à  un  déterminant  donné  correspondent 
plusieurs  classes,  mais  une  sexûe  primitive.  Les  résultats  précédents 
sont  encore  vrais  avec  quelques  modifications.  Donnons  des 
exemples. 

D  =  12.  Il  y  a  deux  classes  l'une  primitive  représentée  par  la 
forme  (1,0,  3),  l'autre  de  diviseur  2,  représentée  par  la  forme 
(2,  2,  2).  Pour  que  m  soit  représenté  primitivement  dans  l'une 
ou  l'autre  de  ces  classes  il  faut  et  il  suffit  que  la  congruence 

a;2  ^  —  3       (mod  m) 
ait  des  solutions. 

Appelons  a  le  nombre  de  solutions,  il  y  a  2a  représentations 
primitives  de  m  dans  les  deux  classes  précédentes.  Si  m  est  impair 
il  n'a  pas  de  représentations  dans  la  classe  de  (2,  2,  2),  donc  il  a 
2a  représentations  dans  la  classe  de  (i,  o,  3). 

Si  m  est  pair  il  a  autant  de  représentations  primitives  dans  la 

classe  de  (2,  2,  2)  que  -  en  a  dans  la  classe  de  (1,  i,  i). 

Ce  nombre  est  égal  à  66,  6  étant  le  nombre  de  solutions  de  la 
congruence 


x^  -h  X  -^  I  ^ 


=  0       (mod^y 
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//  y  alors  2a  —  66  représentations  primitives  de  m  dans  la  classe 
de  (i,  o,  3). 

Etudions  maintenant  le  nombre  de  représentations  primitives 
dans  la  classe  (i,  o,  3)  dans  les  différents  cas  particuliers. 

i"  Cas.  m  =  I.  —  Alors  a  =  i,  b  =  o  ilya  deux  représenta- 
talions  primitives  de  i  dans  la  classe  de  (i,  o,  3) 

I  =  i2-4-3.o'  =  (— i)2-h3.o2. 

2*  Cas.  —  m  est  un  entier  impair  différent  de  i  et  non  divisible 
par  3.  Alors  b  =  o.  De  plus  si  les  facteurs  premiers  de  m  sont 
tous  congrus  à  i  (mod  9),  on  a  =  2'',  k  étant  le  nombre  de  ces 
facteurs  premiers,  donc  m  a  2''+'  représentations  par  la  forme 
(i,  o,  3).  Si  les  facteurs  premiers  de  m  ne  sont  pas  tous  congrus 
à  I  (mod  6),  m  n'a  pas  de  représentations  par  la  forme  (i,  o,  3). 

En  particulier  :  tout  nombre  premier  congru  à  i  [mod  6)  a 
l\  représentations  par  lajorme  (i,  o,  3)  [c  est-à-dire  une  décompo- 
sition en  un  carré  et  le  triple  d'un  carré]. 

Exemple  : 

7  =  22  +  3.1*. 

3®  Cas.  m  est  un  entier  impair  divisible  par  3.  —  Soit 
m  =  3'/n'  [m'  non  divisible  par  3).  Où  voit  d'abord  que  si  a  >  1 
il  n'y  a  pas  de  représentation  primitive  de  m  dans  la  classe  de 
(i,  o,  3).  Si  a  =  I  ma  autant  de  représentations  primitives 
que  m'. 

D'ailleurs  de 


m'  =  a^  -h  362 

3m'  =  (36)2  _^  3^2 

3m'  =  a2  _^3g2 

a  ^  o      (mod  3) 

m'=?'  +  3(3"y. 
4*  Cas.  m  est  pair.  —  Soit  m  =  2^ m'       [m  impair) 


on  déduit 

et  réciproquement  de 

on  déduit  d'abord 

puis 
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Si  a  >  2  il  n'y  a  aucune  représentation  primitive  de  m  ni  dans 
la  classe  de  (i,  o,  3)  ni  dans  celle  de  (2,  2,  2). 

Si  a  =  2  l'entier  ^m!  n'a  pas  de  représentations  primitives  dans 
la  classe  de  (i,  i,  i),  et  il  en  a  deux  fois  plus  que  m'  dans  la 
classe  de  (i,  o,  3). 

Si  a  ^=  I ,  l'entier  am'  n'a  pas  de  représentation  dans  la  classe 
de  (i,  o,  3)  et  il  en  a  dans  la  classe  de  (2,  2,  2)  autant  que  m' dans 
la  classe  de  (i,  i,  i).  D'ailleurs  de 


on  déduit 

et  réciproquement. 


m'  =  3»  -4-  a^  H-  ^2 


2m'  =  aa^  -h  2(î  +  2fi' 


NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  Etudier  la  représentation  des  entiers  dan»  les  classes  définies 
de  discriminants  11,  37,  28. 

II.  —  Etudier  les  représentations  des  entiers  dans  les  classes  indé- 
finies de  déterminants  5,  62. 

III.  —  Le  nombre  total  des  représentations  de  m  par  la  forme 
x^  -{-  xy  -h  y^  est  égal  à  six  fois  l'excès  du  nombre  de  ses  diviseurs 
qui  sont  congrus  à  1  (mod  4)  sur  le  nombre  de  ses  diviseurs  qui  sont 
congrus  à  —  i  (mod  4). 


CHAPITRE  XVIIl 


GENRE  DES  FORMES  QUADRATIQUES  BINAIRES  (') 


210.  —  iN'ous  vouions  maintenant  étendre  les  résultats  précé- 
dents aux  déterminants  auxquels  correspondent  plusieurs  classes 
primitives.  Nous  allons  d'abord  traiter  un  exemple  particulier, 
D  =  i5. 

Il  y  a  deux  classes,  qui  sont  toutes  les  deux  primitives,  ce  sont 
les  classes  des  formes  (i,  i,  4)  et  (2,  i,  2). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  m  ait  des  repré- 
sentations primitives  dans  l'une  des  deux  classes  est  que  la  con- 
gruence 

x*  H-  X  -+-  4  ^  o     (mod  m) 

soit  possible.  Pour  cela  il  faut  et  il  suffit  que  les  facteurs  premiers 
de  m  différents  de  2,  3,  5  soient  de  l'une  des  formes  3oh  -+-  i, 
—  7,  —  II,  —  i3;  que  le  facteur  3  et  le  facteur  5  n'entrent  cha- 
cun dans  m  qu'à  l'exposant  o  ou  i .  Reste  à  distinguer  dans  laquelle 
des  deux  classes  a  lieu  la  représentation  primitive. 

Or  si  on  laisse  d'abord  de  côté  les  entiers  m  divisibles  par  3,  on 
voit  que  la  classe  de  (i,  i ,  4)  ne  peut  représenter  que  des  entiers 
congrus  à  i  (mod  3),  tandis  que  la  classe  de  (2,  i,  2)  ne  peut 
représenter  que  des  entiers  congrus  à  —  i  (mod  3). 

On  a,  en  eflet,  les  identités  : 


2X 


(')  La  notion  de  genre  est  duc  à  Gauss,    Disquis.   arithm.,   art.  229  et  »uiv. 
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Considérons  maintenant  les  entiers  m  =  3m'  divisibles  par  3. 
De 

x^_-+-  xy  -h  ky^  =  3m' 
on  déduit  d'abord 

x^y     (mod  3) 
puis  en  posant 

^  —  y  —  ,  —x  —  2y  _ 

on  voit  que  l,  u  sont  des  entiers  premiers  entre  eux  et  que 

a<*  -h  /u  4-  au*  =  m'. 

Donc  3m'  a  autant  de  représentations  primitives  dans  la  classe 
de  (i,  1,4)  que  m'  dans  la  classe  de  (2,  i.  2). 

On  verrait  d'une  façon  analogue  que  3m'  a  autant  de  représen- 
tations primitives  dans  la  classe  de  (2,  i,  2)  que  m'  dans  celle  de 
(i.  1,4). 

Ainsi  les  entiers  représentables  dans  la  classe  (i,  i,  4)  se  dis- 
tinguent de  ceux  représentables  dans  la  classe  (2,  i,  2)  parles 
restes  qu'ils  donnent  relativement  au  module  3. 

On  pourrait  d'ailleurs  tout  aussi  bien  faire  cette  distinction  au 
moyen  du  module  5.  Car  les  identités 

x^  +  rrj  +  4/^-(xr.4-j)^    )    ^^^^ 
ix^  -^  xy  -\-  aj*  ^       2(0;  —  yY   S 

montrent  que,  en  laissant  de  côté  les  entiers  divisibles  par  5,  la 
classe  de  (i,  i,  4)  ne  peut  représenter  que  des  entiers  congrus  à 
H-  ou  —  I  (mod  5)  et  la  classe  de  (2,  i,  2)  que  des  entiers  con- 
grus à  H-  ou  —  2  (mod  5). 

Pour  les  entiers  divisibles  par  5,  on  démontrera  que  5m'  a 
autant  de  représentations  primitives  dans  l'une  des  classes  que  m' 
dans  l'autre. 

211.  —  Si  nous  voulons  généraliser  les  résultats  précédents 
pour  un  déterminant  quelconque  nous  sommes  amenés  au  pro- 
blème suivant  : 

Quels  restes  peuvent  donner  par  rapport  à  un  module  p.  les 
entiers  représentés  primitivement  par  une  forme  (a,  6,  c)  ? 
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Pour  cela  il  suffit  de  discuter  le  problème  suivant  : 
Problème.  —  Résoudre  la  congruence 

ax^  -h  hxy  -h  cj^  ^  m  (mod  fi) 

(a,  6,  c)  e'/anf  «ne  forme  primitive.  Trouver  les  solutions  où  x  et 
y  sont  premiers  entre  eux. 

Nous  distinguerons  plusieurs  cas. 

I*'  Cas.  rj,  z=  p  =  nombre  premier  impair  non  facteur  de  A, 
et  m  n'est  pas  divisible  par  p. 

On  peut  supposer  a  ^  o  {mod  p)  (n°  183).  La  congruence 

(1)  ax^  -h  hxy  -+■  cy^  ^  m     (mod  /)) 

n'est  possible  que  si 

<a)  i^-^-j j  =  iouo 

et  elle  donne 


(3)  a:  —  ~  ^-^  ~  ^^^''  "^  ^°^ 

aa 

Il  faut  donc  déterminer  y  de  façon  à  satisfaire  à  la  condi- 
tion (2). 

Or  si  l'on  donne  à  y  les  ^- valeurs  o,  i,  2,  ... on 

trouve  ^— - —   valeurs  pour  Aj^  h-  ^am  dont  deux  quelconques 

sont  incongrues  (mod  p)  (à  cause  de  A  ^  o  (mod  p)).  Donc  il  y  a 
au  moins  une  de  ces  valeurs  pour  laquelle  on  n'a  pas 

/ùy^-j-liam\_        ^. 

et,  par  suite,  au  moins  une  valeur  de  y  satisfaisant  [à  la  condi- 
tion (3), 

Ainsi  la  congruence  (i)  est  résoluble. 

Je  dis,  de  plus,  qu'elle  est  satisfaite  par  des  valeurs  de  jc,  y» 
premières  entre  elles.  En  effet,  soit  Xq^  yo  une  solution.  On  n'a  pas 
^0  ^  yo  ^  o  (mod  p)  puisque  m  ^  o  (mod  p).  Donc  si  Xo,  y©  ^^ 
sont  pas  premiers  entre  eux  on  peut  déterminer  des  entiers  x,  y, 
respectivement  congrus  à  Xo,  yo  (mod  p)  et  qui  soient  premiers 
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entre  eux  (I,  893.  Voir  aussi  l'exercice  de  la  fin  du  chapitre  XX 
tome  i)  (^). 

Exemple.  —  Soit  la  forme  x'  -h  a-j  -h  ^j*  de  discriminant  i5  et 
soit  |JL  =  7.  La  forme  représente  : 

poar     X  ^  I         y  ^  o        un  entier  ^  1     (mod  7) 

))     3  »)     1  »  2  » 

»     2  »!  »  3  » 

»       0  5  "        '  **  4  " 

»     I  ni  »  5  » 

»    I  »     I  »  G  » 

Conséquence.  —  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  entiers 
représentés  primitivement  par  la  forme,  ou  par  la  classe,  ne  pré- 
sentent aucun  caractère  particulier  par  rapport  au  module  p. 

2*  Cas.  a  =  p  =  nombre  premier  impair  facteur  de  ^  et  m 
n'est  pas  divisible  par  p. 

On  peut  encore  supposer  a  ^  o  (mod  p).  Alors  puisque  A  est 
divisible  par/)  tandis  que  ni  a  ni  m  ne  le  sont,  la  condition  (2) 
s'écrit  : 


ou,  plus  simplement 


c'est-à-dire 


m 


(7) 


)  =  (p)' 


Dans  ce  cas  et  dans  ce  cas  seulement,  la  congruence  (1)  a  des 
solutions,  et  l'on  voit  comme  dans  le  premier  cas  qu'elle  a  des 
solutions  où  les  valeurs  de  x,  y  sont  premières  entre  elles.  On  a 
donc  le  résultat  suivant  : 

Soit  (a,  6,  c)  une  forme  primitive  de  déterminant  A.  Soit  p  un 
facteur  premier  impair  de  A.  Pour  tous  les  entiers  m  non  divisibles 

(1)  Directement  :  on  détermine  deux  entiers  1,  (i,  par  la  condition 
X/o  —  |JiXû  =  D(a-o,  yo)  ;  les  entiers  Xq  +  >/),  Jq  +  [J-P  sont  premiers  entre 
eux. 
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par  p,  représentables  primitivement  par  la  forme,  l'expression 
(  —  ]  a  la  même  valeur. 

Exempîe.  —  On  a  vu  (n"  210)  que  la  forme  x^  -\-  xy  -+-  4j*  dont  le 
déterminant  a  comme  facteurs  premiers  3  et  5  ne  représente  primiti- 
vement que  des  entiers  congrus  à  o  ou  i  (mod  3)  et  des  entiers  con- 
grus à  o  ou  I  (mod  5). 

Cette  valeur  de  (     ]  est  dite  un  caractère  de  la  forme,  ou  de   la 

classe. 

3*  Cas.  IX  =  8,  A  impair,  m  impair. 

Dans  ce  cas  la  congruence  ax^  +  bxy  -{-  cy^  ^m  (mod  8)  est 
toujours  résoluble  par  des  valeurs  de  x,  y  premières  entre  elles. 

En  effet  on  peut  supposer  a  impair.  Alors  les  valeurs 

X  =  I  j  =  (a  —  m)^b  —  c(a  —  m)  —  2] 

répondent  à  la  question.  Car  en  substituant  dans  ax^  -h  bxy  -\-  cy^  —  m 
on  trouve 

(a— m)(6 — iy^bc[a — my{b—i)-hc(a—my[2-hc(a—m)Y—2bc{a — m)- 

quantité  évidemment  divisible  par  8,  puisque  a,  6,  m  sont 
impairs. 

4"  Cas.  rj.  1=  8,  A  ^  o  {mod  8),  m  impair. 

Nous  pouvons  encore  supposer  m  impair.  Pour  voir  si  la  con- 
gruence 

ax^  +  bxy  -\-  cy^  ^  m     (mod  8) 

est  possible  nous  allons  donner  à  a;  et  y  tous  les  systèmes  de 
valeurs  possibles  non  toutes  les  deux  paires  (mod  8)  et  examiner 
les  résultats  obtenus  dans  ax'^  -+-  bxy  -h  cy'-. 

iNous  simplifierons  le  calcul  de  la  façon  suivante.  On  a  : 

ax^  -\-  bxy  -h  cy^^a'^iax^  -h  bxy  -h  cy^)=a\  (ax-^--y\  — ^y^    (mod  8) 

Posant 

2*^  Wmod  8) 

y  =  y  ) 
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on  en  tire 

x  =  a(X— ^  Y)    )    ^       ,  . 
2     '    J    (mod  8). 

y  =  Y  ) 

De  plus  si  X  et  Y  ne  sont  pas  tous  les  deux  pairs,  ac  et  y  ne  le 
sont  pas  non  plus. 

Donc  les  valeurs  que  prend  (mod  8)  l'expression  ax^ -\- bxy -+- cy^ 

sont  les  mêmes  qiie  celles  que  prend  l'expression  ai  X^  —  r  ^*  ) 

quand  on  donne  à  X,  \  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles 
(mod  8)  c'est-à-dire  à  X^  et  Y^  les  valeurs  o,  i,  4»  D'ailleurs  on 
négligera  les  résultats  pairs.  On  trouve  ainsi 

^'       a,       a(.-^),       a(i-4.f).       «(4  -  f  )• 
On  voit  qu'on  est    amené  à  distinguer    suivant   les   valeurs 

Si  j-  ^  i  ou  —  3  [mod  8)  on  voit  que  m  peut  être  congru  à 

±  a,  ±  3a,  c'est-à-dire  à  n'importe  quel  reste  impair  (mod  8). 

Dans  ce  cas  la  considération  du  module  8  ne  donne  aucun  carac- 
tère. 

Si  ^  ^  3,  4  ou  —  I  {mod  8)  on  voit  que  m  peut  être  congru  à 

a  ou  —  3a  et  non  à  d'autres  valeurs.  Donc  m^  a  (mod  4). 
D'où 

m  —  I  a—  1 

(-l)"^  =  (-l)~^. 

m  —  1 


Dans  ce  cas  la  valeur  ( —  i)    ^     est  un  caractère  de  la  forme 
ou  de  la  classe. 

Si  T  ^  2  (mod  8)  on  voit  que  m  peut  être  congru  (mod  8)  à 

rb  a  et  non  à  d'autres  valeurs  ce  que  l'on  peut  exprimer  par 


(-1)       «=(-!)«       . 
m*  —  I 

Dans  ce  cas  la  valeur  de  ( —  i)     ^     est  un  caractère. 
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Si  j^  ^  —  2  {mod  8)  on  voit  que  m  peut  être  congru  (mod  8)  à 
a  ou  à  3a  et  non  à  d'autres  valeurs. 

m  —  I         m-  —  I 


Dans  ce  cas  ( —  i)    *  ^     est  un  caractère. 

Enfin  si  t^  ^  o  (mod  8)  on  voit  que  m  ne  peut  être  congru 
(mod  8)  qu'à  a.  Dans  ce  cas  on  trouve  deux  caractères,  à  savoir 

m  —  I  m*  —  I 

(-i)^^et(-i)~^. 

4'  Cas.  tj,  est  quelconque.  —  Il  serait  maintenant  facile  de 
discuter  la  congruence  ax-  -+■  bxy  -\-  cy^  ^m  (mod  u.)  quel  que 
soit  |7-.  Cette  discussion  n'offre  pas  de  difficulté,  mais  nous 
n'aurons  pas  besoin  de  ses  résultats  et  nous  ne  la  développerons  pas. 

212.  Caractères  d'une  classe  primitive.  Genre.  —  Soit  une 
classe  primitive  de  déterminant  A,  soient  p,  q,  ...  les  facteurs  pre- 
miers de  A.  Soit  m  un  entier  impair  premier  à  A  et  représentable 
d'une  façon  primitive  dans  la  classe.  On  vient  de  voir  que  les 

quantités  [  —  )>  (— )    ...   ont  les  mêmes  valeurs  pour    tous  les 
entiers  m. 

Si  de  plus  A  est  pair  et  que 


7-^3,  4  ou — I  (mod  8)  la  quantité  ( — i)    '     a  aussi  la  même  valeur 

pour  tous  les  en  tiers  m 

m* —  I 

si  -^         2  (mod  8)          »         (—0     *  » 

m  —  I         m-  —  i 

^  '     — X — 

»  ^  ^        —   2  »  »  ( I  )      ^  )) 

A 


n  Y^         o  »     les  quantités  ( — i)    ^     et( — i)  ont    ... 

Ce  sont  toutes  ces  quantités,  invariables  pour  les  différents 
entiers  m,  qu'on  appelle  les  caractères  de  la  classe.  Soit  v, le 
nombre  de»  facteurs  premiers  impairs  de  A.  Il  y  a 

V  caractères  si  A  impair 

A 

V  n         »  »     pair    et  y-  ^  -+-  i  ou  —  3       (mod  8) 


v-t-  I 

» 

»     » 

)) 

»  ))  =—1,  =i=  a, 

3,4 

» 

V   -f-  3 

» 

»     » 

» 

»    »    ^  0 

» 
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Quand  deux  classes  ont  les  mêmes  caractères,  on  dit  qu'elles 
sont  du  même  genre.  Le  genre  d'une  classe  étant  connu  on  en 
déduit  certaines  formes  linéaires  auxquelles  appartiennent  forcé- 
ment les  entiers  représentables  primitivement  par  cette  classe. 

\" Exemple.  D  =  i5  =  3.  5.  —  H  y  a  deux  classes  primitives,  celles 
des  formes  (i,  i,  Zj)  et  (2,  i,  2), 
On  trouve  dans  la  première  classe 


dans  la  seconde 


(r)  = 


et 


et 


f-)  = 


5-  =-'• 


Il  y  a  donc  deux  genres,  chacun  d'eux  ne  contenant  qu'une  classe. 
Au  premier  genre  correspondent  les  expressions  linéaires 

»l  =:    1  5/1  -I-   1  ,  1  5/1  H-  4 

au  second  les  expressions  linéaires 

m  =  j5/i  4-  2,        i5A  -f-  8. 

2'  Exemple  A  =  96  =  2"  .3.   —  H  y  a  quatre  classes  primitives, 
celles  des  formes 

(i,  o,  —  a4),     (—  1,  o,  24),     (4,  4,  —  o),     (—  ^,  —  4,  5). 
Il  y  a  trois  caractères  : 

m  —  I  m'-*  —  I 

On  construira  facilement  le  tableau  suivant  : 


(^) 

m  —  1 

m-— 1 

Formes  linéaires 

(-0    ' 

(-.)  ' 

(r,  0,  —  24) 

(-   I,  0,  24) 

(4,  4.  —  5) 

(-  4,  -  4,  5) 

I 

—  1 
I 

—  I 

I 

—  I 
.1 

I 

I 

—  I 

24/t  +   I 
24/t  —  I 
24/1  —  5 

24/«+  5 

II  y  a  quatre  genres,  ne  contenant  chacun  qu'une  classe. 
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3°  Exemple   D  :=  56  =  2' .  7.  —  Il  y  a  quatre  classes  primitives, 
•celles  des  formes  • 

(i,  o,   i4),       (2,  o,  7),       (3,  2,  5),       (3,  —2,  5). 

m-  —  I 

Il  y  a  deux  caractères  :    (-)    et    ( —  i)      ^      .    On  construira  le 


tableau  suivani 

(") 

m-  —  I 

(-0     ' 

Formes  linéaires 

(1,  0,  1-1) 

(2,  0,  7) 

(3,  2,5) 

(3,-3,5) 

I 
I 

—  I 

—  I 

I     ! 

-  I 

—  I     i 

56/i  +  r,  +  9,  +  i5,  +  23,  +  25, 
m  +  3,  +  5,  +  i3,  +  19,  +  27, 

—  17 

—  11 

Il  y  a  deux  genres  contenant  chacun  deux  classes. 

213.  Théorème.  —  Les  caractères  de  la  classe  principale  sont 
tous  égaux  à  i . 

Car  dans  la  forme  principale  le  premier  coefficient  est  i.  Les 

caractères  sont  donc  (- j,  (i)    '     ,  etc.,  ils  sont  donc  tous  égaux 

ài. 

Définition.  —  Le  genre  auquel  appartient  la  classe  principale  et 
^ont  tous  les  caractères  sont  égaux  à  i  s'appelle  le  genre  principal. 

Théoukme.  Deux  classes  inverses  appartiennent  au  même  genre. 

—  Car  elles  représentent  d'une  façon  primitive  les  mêmes  entiers. 

214.  Relation  entre  les  caractères  d'une  classe  primitive. 

—  Entre  les  différents  caractères  d'une  classe  primitive  existe 
une  relation  qui  ne  dépend  que  du  déterminant.  Et  même  si 
l'on  se  borne  aux  déterminants-noyaux  (c'est-à-dire  qui  ne  sont 
divisibles  par  aucun  carré  différent  de  i),  cette  relation  est  indé- 
pendante du  déterminant  et  elle  se  réduit  à  ceci  : 

Le  produit  de  tous  les  caractères  d'une  classe  primitive  appar- 
tenant à  un  déterminant  noyau  est  égal  à  i. 
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Soit 

p,  q,  ...  étant  les  facteurs  premiers  impairs  de  A. 

Soit  m  un  entier  impair,  positif,  premier  à  A,  représentable 
primitivement  par  une  forme  primitive  de  déterminant  A.  La 
congruence 

x^  -4-  paj j-^  ^  o  (mod  m) 


est  possible.  Donc 


-    étant  le  caractère  quadratique  généralisé  (n°  196). 
Donc 


\   m   j    \m)    \mj    \m) 


D'après  la  loi  de  réciprocité  et  les  théorèmes  complémentaires, 
cette  relation  peut  s'écrire 

([(_,=^]^[<_.r-^]'(.)'(./... 

D'autre  part,  on  a  : 
Mais 

Donc 
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OU 

A 

^  I  -4-  a     a 


_  _  ^  ^    -(^^^  +?1:^  -+-... )(modZi). 


Donc 

L'égalité  (4)  donne  alors 

Mais  d'ailleurs 

2 

Donc 


■      1^     ^         ^      =  1. 


<^)     {'f)(i)  -(-""'^  (- 


A 

1 

2^ 

2 

—  (mod  a). 

m  —  I  as 

Considérons  maintenant  différents  cas  : 

I"  Cas.  A  impair.  —  Alors  s  =  o  et  A  ^  i  (mod  4). 

La  relation  (5)  s'écrit 


<«)  (rA 


x^/mx? 


7/    ••• 


Or  dans  ce  cas  f  —  I»  (  -  j,  ...  sont  les  seuls  caractères.  La  rela- 
tion (6)  est  donc  une  relation  entre  les  caractères.  Cette  relation 
ne  se  réduit  pas  à  une  identité  car  pour  cela  il  faudrait  que 
a,  |3,  ...  fussent  tous  pairs.  Si  A  >  o  cela  voudrait  dire  que  A 
est  carré  parfait,  ce  qui  n'est  pas  ;  et  si  A  -<  o  cela  serait  incom- 
patible avec  A  ^  I  (mod  /j). 

De  plus  si  A  est  un  déterminant  noyau,  les  exposants  a,  |3,  ... 
sont  tous  égaux  à  i  et  la  relation  (6)  se  réduit  à  ce  que  le  produit 
des  caractères  est  égal  à  i . 

Cauen.  —  Théorie  des  nombres,  t.   II,  26 
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2®  Cas.  A  pair,    r  ^  3   ou  —  i  [mod  8).  —  Alors  s  =  2  et 
—  ^  —  I  fmod  4).  La  relation  (5)  s'écrit  : 


(^)        (^)(^:)  ■ 


^         -   -   _ 


m  —  I 

Mais  dans  ce  cas  les  caractères  sont  ^-j>(-j,...et( —  i)    ^    . 

La  relation  (7)  est  donc  une  relation  entre  les  caractères,  et  qui 
ne  se  réduit  pas  à  une  identité  puisque  l'exposant  du  dernier  carac- 
tère dans  la  relation  est  égal  à  i. 

De  plus  si  A  est  un  noyau  les  exposants  a,  ^,  ...  sont  tous 
égaux  à  I  et  la  relation  se  réduit  à  ce  que  les  produits  des  caractères 
est  égal  à  I . 

3"  Cas.  A  pair,  r  "^Â  (mod  S).  —  Alors  s  =  4  et  la  relation  (5) 

s'écrit  : 

(«)     (Fr("f-[(-)-]^=.. 

m  —  I 

Les  caractères  sont  (-U  (-),  ...  et  ( —  i  ^  .  La  relation  (8) 
est  donc  une  relation  entre  les  caractères,  et  qui  ne  se  réduit  pas 
à  une   identité,  car  pour  cela  il  faudrait  que  a,  ^3,  •••  -^  —  ^ 


2 
fussent  tous  pairs  ce  qui  est  impossible,  car  a,  S,  ...  élant  pairs 
il  en  résulterait  ;  si  A  était  positif  qu'il  serait  carié  parfait,  ce  qui 
n'est  pas  ;  et  si  A  était  négatif  il  en  résulterait  que  — A  serait  carré 

parfait  par  suite  aussi  ~^^  et  l'on  aurait 

=g-  =  I  (mod  4). 

A 

-s  —  ï 
.,10  ...  .     . 

Alors  — -^ —  serait  impair,  ce  qui  n  est  pas. 

Dans  ce  cas  A  n'est  jamais  un  noyau  puisqu'il  est  divisible 
par  i6. 
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4®  Cas.  A  pair,  7-  ^  ±  2  {mod  8).  —  Alors  £  =  3  et  la  relation 

(5)  s'écrit 

A  _ 

m- T  m    t      Ô 


œ  (?/■•<■)  "^*-" 


.p/  \q/       '  '  '      ' 

c'est-à-dire,  puisque  ^  —  i  est  pair 

m^  —  I 

Les  caractères  sont  (-)»(-),...  et  ( — 1)  .  La  relation  (9) 

est  donc  une  relation  entre  les  caractères  et  qui  ne  se  réduit  pas  à 
une  identité  puisque  l'exposant  du  dernier  caractère  est  égal  à  i. 

De  plus  si  A  est  un  noyau  les  exposants  a,  ^,  ...  sont  tous  égaux 
à  I  et  la  relation  se  réduit  à  ce  que  le  produit  des  caractères  est 
égal  à  I . 

5*  Cas.  A  pair,  r  ^  o  (mod  8).  —  Alors  £  >  5  les  caractères 

m*  —  1  m  —  I 

sont  (-\  (-),...(—  1)     ®     ,  (~  ly     '     et  la  relation  (5)  est 

donc  une  relation  entre  les  caractères  et  qui  ne  se  réduit  pas  à 
une  identité,  car  pour  cela  il  faudrait  que 

A 


2£ 


oc     3  .     

fussent  tous  pairs  ce  qui  est  impossible,  car  a,  jS,  ...  étant  tous 
pairs  il  en  résulterait  si  A  était  positif  qu'il  serait  carré  parfait,  et 

A  _ 

si  A  était  négatif  il  serait  de  la  forme  —  2^(4^  -h  i)   et  ^ 

serait  égal  à  —  2h  —  i  et  par  conséquent  impair,  ce  qui  n'est  pas. 
Dans  ce  cas  A  n'est  jamais  un  noyau  puisqu'il  est  divisible  par  16. 

Exemples.  —  Dans  le  premier  exemple  du  n°  212  les  caractères 
satisfont  à  la  relation 


m)=- 
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dans  le  deuxième,  à  la  relation 

m  —  I  m-  —  1 

(3")(-i)"^(-0^^'-i. 

dans  le  troisième,  à  la  relation 


(y)'-' 


m^  —  I 


«        =   I. 


215.  —  On  est  maintenant  conduit  à  se  demander  réciproque- 
ment si  :  élant  donnés  des  caractères  saiisjaisant  à  la  relation  (5) 
il  y  a  une  ou  des  classes  de  déterminant  A  possédant  ces  carac- 
tères. 

La  réponse  est  affirmative  et  sera  démontrée  plus  loin.  On 
démontrera  aussi  que  tous  les  genres  contiennent  le  même 
nombre  de  classes. 

Admettant  provisoirement  ce  résultat  il  est  facile  de  voir  com- 
bien il  y  a  de  genres.  Car  il  y  a  /  caractères,  X  étant  étant  égal  à 
V,  V  H-  I  ou  V  -h  2  suivant  les  cas  (n°  212).  Chaque  caractère 
est  susceptible  de  deux  valeurs  -i-  ou  —  i,  mais  la  relation  (5) 
détermine  un  de  ces  caractères  connaissant  les  ).  —  i  autres.  On 
voit  ainsi  qu'iV  y  a  2  ~  '  genres.  Mais  pour  le  moment  nous 
savons  seulement  qu'il  y  &  au  plus  2^~^  genres. 

216.  —  Il  est  facile  maintenant  de  généraliser  les  résultats  des 
chapitres  XV  et  XVII.  Parmi  tous  les  entiers  représentables  primi- 
tivement dans  les  classes  primitives  de  déterminant  A  il  sera  facile 
de  distinguer,  d'après  leurs  caractères,  ceux  qui  sont  représentés 
par  les  classes  d'un  certain  genre.  Et  au  cas  oii  chaque  genre  ne 
contient  qu'une  classe  on  a  une  généralisation  absolue  des  résultats 
précédents. 

1"  Exemple.  A  =  96.  —  (Voir  le  tableau  des  classes  et  des  genres 
dans  le  second  exemple  du  n*  212). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  m  ait  des  représenta- 
tions par  une  forme  de  déterminant  96  est  que  la  congruence 

x^  ^  2^  (mod  m) 
soit  possible.  Pour  cela  il  faut  et  il  suffit  que  les  facteurs  premiers  de 
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m  différents  de  2  et  3  soient  de  l'une  des  formes  ^lih  ±  i,  it  5  que  le 
facteur  2  n'entre  dans  m  qu'à  l'exposant  o,  i ,  2  ou  3  et  le  facteur  3  à 
l'exposant  o  ou  1.  Si  on  laisse  de  côté  les  entiers  divisibles  par  2  ou  3, 
on  voit  d'après  le  tableau  du  n°  212  que  les  entiers  de  la  forme  24/1  -f-  1 
sont  représentables  par  la  classe  (  i ,  o,  —  24)  ceux  de  la  forme  a^h —  1 
par  la  classe  ( —  1,  o,  24)  etc.  En  particulier  tout  nombre  premier  de 
la  forme  2^/1  -+■  i  est  décomposable  (d'une  infinité  de  façons)  en  la 
différence  entre  un  carré  et  24  fois  un  carré  : 

73=13    — 24.2^=17    — 24.3^=... 

2^  Exemple.  A  =  —  D  =  —  56.  —  Les  entiers  impairs  non  divi- 
sibles par  7,  représentables  par  une  classe  de  déterminant  —  56.  sont 
ceux  dont  tous  les  facteurs  premiers  sont  de  l'une  des  formes  56/i  -+-  1, 
3,  5,  9,  i3,  i5,  19,  23,  25,  27,  39,  45.  Ceux  qui  sont  de  l'une  des 
formes  56/1+19,  i5,  23,  25,  39  sont  représentables  primitivement  par 
l'une  des  classes  (i,  o,  i4),  (2,  o,  7)  ;  ceux  qui  sont  de  l'une  des 
formes  56/i  +  3,  5,  i3,  19,  27,  43  le  sont  par  l'une  des  classes 
(3,  2,  5),  (3,  —  2.  5). 

Remarque.  —  Pour  les  entiers  de  l'une  des  formes  56/i  -+-  3,  5,  ... 
ils  sont  représentables  à  la  fois  par  les  deux  classes  (3,  2,  5),  (3,  —  2,5) 
car  ces  deux  cla.-ses  sont  inverses.  Pour  les  entiers  de  l'une  des  formes 
56/i  H-  1,  4-  9,  ...  une  pareille  remarque  ne  s'applique  pas,  car  cha- 
cune des  classes  (1,0,  i4).  (2,  o,  7)  est  l'inverse  d'elle-même. 

Or  on  verra  plus  loin  qu'un  nombre  premier  n'est  représentable 
que  dans  une  classe  et  dans  son  inverse.  Donc  les  nombres  pre- 
miers représentables  par  (i,  o,  i4)  ne  le  sont  pas  par  (2,  o,  7)  et 
inversement. 

Exemple.    23  =^  1   .  3-  H-   i4  •  i^    n'est  pas  représentable  par  la 

forme  2,  o,  7 
7i=:2.2^-f-    7.3^    n'est  pas  représentable  par  la 

forme  (1,  o,  i4). 

216.  —  La  théorie  des  genres  est  en  rapport  avec  la  question 
de  la  possibilité  de  l'équation  t^  -h  olu  —  kii'^  =  i . 

Pour  que  cette  équation  soit  possible  il  faut  et  il  suffit  que  la 
classe  principale  et  cette  classe  changée  de  signe  soient  identiques. 
Pour  cela  il  faut  qu'elles  soient  de  même  genre. 

Or  si  la  première  représente  un  entier  m  la  seconde  représente  pri- 
mitivement l'entier  —  m,  donc,  pour  qu'elles  aient  même  genre  il 
faut  et  il  suffît  que  m  et  —  m  aient  les  mêmes  caractères,  c'est-à- 
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dire  qu'il  n'y  ait  que  des  caractères  qui  ne  changent  pas  par  le 
changement  de  m  en  —  m.  Or  les  caractères  qui  jouissent  de  cette 

propriété  sont  les  caractères  (  —  j  où  p  ^  i  (mod  4),  et  le  caractère 


( —  i)   ^     ,  tandis  que  les  autres  caractères  changent. 

Donc  pour  que  l'équation  soit  possible  il  faut  que  les  premiers 
caractères  seuls  existent.  On  retrouve  ainsi  les  conditions  du  n^  128 
à  savoir  que  les  facteurs  premiers  impairs  de  A  soient  congrus  à  i 

(mod  4),  et  de  plus,  si  A  est  pair,  que  r-  ^  i,  2,  5  (mod  8). 

Mais  ces  conditions  étant  remplies  il  s'ensuit  seulement  que  la 
classe  principale  et  cette  classe  changée  de  signe  sont  de  même 
genres  et  non  qu'elles  sont  identiques. 


NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  Etudier  la  représentation  par  les  formes  (i,  1,9)  et  (3,  1.  3j 
par  les  formes  (i,  1,  —  5)  et  ( —  1,  —  i,  5). 

II.  —  Trouver  tous  les  genres  de  classes  primitives  correspondant 
aux  discriminants  108,  1.35  (Voir  exercice  I,  chapitre  XIV). 

III.  —  Trouver  tous  les  genres  de  classes  primitives  correspondant 
aux  déterminants  101,  io4i  108,  117  (Voir exercice  II,  chapitre  XIV)- 


CHAPITRE  XIX 


DIFFERENTES  ESPÈCES  DE  DÉVELOPPEMENTS 
EN  FRACTIONS  CONTINUELLES  RÉGULIÈRES 


217.  —  On  peut  varier  le  procédé  indiqué  au  n*  83  pour  le 
développement  en  fraction  continuelle.  Dans  ce  procédé  on  posait  : 

s  =  «0  +  r  Si  =  ai  +  -,...         si,  =  ak-\-- — »  ••• 

de  façon  que  afc.fùt  la  valeur  à  une  unité  près  par  défaut  de  Sk.  On 
peut,  au  lieu  de  cela,  prendre  pour  a,,  la  valeur  à  une  unité  près 
par  excès  de  S/^  ;  ou  bien  prendre  tantôt  la  valeur  par  excès,  tantôt 
la  valeur  par  défaut.  On  obtient  ainsi  différentes  espèces  de  déve- 
loppement dont  nous  allons  examiner  les  propriétés. 

Développement  par  excès.  —  Ce  développement  est  constitué  de 
façon  que  toutes  les  réduites  y  soient  par  excès.  Pour  cela  il  faut 
évidemment  prendre  pour  a^  la  valeur  de  s  à  une  unité  près  par 
excès,  pour  ai  la  valeur  de  ii  à  une  unité  près  par  défaut,  et  ainsi 
de  suite  en  alternant.  Mais  alors  Si  est  négatif,  donc  ai  l'est  aussi  ; 
s,  est  positif,  donc  a^.  l'est  aussi  ;  et  ainsi  de  suite.  Pour  mettre  les 
signes  en  évidence  nous  changerons  de  notations  et  nous  poserons  : 


«1 


«0  étant  la  valeur  de  So  à  une  unité  près  par  excès,  alors 

Si>l 

puis  ; 


1 

«1  =  Oi  —  - 


ûi  étant  encore  la  valeur  de  si  à  une  unité  près  par  excès. 
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Alors  : 

Ol  >  2  S2  >   i 

et  ainsi  de  suite.  Au  bout  de  /c  +  i  opérations  on  a 


«1 


1 

...  — 

I 

Oâ- 

aie  — 

1 


les  a  sont  des  entiers  ;  a^  est  quelconque,  ai,  Uz,  ...  sont  >  2,  Sk+i 
est  plus  grand  que  i . 

Si  s  est  irrationnel  ce  procédé  ne  s'arrête  pas. 

On  obtient  ainsi  des  réduites  successives,  toutes  par  excès  : 

Po  __  Oo  ^  P  i  __  apOi  —  I  ^  P2 apajai  —  «0  —  0-2 

Qo         I  Qi  Oi  i^i  OiOa  —  i 

avec  les  formules  de  récurrence  : 


"n QnPn-t  Pn_2  Qn  =  OjiQn-l  —  Qn-2- 

On  a  de  plus  : 

PnQ«-i-Pn-iQ„=i. 

On  démontre  facilement  que  les  dénominateurs  Q„  sont  positifs 

et  vont  en  croissant. 

Réciproquement,  dans  une  fraction  continuelle  illimitée  de  cette 

P 
espèce,  r^  a  une  limite. 

Pour  le  démontrer  on  remarque  (cf  n°  97)  que 


Qn  ~  Qo 


P. 


-^:)-( 


P2_P, 

Q.     Q. 


^rt  '    Tl— 1 

Q;  Q.n-1 


Qo  ^  QoQi  ""  Q.Q. 


Q»-iQ. 


Donc  pour  démontrer  que  ^  a  une  limite  il  suffit  de  démontrer 

que  la  série  dont  le  terme  général  est  f^ — j-p  est  convergente. 
Or  on  a  : 

Q„  —  Q„_i  =  {an  —  l)Q„_,  —  Qn-ï  >  Qn-1  —  Qn-2. 

De  même 

Nl«— 1  Vn— 2   ^   V'i— 2  X«— 3 


Qi  >  Qi  -  Qo 
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A09 


Ajoutant  membre  à  membre  il  vient  : 

Q.  -  Qi  >  Qu_.  -  Qo- 
Or  Qo  =  I  et  Q,  =  a,  >  2.  Donc 

Q„  >  Q„_,  -h  I. 
De  même 


Q.  >Qo+i. 

Ajoutant  membre  à  membre  il  vient,  en  remarquant  que  Qo  =  i 
Q„  >  n  -j-  I . 

La  série  dont  le  terme  général  est  7=^ — pp  est  donc  une  série  à 

termes  positifs  dont  le  terme  général  est  plus  petit  que  /    >    • 

Or  celte  dernière  est  convergente  Car 


(n  —  i)n        n  —  1        n 


et  par  suite 


I  I 

' 2 

1.2       2.0 


(n—  1)11 

La  série  en  question  est  donc  aussi  convergente. 
Exemples  : 

2  —  I  4  —  I  '" 
111 

Les  réduites  successives  sont  : 

2        3        10        17 

12         7         la       ' 


pour  le  premier  développement  : 
pour  le  second. 


2        7        19        3i 
I       4       ï^i        î» 
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218.  —  Cherchons  une  limite  de  l'erreur  commise  en  prenant 
p 
jY  pour  valeur  approchée  de  s.  Cette  valeur  est  par  excès,  a„  est 

la  valeur  de  Sn  par  excès.  Si  au  lieu  de  a»  on  mettait  an  —  i,  on 
aurait  une  valeur  de  s  par  défaut,  alors  au  lieu  de  : 

\  n  ^n"n'— 1   "n-î 

Qn  «tiQ/i-1   —  Qn-2 

on  obtiendrait  : 


Donc  : 


(Q|i  0")i-  1    '  )t-2  "«   "n-t 

(a«  —   0Q«-1  —  Qn-2  Qn  ~  Qn_l 


P      p  p 


p 

L'erreur  de  ^"  est  donc  plus  petite  que  : 

"n  ^  n  —  "w— 1  ^ 

Qn  Qn-Qn-i  ""^  Qn(Qn-Q«-,)* 

219.  Comparaison  entre  deux  développements  par  excès. 

Soit  : 


1 

1 

«2    — 

1 
62- 

a,  — 

1 

6i  — 

6  =  60-- 

Si  ao  <;  60  on  a  a  <C  6  ;  si  «o  >  60  on  a  a  ]>  6. 

Si  ao  =  60  et  fli  <C  61  on  a  a  <;  6  ;  si  a,  >  61  on  a  >  6,  etc, 

On  en  déduit,  comme  au  n°  99,  que  si  un  nombre  est  compris 

p  pp. 

entre  f=^ pr^^=i  ^^  tt*  ^^daites  de  a,  les  k  -+-  i  premiers  éléments 

de  son  développement  en  fraction  continuelle  par  excès  sont  : 

Oq,  «2,   O/.. 

On  démontre  aussi  comme  pour  les  fractions  continuelles  ordi- 
naires  que  si  une  fraction  continuelle  par  excès  illimitée  est  telle 

P 
que  ~  tende  vers  s,  inversement,  s  réduit  en  Jraction  continuelle 

xn 

par  excès  donne  justement  cette  fraction  là. 

Le  résultat  du  n"  101  devient  ici  :  Une  condition  nécessaire  et 
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4ll 


P  •  /  P\ 

suffisante  pour  que  ^  appartienne  au  développement  de  s  is  <.  pzj 

€st  que  : 

P_  1 

Q      '  "^  Q{Q  -  Q') 

en  appelant  Q'  le  dénominateur  de  l'avant  dernière  réduite  dans  le 

p 
développement  de  jz- 

220.  —  Quelles  sont  les  particularités  qui  se  présentent 
lorsque  le  nombre  que  l'on  développe  est  rationnel  ?  Dans  ce  cas  on 
peut  le  mettre  sous  forme  de  développement  limité  par  exemple  : 


04 
19 


t)  — 


On  peut  augmenter  le  nombre  des  éléments  en  remplaçant  3 
par  l\ et  écrire  : 

84 


19 


=  5 


I  I 


1 

4^ 


Ceci  n'est  pas  vraiment  un  développement  du  genre  de  ceux  que 
nous  considérons  parce  que  le  dernier  élément  est  i.  Mais  on  peut 

continuer  le  procédé  en  remplaçant  ce  dernier  élément  i  par  2 

et  ainsi  de  suite.  On  a  ainsi  : 


19  2 


I 

4~= 


1 
4^ 


Les  nombres  rationnels  sont  ainsi  représentés  par  un  développe- 
ment illimité  périodique,  la  période  étant  formée  du  seul  élé- 
ment a. 

Réciproquement  un  tel  développement  est  convergent  et  tend 
vers  le  nombre   rationnel    qui  lui  a  donné  naissance.  Pour  le 

démontrer  il  suffit  de  démontrer  que  le  développement  2 ••• 

est  convergent  et  tend  vers  i .  Or  on  démontrera  facilement  que  la 


71™*  réduite  est  égale  à 


n  +  I 


Tout  développement  illimité  dont  les  éléments  ne  sont  pas,  à 
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partir  d'un  certain  rang,  tous  égaux  à   2   représente  un  nombre 
irrationnel. 

221.  Développement  par  défaut.  —  Ce  développement  est 
constitué  de  façon  que  toutes  les  réduites  y  soient  par  défaut.  Pour 
cela  on  prend  pour  Oo  la  valeur  de  s  par  défaut  puis,  posant  : 

,     1 

on  développe  Si  en  fraction   continuelle  par  excès.    On   obtient 
ainsi  : 


(i)  s  =  ao+      ^ 


Oi  — 


I 


a-i  — 


dans  lequel  l'élément  ai  est  précédé  du  signe  +  et  tous  les  éléments 
suivants  du  signe  — . 

On  voit  que  si  (i)  est  un  développement  par  défaut,  le  dévelop- 
pement : 


=  a,  — 


s  —  On  a. 


est  un  développement  par  excès.  Il  en  est  de  même  du  développe- 
ment : 


«1  —  \  a. 


Ces  remarques  nous  dispensent  de  plus  de  détails  sur  cet  autre 
genre  de  développement. 

224.  —  Pour  généraliser  les  résultats  du  n°  107  et  ceux  relatifs 
aux  nombres  quadratiques,  il  faut  considérer  à  la  fois  des  dévelop- 
pements par  excès  et  des  développements  par  défaut.  On  démon- 
trera que  : 

Si  deux  nombres  sont  proprement  équivalents  leurs  développe- 
ments par  excès  sont  identiques  à  partir  d'un  certain  quotient 
incomplet;  il  en  est  de  même  de  leurs  développements  'par  défaut. 

Si  deux  nombres  sont  improprement  équivalents  le  développement 
par  excès  de  l'un  est  identique  à  partir  d'un  certain  rang  au  déve- 
loppement par  défaut  de  F  autre. 

Les  réciproques  sont  vraies. 
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La  relation  homographique  qui  lie  les  deux  nombres  lie  aussi 
leurs  réduites  arrêtées  aux  mêmes  éléments,  à  partir  d'un  certain 
rang, 

223.  Développement  des  nombres  quadratiques  réels.  — 
Toute  fraction  continuelle  {par  défaut  ou  par  excès)  périodique  est 
égale  à  un  nombre  quadratique  {sauf  une  exception).  Réciproque- 
ment, tout  nombre  quadratique  se  développe  en  Jraction  continuelle 
{par  défaut  ou  par  excès)  périodique. 

Soit  d'abord  une  fraction  immédiatement  périodique  par  excès. 
Imitant  la  démonstration  et  les  notations  du  n"  110  on  trouve  : 

fl  _  PaQ  -  Pa-1  ■ 
Q.o-Q,_i 

ou  : 

(2)  Q,02  -  (Q,_,  +  P,)e  +  P._i  =  o. 

Donc  0  est  quadratique  ou  rationnel.  D'ailleurs  on  sait  que  le 
seul  cas  où  il  est  rationnel  est  lorsque  tous  les  éléments  sont  égaux 
à  2.  C'est  le  cas  d'exception. 

Le  cas  de  la  fraction  non  iromédiatemeill  périodique  s'en  déduit 
comme  au  n**  110. 

Pour  la  réciproque  on  imitera  la  méthode  du  n"  111.  Pour  que 
cette  méthode  s'applique  il  n'est  pas  besoin  qu'en  posant  : 

P*  ,     ^ 

on  ait   I  £i  I  <;  I  pour  toute  valeur  de  k,  11  suffît  que  |  Sk  |  soit 
borné,  pour  une  infinité  do  valeurs  de  k.  Or  : 


D'autre  part  : 


< 


QaIQa-Qa-O""   ! Q^" 


=  a/c  — 


1   ^ 
-  >  a;t  —  I  . 


Qk-i        '      ttk-i 
Or  puisque,  par  hypothèse,   oj  n'est  pas  rationnel  il  y  a  une 


^lk 
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infinité  de  %  qui  sont  plus  grands  que  2.  Donc,  pour  une  infinité 
de  valeurs  de  k  on  a  ^—  >  2,  et  par  suite  : 


—  co      < 


Pour  ces  valeurs  de  A:,  e  est  plus  petit  que  2. 
Quelle  est  celle  des  deux  racines  de  l'équation  (2)  qui  est  égale 
à  la  valeur  de  la  fraction  rationnelle.  C'est  la  plus  grande.  Eneflfet, 


puisque  u  ==■  Oo 


est  immédiatement  périodique  on  a 

flo  >•  2.  Donc  5  >»  t.  Or  si  dans  le  premier  nombre  de  l'équation  (2) 
on  substitue  i  on  trouve  Qk  —  Qk-i  —  P/c  +  P^-n  c'est-à-dire 

K  -    I)  (Q„_,    -  P,_i)  +  Q,_2  -  Pa_2 

D'autre  part 


Q*-i 


>e>  I 


et 


P^-  > 


>  1. 


Donc  l'expression  précédente  est  négative,  etc. 
Analogue  du  théorème  de  Galois  (n"  113).  Si  l'on  considère  une 
fraction  continuelle  par  excès  immédiatement  périodique. 


0  =  a„  — 


a/i- 


et  l'équation   (2)  à   laquelle  elle  satisfait,  l'autre  racine  de   cette 
équation  est 


a  = 


=  0-1- 


Qk 


•    ÛA-l 


«A 


ûfc-l 


C'est  le  développement  de  d  par  défaut. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'établir  la  démonstration,  ana- 
logue à  celle  du  n°  113.  On  généralise  comme  au  n"  114. 

Pour  qu'un  nombre  quadratique  réel  soit  développable  en  une 
fraction  continuelle  par  excès  immédiatement  périodique  il  faut  et 
il  suffit  que  ce  nombre  soit  plus  grand  que  i  et  que  son  conjugué 
soit  compris  entre  o  et  i. 

Nous  laissons,  au  lecteur  le  soin  de  la  faire  la  démonstration 
analogue  à  celle  du  n°  115. 
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Les  énoncés  des  n°'  116  et  1 17  s'appliquent  aux  développements 
par  excès. 

La  méthode  du  n°  127  pour  la  résolution  des  équations  de 
Fermât  s'applique  aussi.  Mais  à  cause  de 

PnQn-,  -  Pn-lQ«  -=  +    1 

elle  ne  donne  que  les  solutions  de  l'équation  : 

t^  +  ota  —  ku^  =  -f-  1  ('). 

Relativement  à  l'équivalence  des  nombres  quadratiques  réels  et 
à  celle  des  formes  quadratiques  binaires  indéfinies,  les  dévelop- 
pements en  fractions  par  excès  donnent  des  énoncés  plus  simples 
que  ceux  des  n"*  171  et  174,  ces  nouveaux  énoncés  sont  : 

Pour  que  deux  nombres  quadratiques  soient  proprement  équi- 
valents il  faut  et  il  suffit  que  leurs  périodes  se  déduisent  tune  de 
Fautre  par  une  permutation  circulaire  et  pour  que  deux  formes 
indéfinies  soient  de  même  classe  il  faut  et  il  sujfit  que  leurs  pre- 
mières racines  satisjassent  à  cette  condition  ('). 

On  définira  sans  peins  des  formes  réduites  (n°  175),  les  couples 
de  nombres  réduits,  les  chaînes  de  couples  réduits  fNote  II  du 
chapitre  XH). 


(^)  On  en  déduit  d'ailleurs  facilement  celles  de  l'équation  t-  -f-  p'u — tu*  «s  —  i» 
Car  on  sait  que,  si  cette  dernière  est  possible,  en  appelant  t^  mi,  sa  solution 
fondamentale,  la  solution  fondamentale  de  l'autre  est  donnée  par 

Donc,  connaissant  l,  u,  il  ne  reste  qu'à  voir  s'il  y  a  des  valeurs  entières  de 
(,,  Ui,  satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  ce  qui  est  facile  vu  que  la  pre- 
mière, à  cause  de  A-  >  o,  se  résout  facilement  par  tâtonnements. 

(^)  Mais  il  faut  remarquer  que  cette  simplification  dans  l'énoncé  ne  tient  pas 
à   la   nature   de*  fractions  continuelles  par  excès  mais  à  la  façon  dont  nous  les 

avons  écrites.  Soit  une  fraction  continuelle  ordinaire  a^  -\-  — -x    ...  ;  on  peut 
I  écrire  09  —  r — ^     r — ^     ...,  en  posant 

60  =  a^     6j   =  —  a,      ...     fcî„  =  ain     ^în+i  =  —  a2n+i 

Avec  cette  notation  l'énoncé  pour  les  fractions  continuelles  ordinaires  serat 
identique   à  celui  donné  ici.  Inversement  si  les  fractions  continuelles  par  excès 

étaient  écrites  ao  +  — r  1  .  .   l'énoncé  relatif  à  ces  fractions  serait  celui  du 
'  flj  -f-  I 

no  171. 
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Nous  donnerons  plus  loin  les  relations  qui  existent  entre  le  déve- 
loppement ordinaire,  le  développement  par  excès  et  le  développe- 
ment par  défaut  d'un  même  nombre. 

224.  Autres  développements  en  fractions  continuelles.  — 
l!]tant  donné  un  nombre  s  on  peut  toujours  poser 


«1 


«Q,  Oj,  ...  a„_i  étant  des  entiers  quelconques.  On  ne  peut  espérer 
de  résultats  intéressants  qu'en  les  assujettissant  à  certaines  con- 
ditions. Par  exemple  dans  le  développement  ordinaire  a„  est  la 
valeur  à  une  unité  près  par  défaut  de  s„  ;  dans  le  développement 
par  excès  ûq,  a^,  ...  sont  par  excès  et  a^,  a^,  ...  par  défaut  ;  c'est  le 
contraire  dans  le  développement  par  défaut. 

On  aperçoit  tout  de  suite  une  quatrième  espèce  de  développement, 
celui  dans  lequel  a»  est  toujours  la  valeur  de  Sn  par  excès.  A  partir 
du  second  les  a„  sont  tous  négatifs.  En  mettant  leurs  signes  en 
évidence  on  obtient  un  développement 


«1 
1 


de  sorte  que  ai  -j-  — —    ...  est  le  développement  ordinaire  de — ^— • 

Ainsi  des  quatre  développements  considérés  jusqu'à  maintenant  le 
troisième  se  ramène  immédiatement  au  second  et  le  quatrième  au 
premier. 

Ces  quatre  développements  font  partie  d'une  classe  plus  géné- 
rale de  développements,  ceux  dans  lesquels  a„  est  toujours  une 
valeur  à  une  unité  près  de  Sn,  tantôt  par  défaut,  tantôt  par 
excès,  suivant  les  valeurs  de  n  et  suivant  une  loi  qui  caractérise 
le  développement.  Nous  les  appellerons  développements  régulières  (^). 
Nous  écrirons  ces  développements  sous  la  forme  : 


(^)  Quelques  auteurs  les  appellent  semi-réguliers,  Téser\Anl  le  nom  de  régulier 
à  celui  que  nous  appelons  développement  ordinaire. 
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les  a  étant  tous  positifs,  les  s  égaux  à  -1-  ou  —  i.  Et  nous  posons  : 

"n-M  H 

Etant  donné  un  nombre  s,  pour  définir  un  développement 
régulier  de  ce  nombre  il  suffit  de  donner  une  règle  définissant  la 
suite  des  s.  Ainsi  dans  le  développement  ordinaire  les  s  sont  tous 
positifs,  dans  le  développement  par  excès  ils  sont  tous  négatifs. 
Tout  élément  Cn  est  l'entier  compris  entre  Sn  et  Sn  —  c,i+i,  sauf 
le  dernier  Aa,  si  le  développement  est  limité,  qui  est  égal  à  5^, 
Dans  ce  dernier  cas  s  est  rationnel  et  réciproquement, tout  nombre 
rationnel  peut  se  mette  sous  forme  de  développement  limité.  On 
le  voit  comme  plus  haut. 

Dans  un  développement  régulier  les  quotients  incomplets,  sauf 
peut-être  le  dernier,  sont  plus  grands  que  i,  et,  réciproquement, 
cette  propriété  caractérise  les  développements  réguliers. 

Dans  un  développement  régulier  si  a„_i  =  i  (n  >  i)  on  a 
£„  >>  G.  En  efiet,  puisque  Sn  >  i,  si  an-i  =  i  c'est  que  a„_i  est 
une  valeur  de  5„  par  défaut.  Donc  Sn  >  o. 

La  réciproque  est  vraie.  Tout  développement  oii  les  a  égaux  à 
I  sont  toujours  suivis  d'un  £  >  o  est  régulier. 

p 

225.  —  Les  réduites  ^r?  se  calculant  de  proche  en  proche  par 

les  formules  (n°  94) 

^n  ^u'  n— 1    ~^   ^n"n  — 2 

Qn  =  «7iQ,i-i   H-  2/iQn-i- 

Cherchons  les  signes  des  dénominateurs  Q„  et   s'ils  croissen 
avec  l'indice. 
Si 

£„  >  o  on  a  Q„  >  Q„_i. 

Donc,  comme  Q,  =■-  i,  on  voit  que  :  parcourant  la  suite  Q,,  Qo, 
tant  quon  arrive  pas  à  un  indice  n  tel  que  £„  <;  o,  les  termes  de 
cette  suite  sont  positifs  et  croissent  avec  l'indice. 

Supposons  qu'on  arrive  à  un  £„  égal  à  —  i .  Alors 

Q/.  =  «nQ-.-i   —   Qn-2. 

Si  a„  >>  I,  on  a  encore  Q^  >  Q,i. 

Cader.  —   Théorie  des  nombres,  t.  11.  27 
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Mais  si 
on  a 

Qn  =  Q/i-i  —  Qn— 2 

On  a  donc  encore  Q„  >  o,  mais  Q„  <<  Qn_,.  Considérons  alors 
Qn+j.  Remarquons  que  de  Un  =  i  on  déduit  Sn+i  =  +  i.  Donc 

Qn+l  =  Cn-i-iQrt  H-   Qit-j. 

Donc 

Qn  +  i  >  Qn-i« 

On  voit  ainsi  que  : 

Les  dénominateurs  Q„  sont  positifs.  En  général  ils  croissent  avec 
l'indice.  Il  y  a  exception  lorsque  an  =  i  et  s^-i  —  —  i.  On  a 
dans  ce  cas  Q„  •<  Q„_j  ;  mais  l'on  a,  en  tout  cas,  Q„+i  >-  Q„_i  de 
sorte  que  la  décroissance  des  Q„  ne  peut  se  prolonger  et  que,  dans 
tous  les  cas,  Qn  augmente  indéfiniment  avec  C indice. 

On  en  déduit  que  toute  fraction  continuelle  régulière  illimitée 
est  convergente  (').  En  effet,  de  l'inégalité  Q„_|.,  >Q„_i  on  déduit: 
Qîn-i  ^  w  et  Qîn  >  2n  -f-  I.  Donc  le  terme  général  de  la  série 

,          .        ,  1    1       /•  •  •  Il       /  \  •  ( 0*~*£l£2  •••  Sfc 

équivalente  a  la  traction  continuelle  (n**97}  qui  est  ^ k — q      — 

à  une  valeur  absolue  plus  petite  que  r— ^ si  k  est  pair  et  que 

si  k  est  impair.   On  en  déduit  qu'elle  est 


i 

h  1 


)r-^') 


convergente.  ^ 

On  démontrera  que  la  valeur  d'une  fraction  continuelle  régulière 

est  comprise  entre  7=^^  et  J"       £<c+i  fc-i  ^  L'erreur  commise  en  pre- 

P 

nant  ~  pour  valeur  de  la  fraction  continuelle  est   du  signe  de 

Vk 

( —  i)*£i£2  ...  £4+1  et  plus  petite,  en  valeur  absolue  que 

I 

(^)  Plus  généralement   :    toute   fraction  continuelle   «o  + 


où  les  a  sont  des  nombres  réels  quelconques  est  convergent  si  l'on  a  02  ^  i  pour 
toute  valeur  de  i  et  de  plus  a.>  >•  2,  lorsque  c^,^  =  —  i.  (H.  Tietze,  Malk. 
Ann.,  t.  70  (191 1)  p.  236). 
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226.  Dévreloppement  court.  —  Un  développement  régulier 
intéressant  est  celui  où  l'on  choisit  toujours  celui  des  deux  quo- 
tients incomplets  qui  est  le  plus  approché  (^).  Nous  l'appellerons 
le  développement  court  (voir  n"  228).  Dans  ce  développement 
tous  les  quotients  complets  sont  supérieurs  à  2,  sauf,  peut-être,  le 
dernier  s'il  y  en  a  un.  Les  quotients  incomplets  sont  donc  égaux 
ou  supérieurs  à  2,  et  quand  un  quotient  incomplet  est  égal  à  2,  il 
€st  suivi  du  signe  -+-  (à  moins  que  ce  ne  soit  le  dernier).  Récipro- 
quement, un  développement  qui  jouit  de  ces  propriétés  est  un  déve- 
loppement court. 

Exemple  : 


y/a  =  1  -h 

I 

2  -{- 

... 

^  =  '-  4^ 

... 

v/5  =  2  -1- 

l 

4-H 

... 

e=3-; 

1 
*  — 

1 

2-f- 

I 

5- 

Dans  ce  développement  puisque  aucun  élément  n'est  égal  à  i , 
les  Q,.  sont  positifs  et  croissent  avec  l'indice  (n"  225).  Mais  il  y  a 
^plus  et  l'on  peut  voir  que 

Qn    ^    1  -+-  v/5 


Q„-i 


> 


=  1,618., 


En  effet,  on  a  : 


Qn-l  "^  «n-l 


11 
Oi 


Qn 


Pour  avoir  la  valeur  la  plus  petite  possible  de  7=r^  il  faut  don- 

Sjn — 1 

Tier  à  ttn  sa  valeur  la  plus  petite  possible,  soit  2 ,  et  prendre  £«  =  —  i  ; 
puis  il  faut  prendre  pour  a„_i  la  valeur  la  plus  petite  possible  et, 
puisque  £„  =  —  i,  cette  valeur  est  3  ;  il  faut  prendre  e^-i  =  —  i 


et  a„  o  =  3,  etc.  Donc 


3l 

Qn-i 


>2 


I 


I 


(^)  MiK5iGER0DE,  Nackr.  V.  d.   K.   Gesellsch.  d.  Wiss.  in  Gôtting  (1873). 
A.  HuRwiTz,  Act.  math.,  t.  la  (1889)  p.  867. 
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la  fraction  continuelle  du  second  membre  ayant  ]n    éléments^ 
a  fortiori 

3^ 


Qn_i  ^  3  - 


la  fraction  continuelle  étant  prolongée  indéfiniment  ;  ou  enfin 

On  voit  même  que  q^  ne  peut  tomber  au-dessous  de  2  que  si 
a„  =  2  et  e„  =  —  i. 


227.   Limite    de    Terreur  commise  en  s'arrêtant   à]  une 
p 
réduite  ^p .  On  a  : 


Qa(Q*«*+i  +  ^k+iQ.k-i)      ç^il^ 


+1  -I-  £fc+i 


^k-i\ 


Soit  d'abord  £aj_i  =  i.  On  a  alors 
P. 


Q. 


<r.A-<     ' 


car  s^_|_i  ^2. 

Soit  ensuite  e^-^i  =  —  i.  Alors 

P. 


QVa+,  ^  2Q2, 


^H— ^) 


Or  : 
Donc 


«A 


«A-J 


Q. 


...  >  a^ 


3  — 


...  =  au  — 


3  — v/5 


< 


QV  «Hi 


Ofc  — 


3  —  v/5 


Mais  £;c^i  =  —  I  entraine  a^:  >-   3,  et  d'autre  part '5;i_(.i  >>]2. 
Donc  : 


Q^aY  2  - 


3  _  3  —  v/5 


v/5  —  1     r    '__  0,618 

""■^^  Q?"  "QV 
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On  voit  que  que,  dans  tous  les  cas,  l'erreur  est  inférieure  à 

s/l—  I  _j_ 

228.  Parmi  tous  les  développements  réguliers  d'au  nombre 
rationnel  il  n'y  en  a  pas  qui  ait  moins  d'éléments  que  le  dévelop- 
pement court  (*).  —  En  effet  soit  un  développement  régulier  qui 
ne  soit  pas  le  développement  court.  Nous  allons  montrer  qu'on 
peut  le  transformer  et  l'amener  a  être  le  développement  court 
sans  augmenter  le  nombre  de  ses  éléments. 

Puisque  le  développement  proposé  n'est  pas  le  développement 
court  il  y  a  dans  ce  développement  un  ou  plusieurs  quotients 
complets,  différents  de  s  lui  même,  et  plus  petits  que  2. 

Considérons  le  premier  de  ces  quotients  ;  il  sera  de  l'une  des 
deux  formes  : 


2  — 


Ok 


ou 


1  + 


«A 


^k+1 


avec,  dans  les  deux  cas,  k'>  i. 
Dans  le  premier  cas 

Sk-i  =  dh-i  -I- 
peut  se  remplacer  par 

Dans  le  second  cas  il  peut  se  remplacer  par 

^k-i 


H- 

2  — 

I 

Ei+l 

Ofc-h- 

a*+i  -H 

2-h 

1 

«A: 

—  I  H- 

afc_2  H-  ^A— 1  — 


o-k 


fr+i 


O/r+l 


Dans  les  deux  cas  on  a  remplacé  la  fraction  continuelle  proposée 
par  une  autre  qui  n'a  certainement  pas  plus  d'éléments  qu'elle,  qui 
en  a  même  moins  si  a^_^  -\-  îk_i  =  o  avec  /c  >  2,  et  dans  laquelle 
le  rang  du  premier  quotient  incomplet  inférieur  à  2  a  diminué.  En 


(})  Th.  Vahlb»,  J.  r.  a.  M.,  ii5  (iSgS),  p    aai, 
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continuant  ce  procédé  on  remplacera  le  développement  propose^ 
par  un  autre  ou  il  n'y  aura  plus  de  quotient  incomplet  plus  petit 
que  2,  qui  sera  par  conséquent  un  développement  court,  et  oii  le- 
nombre  d'éléments  ne  sera  certainement  pas  plus  grand  que  dans- 
le  développement  primitif. 

229.  Relation  entre  le  développement  court  et  le  dévelop- 
pement ordinaire.  —  Appliquons  la  méthode  du  n°  précédent 
pour  déduire  le  développement  court  du  développement  ordinaire. 
Soit 


le  développement  ordinaire. 

Si  ai  >•  I,  tto  est  le  premier  élément  du  développement  de  s 

en  fonction  continuelle  courte,  et  la  première  réduite  est  -j  ,  iden- 
tique à  la  première  réduite  ordinaire.  Après  quoi  il  faut  développer 

Si  «2  >  I»  «1.  6st  le  second  élément  du  développement  court  et 
la  seconde  réduite  de  ce  développement  est  identique  à  celle  du- 
développement  ordinaire.  Et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
à  un  quotient  complet  5n  précédant  un  quotient  incomplet  a„4.i  égal 
à  I 


Sn  =  On  -H  Z^ 


I 

Sn+2 


Le  quotient  incomplet  Cn  doit  alors  être  remplacé  par  a„ 
et  l'on  doit  écrire  : 

s„  =  a„  +  I  — 


«n  f  2  H-  ï 


P 

Alors  la  réduite  d'ordre  n  n'est  pas  ry  mais 

Vn 

(On-f-   l)P„_i   -4-Pn-2 


K  4-  i)Q„_i  -+■  Q„_2 
on 

Pn  H-  P>i_i 


DEVELOPPEMENT    COURT 


klZ 


Mais,  à  cause  de  q„4_i  =  i,  on  a 

P„  H-  P„-i  =  P„+i,       Qn  -h  Q„_l  =  Q„+i. 

p 
Donc  la  réduite  d'ordre  n  du  développement  court  est  -^"—  • 

Vn+l 

Après  quoi,  il  faut  introduire  un  signe  —  dans  le  développe- 
ment et  développer  en  développement  court  5„_j.jH-  i,  c'est  à-dire: 


o„+2  H-  I  -+- 


071+3 


1 


ly 


Si  a„4-3  >  I  >  le  premier  élément  de  ce  développement  est  a„^ 

la  réduite  correspondante  est  .  "^"  ,  — rr^ — '1  \"~^  <îui  se  réduit  à 

p 

7^^ .  Et  ainsi  de  suite.  En  résumé  : 

Vn-r2 

La  suite  des  réduites  du  développement  court  se  déduit  de  celle  du 
développement  ordinaire  en  supprimant  les  réduites  qui  précèdent 
les  éléments  égaux  à  1,  sauf  que,  s'il  y  a  plusieurs  éléments  consé- 
cutifs égaux  à  1,  il  ne  faut  dans  cette  règle  tenir  compte  ni  du 
deuxième,  ni  du  quatrième,  etc. 


Exemple  ;  du  développement  ordinaire  : 


s=i  + 


9  + 


I 


I 


[ 

4  + 


I 


1 


I 


I 

3^ 


on  déduit  le  développement  court  : 


1  + 


3  + 
Les  réduites  du  premier  sont  : 


10 
9" 


II 
îo 


32 

29 


126 


ili 

i55 


I 
3"= 


3io 
38T 


48  r 
436 


1753 
i589 


celles  du  second  sont  : 


II 
10 


32 

29 


121 
i55 


48j_ 
436 


T753 
i589 


Ce  qui  précède  permet  de  déduire  les  propriétés  des  fractions 
continuelles  courtes  de  celles  des  fractions  continuelles  ordinaires. 

Par  exemple  on  retrouve  ainsi  la  propriété  ^y^  >  ^    '        • 


424 


THEORIE    DES    NOMBRES 


On  voit  aussi  immédiatement  de  cette  façon  que  le  développe- 
ment enjraction  courte  d'un  nombre  quadratique  est  périodique. 

On  peut,  par  suite,  appliquer  les  fractions  continuelles  courtes 
à  la  réduction  des  formes  quadratiques  et  à  l'équation  de  Fermât  ('). 

230.  Développement  long.  —  C'est  celui  où  l'on  choisit 
toujours  celui  des  deux  quotients  incomplets  qui  est  le  moins 
approché.  Les  quotients  incomplets  sont  toujours  égaux  à  i  où 
à  2.  De  plus  tout  quotient  incomplet  égal  à  i  est  suivi  du  signe  +, 
tout  quotient  incomplet  égal  à  2  est  suivi  du  signe  — .  Récipro- 
quement, un  développement  dans  lequel  ces  conditions  sont 
remplies  est  un  déloppement  long. 

Exemple  : 


v/2  =  2  _  /^ 

... 

,          1 

I 

1   + 

I 
1    +        "* 

35            ,      I 

—    =    I      4-     r~ 

22                        '    + 

I 
2  

I 

1   + 

1 
2  

I 
2  

I 
1    + 

Dans  ce  dernier  développement,  la  fin  i  -j —  peut  être  remplacée 

par  2 .  Tout  développement  d'un  nombre  rationnel  peut  ainsi  se 

terminer  de  deux  façons  différentes  puisqu'on  a  : 

T 

et 


I   +   -  =  2 

2  2 


I    -4 =  2 

I 


2 =    1, 


Parmi  tous  les  développements  réguliers  d'un  nombre  rationnel 
il  ny  en  a  pas  qui  ait  plus  d'éléments  que  le  développement  long. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  cette  propriété  et 
d'achever  la  théorie  du  développement  long. 

231.  Transformation  d'une  fraction  continuelle  régulière 
quelconque  en  fraction  continuelle  ordinaire. 
Soit  la  fraction  régulière  : 


(3) 


Oo  + 


fli  + 


(*)  MiNKiGERODE.  Nachr.  V.  d.  K.  Gesells.  d.  Wiss.  in  Gôllingen  (1878)  p.  619. 
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dont  on  cherche  le  développement  D  en  fraction  continuelle  ordi- 


naire. 


Si  £i  =  I  le  premier  élément  de  D  est  Oq.  Si  de  plus  £2  =   i  le 
second  élément  de  D  est  ai,  etc. 
Soit  : 


El  =  £2  =  ...  =  Ej  =  1        et 


£i+i  =—  I. 


(Nous  dirons  que  le  développement  (3)  est  ordinaire  jusqu'au 
quotient  complet  5,-1 1,  on  peut  d'ailleurs  avoir  j  =  o).  On  voit  que 
<2o,  fli,  ...  fli-i  sont  les  i  premiers  éléments  de  D.  On  a  d'ailleurs  : 


(4)  s=ao  + 


^1  + 


...+ 


«1-1  + 


Oi— 1 


+ 


1  + 


a,+i  —  1  + 


car  on  constate  que  les  réduites  d'indices  i  -f-  i  et  /  -f  2  de  (4) 
sont  identiques  respectivement  à  celles  d'indices  /  et  /  +  i  de  (3) 
et  que  par  conséquent,  à  partir  de  là,  la  suite  des  réduites  de  (4) 
est  identique  à  la  suite  des  réduites  de  (3). 

Si  Ot  et  aij^i  sont  différents  de  i  le  développement  (4)  est  ordi- 
naire jusqu'au  quotient  complet  Si^z. 

Si  ai  =  I  et  Oi-if-i  >  i  on  écrit  : 


s  =  Oo  + 


ai  + 


...+ 


fli-i  +  1  +  1  a.-+i  —  1  + 


Si  ai  >>  I  et  a.-i-i  =  i  (alors  Si^t  =  i)  on  écrit  : 


s  =  ao  + 


I 


Oi 


...  + 


ai-i  + 


a.-  —  1  -|-  I  Si+2  +  1 


Si  tti  =  Oi+i  =  I  on  écrit 
1 


s  =  «0  + 


«i  + 


+ 


a,_i  -\-  1  +  fi 


-1-2 


Dans  tous  les  cas  on  obtient  un  nouveau  développement  qui  est 
ordinaire  jusqu'à  5i-j-2  au  moins.  On  obtiendra  donc  ainsi  autant 
d'éléments  qu'on  le  voudra  du  développement  ordinaire. 
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NOTES  ET  EXERCICES 


I.  —  Combien  un  nombre  rationnel  positif  —  a- l-il  de  développements 

réguliers  ?  (*)  (Les  développements  sont  toujours  supposés  limités  au 
premier  quotient  complet  entier  qui  se  présente). 

11  y  en  a  n.  En  effet  soit  a^  la  valeur  à  une  unité  près  par  défaut 

de  -  .  Tout  développement  régulier  de  -  commence  par  Qq  ou  par 

Qq  +  I-  Or  on  peut  écrire  : 


m  ,    r 

n  "    '    n 


et 


m  ,  n  — 


(o  <  r  <  /î) 


m  ,    1 

n  =  °»  +  n 


et 


=  Oo  +    L  — 


Pour  trouver  tous  les  développements  réguliers  de  —  il  faut  trouver 

tous  ceux  de  -  et  de .  Or  en  supposant  le  théorème  vrai  pour  les 

nombres  rationnels  de  dénominateur  plus  petit  que  n,   on  voit   que- 
-  a  r  développements  réguliers  et  que en  a  n  —  r,  etc. 

Exemple  :  ■  _ 


0  + 


1  + 
I 


1 

^~+ 
1  

2 


-    =  O   -^ r- 

2  I    + 


0  + 


1 
2    — 


II.   —  Si  l'on  considère  tous  les   développements   réguliers   d'un 
nombre  rationnel,  si  l'on  appelle  i  le  nombre  des  quotients  complets- 

d'un  des  développements,  la  somme  ^  —  étendue  k  tous  les  dévelop- 
pements est  égale  à  a  (^). 


(1)  Vahlen,  J.  r.  a.  M.,  t.  ii5  (1896)  p.  237. 
{^)  Vahlen,  J.  r.  a.  M.,  t.  ii5  (iSgS)  p.  328. 
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III.  —  Transformer  le  développement 


an  H-  i  — 


en  développement  ordinaire. 
Réponse  : 


1  H- 


I 

I  -+- 

I 
5  + 

r 

I  -+■ 

...  + 

I  -4-  I  2  Al  -h  1  -H 

(On  démontre  que  la  valeur  de  ce  développement  est  égale  à  la 
tangente  du  radian). 

IV.  —  Etudier  le  développement  d'un  nombre,  obtenu  en  prenant 
toujours  pou roA-  la  valeur  à  une  unité  près  par  excès  de  s/,.  Démontrer 
que  les  réduites  de  ce  développement  sont,  à  partir  de  la  seconde,  les- 
mêmes  que  celles  du  développement  ordinaire. 

V.  —  Développements  inverses.  —  Soit  le  développement  régulier  :: 


Ol 


On  a 


Qn 


a. 


Mais  ce  second  développement  n'est  pas  forcément  régulier  car  on 
peut  avoir  a/^.  =  i  et  s/,  =  —  i. 

Lorsque  la  loi  du  premier  développement  est  telle  que  Oj^  =  i 
entraîne  s^;.  :^  1  le  second  développement  est  régulier  aussi.  Si  de  plus 
cette  loi  est  indépendante  de  la  Valeur  de  s,  le  second  mode  de  déve- 
loppement sera  dit  l'inverse  du  premier.  Il  y  a  réciprocité,  le  premier 
mode  de  développement  est  l'inverse  du  second. 

Exemple.  —  Si  le  premier  développement  est  ordinaire,  il  y  a  un 
mode  de  développement  inverse  qui  est  aussi  le  développement  ordi- 
naire. 

Si  le  premier  développement  est  par  excès  il  y  a  un  mode  de  déve- 
loppement inverse  qui  est  aussi  par  excès. 

Si  le  premier  développement  est  un  développement  court,  il  y  a  un 
mode  de  développement  inverse  caractérisé  par  la  loi  suivante  :  tous 
les  O/i  sont  ^  2  ;  de  plus  a^-  ^=  1  entraîne  syr  =  1 .  Nous  appellerons  un 
tel  développement  un  développement  singulier.  Il  peut  se  définir  de  La 
laçon  suivante  :  ùfi  est  l'entier  défini  par  : 

v/5  —  I  ^       ^  3-/5 


Sk  — 


<  O/i  <  «A 


428 


THEORIE   DES    NOMBRES 


il  n'y  a  qu'une  valeur  pour  a^  sauf  si  S/c  est  de  la  forme  n  -\ 

{n  entier)  auquel  cas  il  y  a  deux  valeurs  pour  a^,  à  savoir  n  el  n  -h  i . 
Il  en  résulte  que  tout  nombre  a  un  développement  singulier  et  un 

seul  sauf  les  nombres  équivalents  à qui  en  ont  deux.  En  par- 
ticulier : 


v/5  —  I 


I 
3- 


I 
3~^ 


VI.  —  Fractions  continuelles  à  éléments  pairs.  —  L'élément  a^  est 
l'entier  pair  le  plus  voisin  de  s^.  Au  cas  ou  s^  est  un  entier  impair  il  y 
4  deux  valeurs  de  a^  possibles,  à  savoir  :  s^  —  i  et  s^  -t-  i ,  et  la  fraction 


I 
a  — 


Il  a  un  mode  de  développement 


se  termme  par  ±  a  :^ 

inverse  qui  est  le  même. 

VII.  —  Fractions  continuelles  à  éléments  impairs.  —  L'élément  O/c  est 
l'entier  impair  le  plus  voisin  de  s^.  Au  cas  où  s^  est  un  entier  pair  il  y 
a  deux  valeurs  de  a^  possibles  :  s^  —  i  el  s^-h  i  et  la  fraction  se  ter- 
mine par  zh  I. 


VIII.  —  Etant  donnée  une  fraction  continuelle  Oq 


on 


suppose  qu'un  élément  O/c+i  est  égal  à  i.  On  demande  de  former  une 

nouvelle  fraction  continuelle  qui  ait  les  mêmes  réduites  que  la  précé- 

P 
dente  et  dans  le  même  ordre,  sauf  que  la  réduite  ^  y  soit  omise.  Si 

l'on  suppose  la  fraction  donnée  régulière,  la  fraction  obtenue  le 
sera-t-elle  aussi  ?  Montrer  que  cela  arrive  si  la  fraction  donnée  est 
ordinaire. 

Réponse  :  Il  faut,  dans  la  fraction  donnée  remplacer  : 


a* 


1  H- 


par 


Ok  H-  efc+i  — 


H+l^k+i 


Qa+8   h-   ^k+2  H 

En  appliquant  cette  méthode  à  une  fraction  continuelle  ordinaire 
on  peut  faire  disparaître  les  réduites  qui  ne  sont  pas  des  valeurs  prin- 
cipales singulières,  exercice  VII,  chapitre  VIII.  On  obtient  alors  un 
développement  en  fonction  conlinuelle  régulière  qui  a  pour  réduites 
successives  les  valeurs  principales  singulières  par  ordre  de  dénominateur 
croissant. 
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232.  —  Dans  ce  qui  va  suivre  on  supposera  toujours  que  les 
dénominateurs  des  fractions  employées  sont  positifs  (ce  que  l'on 
peut  toujours  obtenir  en  changeant,  s'il  le  faut,  le  signe  du  numé- 
rateur). 

Le  premier  théorème  en  date  (*)  dans  l'ordre  d'idées  qui  va 
nous  occuper  est  le  suivant  : 

.  P 

Soil  Q  une  réduite  du  développement  en  fraction  continuelle  ordi- 
naire d'un  nombres.  Si  ~  est  une  fraction  qui  s'approche  plus  de 

P  .  m       P    ,  P 

s  que  ç:,  on  a  n  ^  Q.  Si  ~-  ^^  f)  s'approchent  également  de  q  l'un 

d'un  côté,  t autre  de  lautre,  on  a  encore  m  >«  Q  sauf,  peut-être,  si 

P  .  . 

Q  est  la  première  réduite. 

Nous  ferons  dépendre  ce  résultat  du  résultat  plus  général  sui- 
vant : 

.        P     P' 

Appelons  fractions  conjomtes  deux  fractions  q,   q>  telles  que 

PQ'  —  P'Q  =:  db  I.  Remarquons  que  deux  fractions  conjointes 
sont  irréductibles. 

Lemme.  —  Si  une  fraction  —  est  comprise  entre  deux  fractions 

.  .        P       P' 

conjointes  q  ^^  fy  >  son  dénominateur  n  est  plus  grand  que  Q  et  Q' . 

(^)  HuYGHENs,  Descriplio  aulomali  planetarii. 
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.     ,        P'  P 

En  effet,  soit,  pour  Qxcr  les  idées  ^y,  >  q  de  façon  que 


<0 

p        m        F 

On  en  déduit 

OU 


m_  p        F        P 

°^/ï      QQ'~Q 


,»Q  —  nP  ^     T 


La  deuxième  de  ces  inégalités  donne 

n  >  {niQ  —  nP)Q' 

*t  comme  mQ  —  ;iP  esi  un  entier  positif, 

n>Q'. 

On  voit  ainsi  que  n  est  plus  grand  que  Q'.  D'autre  part  les  iné- 
galités (i)  peuvent  s'écrire 

Q'     ^     n     ^    Q 

•et  le  même  calcul  appliqué  aux  trois  fractions    q,    ,   et  -q— 

montrera  que  n  >>  Q. 

Revenant  au  théorème  énoncé  d'abord,  considérons  la  réduite 

P  P'  .        P       P' 

<[ui  précède  ^r,  soit  ^,.  Les  fractions  ?s  et  ^^  sont  conjointes. 

P'  •  r  P 

Comme  la  fraction  ^  est  moins  approchée  de  s  que  ^  elle  est  à 

fortiori  moins  approchée  que  — .  D'ailleurs  ?â  et  7y  sont  de  part  et 

m  .  P       P' 

-d'autre  de  s.  Donc  -  est  compris  entre  q  et  ^^ . 

Donc  n  >>  Q. 

,     .     P 
Il  peut  y  avoir  exception  pour  la  première  réduite  ~ ,   car  la 

réduite  précédente  étant  -  le  raisonnement  ne  s'applique  plus.  En 

fait  la   première  réduite  —,  est  peut-être  moins  approchée  que 

— dont  le  dénominateur  n'est  pas  plus  grand. 
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Il  est  naturel  de  mesurer  la  simplicilé  d'une  fraction  irréductible 
â  la  grandeur  de  son  dénominateur  et  de  dire  que  les  nombres 
«ntiers  sont  plus  simples  que  les  fractions  irréductibles  de  dénomi- 
nateur 2,  celles-ci  que  les  fractions  irréductibles  de  dénominateur 
3,  etc.  On  peut  alors  dire  que  : 

Toute  Jraclion  qui  approche  plus  de  s  qu'une  réduite  de  s  est 

moins  simplequecette  réduite[sau(  peul-èlve  poui'\apvemihreTéduhe). 

La  réciproque  de  cette  proposition  est-elle  vraie?  N'y  a-t-il  que 

es  réduites  de  s  qui  jouissent  de  celte  propriété  ?  Nous  allons  voir 

{ue  non  en  cherchant  toutes  les   fractions  irréductibles  qui  en 

ouïssent. 

233.  —  Dans  cette  recherche  nous  distinguerons  d'abord  les 
fractions  plus  petites  que  s  et  les  fractions  plus  grandes  et  nous 
poserons  les  deux  problèmes  suivants  : 

1°   Parmi  les  fractions  inférieures   à   s    trouver  celles   —  qui 

jouissent  de  la  propriété  suivante  :  toute  fraction  injérieure  à  s  et 

plus  approchée  de  s  que  —  est  plus  simple  que  ~ .  Les  fractions  — 

ainsi  trouvées  seront  dites  valeurs  de  meilleure  approximation,  par 
défaut,  pour  s, 

2°  Parmi  les  fractions  supérieures  à  s  trouver  etc.  Les  fractions 
ainsi  trouvées  seront  dites  valeurs  de  meilleure  approximation, 
par  excès,  pour  5. 

D'abord,  on  peut  former  ces  suites  directement  de  la  façon 
suivante.  Soit  par  exemple  s  =  /â. 

Parmi  toutes  les  fractions  de  dénominateur  i,  celle  qui  approche 

le  plus  de  /à  par  défaut  est  -.  C'est  évidemment  une  des  fraclions 
cherchées. 

Parmi  toutes  les  fractions  de  dénominateur  2,  celle  qui  approche 

le  plus  de  ^2  par  défaut  est  -.  Mais  -  =  -  qui  a  déjà  été  consi- 
dérée. 

Parmi  toutes  les  fractions  de  dénominateur  3,  celle  qui  approche 

le  plus  de  /a  par  défaut  est  =*.  Or  ^  approche  plus  de  v/2  que 
.  Donc  V.  est  une  des  fractions  cherchées. 
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Et  ainsi  de  suite  ;  considérant  successivement  les  dénominateurs 
k,  5,  ...  on  cherchera  parmi  toutes  les  fractions  de  dénominateur 
k  celle  qui  approche  le  plus  de  sfï  par  défaut.  Si  la  fraction  ainsi 
obtenue  approche  plus  de  /a  que  toutes  celles  déjà  trouvées  elle 
fait  partie  de  la  suite  de  meilleure  approximation  par  défaut. 
Sinon,  non. 

On  obtient  ainsi  la  suite 

I  4         7         a4 

1  3  5  17 

On  trouverait  de  même  la  suite  de  meilleure  approximation  par 
excès  pour  /a  à  savoir  : 

a         3  10  17 

-  »  I        ■ —  •        —  I  ..• 

I  2  -7  12 

Cas  où  le  nombre  s  est  rationnel.  —  Si  l'on  s'en  tient  à  la  défini- 
tion donnée  plus  haut  les  doux  suites  de  meilleure  approximation 
'  pour  un  nombre  rationnel  sont  illimitées.  Car  ces  suites  ne  devant 
contenir,  la  première  que  des  nombres  injérieurs  à  s,  et  la  seconde 

que  des  nombres  supérieurs  le  nombre  *  lui-même  en  est  exclu. 

«/. 
Ainsi  pour  s 


et 


Mais  si  l'on  modifie  la  définition  et  si  l'on  admet  dans  la  pre- 
mière suite  les  nombres  inférieurs  ou  égaux  à  s,  et  dans  la  seconde 
les  nombres  supérieurs  ou  égaux  à  s,  les  deux  suites  sont  limitées 
et  se  terminent  à  s.  Elles  sont  alors  : 

h  i3  22  53         84 

—  >  -r-  >  -p-  »  >  

1  Ô  0  12  19 

et 

5         9         3^         84 
1'        2'         7  '        19" 

234.  —  Nous  allons  maintenant  donner  d'autres  façons  de  for- 


s  = 

^  les 
19 

suites  sont 

4^ 

i3 

22 

53 

137 

221 

I  ' 

T' 

y 

T^' 

37' 

5o  ' 

5 
—  » 
1 

9 
2' 

3i 

7  ' 

ii5 
26' 

'99 
45"' 

283 
64' 
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mer  les  suites  précédentes.  La  comparaison  des  procédés  nous 
fournira  des  résultats  intéressants. 

Formation  des  suites  de  meilleure  approximation  par  les  déve- 
loppements en  fractions  contenuelles  par  déjaut  et  par  excès. 

Lemme.  —  Lorsqu'une  suite  de  Jractions  à  dénominateurs  posi- 
iijs 


(2) 

«0 

est  telle  que  l'on  ait 

rii  >  ni_, 

mirii 

-1  —  1^1—1^1  =  I 

pour  toute  valeur  de  i  ;  si  de  plus  no=  i 

1°  cette  suite  converge  vers  un  nombre  s  ; 

2"  cette  suite  est  la  suite  de  meilleure  approximatioi  par  défaut 
pour  le  nombre  s. 

1°  On  a 

m,-       n»,_i  I 


Donc 

n,  I         i./ii        /i,n2  «i-i't; 

Or,  à  cause  de  n,  >•  /!;_!  et  «o  =  i  on  a  n»  >  i  -^-  i. 
Donc  —  va  en  croissant  avec  i  tout  en  restant  plus  petit  que 

I  I  1 

mj  H-  --„  +  —:  +  ... 


1.2        2.6        '"         i[i  H-  i) 
ou 

I 


I  — 


Donc  — '  tend  vers  une  limite  s. 

ni 

D'ailleurs 

mo  <  s  <  mo  -4-  I . 

Donc  —  est  la  valeur  approchée  de  s  à  une   unité   près   p  ir 
défaut. 

Cahen.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  28 
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•2"  Soit-  une  fraction  plus  approchée,  par  défaut,  de  s  que 

— '  ;  je  dis  que  n  >■  ni.  En  effet,  d'abord,  si   -    appartient  à  la 

suite  (2),  puisqu'elle  est  plus  approchée  de  s  que  —  c'est  qu'elle 

est  plus  loin  que  — '  dans  la  suite,  donc  n  >  rii.  Ensuite,  si  la  frac- 

tion  —  n'appartient  pas  à  la  suite  (2)  elle  tombe  entre  deux  termes^ 

consécutifs  de  cette  suite  dont  le  premier  est  —  ou  un  terme  sui- 
vant : 

mj        m        mj^ 


Mais  ^  et  ^^^iti  sont  conjointes.  Donc 
n  >  tij  >  iii. 

Il  en  résulte  que  —  est  une  valeur  de  meilleure  approximation 
par  défaut  pour  s. 

Réciproquement  soit  —  une  valeur  de  meilleure  approximation 
par  défaut  pour  5,  je  dis  qu'elle  est  dans  la  suite  (2). 

D'abord  -  >•  —  car  —  est  à  la  valeur  de  5  à  une  unité  près  par 

n  -^  «o  «0  ^       ^ 

défaut.  Ensuite  si  la  fraction  —  n'était  pas  dans  la  suite  (2)  elle  serait 
comprise  entre  deux  termes  de  cette  suite  : 

d'où 

n  >  n^+j. 

Il  y  aurait  donc  une  fraction  -J-^,  plus  simple  que  —  et  plus 

approchée  qu'elle  de  s,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc  —  est 
dans  la  suite  (2). 

Remarque.  —  Si  une  suite  de  fractions  satisfaisait  aux  condi- 
tions de  l'énoncé  précédent  sauf  à  la  condition  no=  i,  elle  serait 
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^^b 


la  suite  de  meilleure  approximation   par  défaut,  de  s,  privée  de 
quelques-uns  de  ses  premiers  termes. 

De  même  :  Lorsquane  suiie  de  J raclions  à  dénominateurs  posi- 
Ufs 


est  telle  que  ton  ait 


miiii 


m. 


mi 
ni 


-1  —  "'i_jn,  =  —  I 


pour  toute  valeur  de  /",  si  de  plus  n^  =  i 

1°  cette  suite  converge  vers  un  nombre  s  ; 

2°  cette  suite  est  la  suite  de  meilleure  approximation  par  exc^s 
pour  le  nombre  s. 

Si  une  suite  satisfait  aux  conditions  précédentes  sauf  à  la  condi- 
tion Aïo  =  I  elle  est  la  suite  de  meilleure  approximation  par  excès 
de  s  privée  de  quelques-uns  de  ses  premiers  termes. 

Corollaire.  —  Etant  donné  un  nombre  s  considérons  son  déve- 
loppement en  fraction  continuelle  par  excès  (n"  217).  La  suite  des 
réduites  de  ce  développement  satisfait  aux  conditions  du  premier 
des  lemmes  précédents,  donc  c'est  la  suite  de  meilleure  approxi- 
mation par  défaut.  De  même  la  suite  des  réduites  du  développe- 
ment en  fraction  continuelle  par  excès  (n"  221)  constitue  la  suite 
de  meilleure  approximation  par  défaut. 

Exemple.  —  Soit  5  =  v/a  ;  on  a  pour  le  développement  par 
défaut 


y/a  =  1  H-  =7 


1 

I 

2  • — 

4  — 

dont  les  réduites  sont 


a4 

17 


4i 
29 


c'est  la  suite  de  meilleure  approximation  par  défaut  ;  et  pour  le 
développement  par  excès 


^2  = 


A  — 
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dont  les  rSduites  sont 

2       3       K.       £7       58    ^^ 

1  2  7  13         4i 

c'est  la  suite  de  meilleure  approximation  par  excès;  ce  sont  bien 
les  suites  déjà  trouvées  au  n°  233. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  donné  est  rationnel  on  a  vu  (n"  220) 
que  les  développements  par  défaut  et  par  excès  peuvent  être  dirigés 
de  façon  à  être  limités  ou  illimités.  On  obtient  ainsi  soit  les  suites 
limitées,  soit  les  suites  illimitées  du  n°  233. 

235.  Formation  des  suites  de  meilleure  approximation  par  le 
développement  en  fraction  continuelle  ordinaire. 

Mais  les  deux  suites  de  meilleure  approximation  peuvent  aussi 
se  retrouver  en  partant  du  développement  en  fraction  continuelle 
ordinaire. 

Considérons  la  suite  des  réduites  d'indices  pairs  du  développe- 
ment d'un  nombre  s  en  fraction  continuelle  ordinaire.  Cette  suite 
jouit  des  propriétés  de  la  suite  (2)  sauf  que  l'on  n'a  pas  eri  général 

P2nQ2n— 2  —  I  in-  iQin  •■=  ï 

mais  bien 

PinQin—'î  PîH— 2Q2n  =  Qs-i» 

On  voit  que  si  tous  les  a2,i  sont  égaux  à  i,  la  suite  des  réduites 
d'indices  pairs  coïncide  avec  la  suite  de  meilleure  approximation 
par  défaut. 

Mais  supposons  maintenant  qu'il  n'en   soit  pas  ainsi   et  soit 

«24;2fl. 

On  a 

Qik  ClilcQ-îk-l  -+-  Qik-i 

Considérons  l'expression 

^-^2)1.— 1  +  Pgfe— 2 

^Q-2k-i   -+-  Q2A.— 2 

et  faisons-y  successivement  ).  =  o,  i,  2,  ...  OgA- 

Pour  les  valeurs  extrêmes  X  =  o,  1  =^  au  on  trouve  respective- 
ment 

P"-2       gj        Ps^, 


^U-2  Q 


2t 
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Pour  les  valeurs  intermédiaires  i,  2,  ...  a/t —  i  on  trouvera 
ttk  —  1  fractions  intermédiaires. 

La  suite  formée  en  adjoignant  à  la  suite  des  réduites  d'indices 
pairs  les  fractions  intermédiaires  est  identique  à  la  suite  de  meilleure 
approximation  par  défaut.  Car  on  voit  immédiatement  qu'elle  jouit 
de  toutes  les  propriétés  caractéristiques  de  la  suite  (2). 

Corollaire.  —  On  a  ainsi  le  moyen  de  déduire  le  développement 
par  défaut  du  développement  ordinaire. 

Réciproquement  cherchons  à  déduire  le  développement  ordi- 
naire du  développement  par  défaut.  Pour  cela  nous  allons  sup- 
primer du  développement  par  défaut  les  réduites  qui  sont  des 
fractions  intermédiaires.  Or  d'après  la  loi  de  formation  de  ces 
dernières  on  voit  que,  dans  la  suite  (2),  le  dénominateur  d' une  frac- 
tion intermédiaire  est  moyen  arithmétique  entre  les  dénominateurs 
des  fractions  précédente  et  suivante,  tandis  que  cette  propriété 
n'appartient  pas  aux  fractions  non  intermédiaires. 

On  formera  donc  ainsi  la  suite  des  réduites  d'indices  pairs  du 
développement  ordinaire.  On  en  déduira  les  éléments  d'indices 
pairs  par  les  formules  : 

O2A  =  PihQih-2  —  P2/1-2Q2/1 

puis  ceux  d'indices  impairs  par  les  formules  : 


O-ih+i  — 


Q2a(P2A+2  P2/1)  Oih+ijPih  —  Paft— 2) 


Tout  ce  que  nous  venons  dire  sur  la  suite  de  meilleure  approxi- 
mation par  défaut  et  les  réduites  d'ordre  pair  du  développement 
ordinaire  s'applique,  avec  les  modifications  convenables,  à  la  suite 
de  meilleure  approximation  par  excès  et  les  réduites  d'ordre  impair 
du  développement  impair.  Seulement  il  faut  faire  commencer  la 

suite   des  réduites   d'ordre  impair  à  ^^  =-,   de  façon  qu'en 

X  — 1  O 

intercalant  des  fractions  intermédiaires  entre  celle-ci  et 

P ,  _  apOi  -+-  i 
Q,  a, 

la  première  intercalée  soit  — • 


438 
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Exemple.  —  Soit  le  développement  en  fraction  continuelle  ordinaire 


I  + 


dont  les  réduites  sont 


lO 

7 


43 

3^' 


on  forme  facilement  la  suite  de  meilleure  approximation  par  défaut 
I        4        7        10        53       96        189        182        22b 


I        3       5        7        37       67 
d'où  le  développement  par  défaut 


97 


127 


T5-7'     - 


I 
3  — 


1 

I 
2  — 

I 

2  — 

I 

2  — 

I 

6- 

a  — 

I     I  _I 
a  —  I  2  - 

et  la  suite  de  meilleure  approximation  par  excès. 

2        3        i3,      23        33        43 
I        2         9         16 

d'où  le  développement  par  excès 


23*      3o' 


I 

2  — 

I 

5  — 

I 
2  — 

I 
2  — 

I 
2  — 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  trouver  les  lois  de  ces  deux  déve- 
loppements. 

236,  —  Par  le  procédé  précédent  les  suites  de  meilleure  approxi- 
mation se  trouvent  partagées  en  groupes  de  termes  qui  sont,  dans 
l'exemple  précédent 


10 


53 

37 


&7 


97 


I»2 
127 


225 

i57 


13 

9 


23 

16 


33 

23 


43 
3o 


Nous  donnons  aux  groupes  qui  forment  la  suite  par  défaut  les 
indices  o,  2,  4,  •••  et  à  ceux  qui  forment  la  suite  par  excès  les 
indices  i,  3,  5,  ... 
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On  voit  que  le  groupe  d'indice  /  contient  at  termes  et  que  son 

,     .     P  , 

dernier  terme  est  la  réduite  ~  du  développement  en  fraction  con- 

«tinuelle  ordinaire. 

D'après  la  façon  dont  les  fractions  intermédiaires  ont  été  formées 

p. 
on  voit  que  dans  le  groupe  qui  commence  après  ^p-^  et  qui  va 

p. 
jusqu'à  7y^'  inclus    les  numérateurs  forment   une   progression 

arithmétique  de  raison  Pi  et  les  dénominateurs  une  progression 
arithmétique  de  raison  Q,.  Ainsi  :  dans  un  groupe  d'indice  quel- 
conque les  numérateurs  successifs  Jorment  une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  est  le  numérateur  du  dernier  terme  du 
groupe  dont  l'indice  est  inférieur  d'une  unité.  La  même  loi 
s'applique  aux  dénominateurs, 

237.  —  La  propriété  précédente  permet  de  reconstituer  les 
•suites  de  meilleure  approximation  par  un  nouveau  procédé. 

Donnons  d'abord  la  définition  suivante  :  On  appelle  médiante  de 

•deux  fractions  7  »   r?  la  fraction  .        . ,  • 

Ceci  posé  on  voit  facilement  la  règle  suivante  :  Ayant  formé  le 
groupe  d'indice  i  —  1 ,  relatif  à  un  nombre  a  pour  former  le  groupe 
d'indice  i  on  forme  la  médiante  entre  la  dernière  fraction  du  groupe 
d'indice  i  —  2  et  la  dernière  du  groupe  d'indice  i  —  1 ,  puis  la 
médiante  entre  la  fraction  trouvée  et  la  dernière  du  groupe 
d'indice  /  —  i  et  ainsi  de  suite,  en  prenant  toujours  la  médiante 
entre  la  dernière  fraction  formée  et  la  dernière  du  groupe 
d'indice  i  —  i,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  une  fraction  qui  soit, 
par  rapport  à  a,  approchée  dans  un  sens  différent  des  précé- 
dentes. Cette  fraction  est  alors  la  première  du  groupe  d'indice 
./h-  i . 

Remarquons  que  le  premier  groupe,  celui  d'indice  zéro,  peut 
s'obtenir  de  la  même  façon  en  partant  des  deux  groupes  d'indice 

—  2  et  —  I  formés,  le  premier  de  la  fraction  - ,  le  second  de  la 

fraction  -. 
o 

Exemple.  —  Soit  à  former  les  suites  de  meilleure  approximation 


Mxo 
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pour  le  nombre  e.   On  part  des  deux  fractions  -  »   -  et  on  écrit  en 
rangeant  les  nombres  par  ordre  de  grandeur 

0  I 

1  '  o 

Entre  -,  et  -  on  intercale  la  médiante  -,  on  la  compare  à  e,  elle 
est  plus  petite,  on  écrit 

0  1  I 

1  1  '  o 

Entre  -  et  -  on  intercale  la  médiante  -  ;  elle  est  encore  plus  petite 
1       o  I  '  r       r 

que  e  et  l'on  écrit  : 

0  1        a  1 

1  1  1  '       o 


m  miercaie  la  médiante 
que  e  et  l'on  écrit 


Entre  -   et  -  on  intercale  la  médiante  - ,  celle-ci  est  plus  grande 
1  o  1  r         o 


0  12  3  1 

I'      T'      T'      ^'       i'      6' 

a       3  5 

Entre  -  et  -  on  intercale  la  médiante  -,  elle  est  plus  petite  que  e 

et  l'on  écrit 

o        1        2        5  3        1 

i'      T'      I'      2'      ^'      y      o' 

5       3.. 
Alors  on  intercale  une  médiante  entre  -  et  -  et  ainsi  de  suite  en 

2  1 

intercalant  toujours  la  médiante  dans  l'intervalle  qui  contient  e.  Au 
bout  de  onze  opérations  par  exemple,  on  arrive  à 

G       j_       2       5       8       T9  87      68      A9      3o     Ti      3      _! 

1        1'      1'     2'     3'      7  '  32      25      18      11       4       I      o 

Les  deux  suites  ainsi  formées  sont  les  suites  de  meilleure  approxi- 
mation et  l'on  a  formé  les  groupes  d'indices  o,  i,  ...  5. 

237.  Démonstration  directe.  —  Au  lieu  de  faire  dépendre  le 
résultat  précédent  du  développement  en  fraction  continuelle  on 
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peut  le  démontrer  directement.  On  démontre  d'abord,  ce  qui  est 
facile,  que  : 

1°  La  médiante  de  deux  J raclions  à  dénominateurs  positifs  à 
une  valeur  comprise  entre  celles  de  ces  deux  Jr actions. 

2°  Si  deux  Jractions  sont  conjointes  leur  médiante  est  conjointe 
à  chacune  délies. 

Ceci  démontré,  il  devient  évident  que  les  suites  formées  par  le 
procédé  du  n°  236  jouissent  des  propriétés  énoncées  dans  les 
lemmes  du  n°234.Donc  elles  sont  des  suites  de  meilleure  approxi- 
mation chacune  pour  le  nombre  vers  lequel  elles  convergent.  Reste 
à  démontrer  qu'elles  convergent  toutes  les  deux  vers'e.  Comme  tous 
les  termes  de  la  première  suite  sont  plus  petits  que  <?,  et  tous  ceux 
de  la  seconde  plus  grands,  il  sufBt  de  montrer  que  la  différence 
entre    deux  termes  comprenant  e  tend  vers   zéro.  En  appelant 

r 

T>    p  ces  deux  termes,  comme  ils  sont  conjoints  leur  différence 

est  rr/  qui  tend  vers  zéro. 

Remarque  I.  —  Lorsqu'on  obtient  la  suite  de  meilleure  approxi- 
mation par  dé(aut  au  moyen  du  développement  en  fraction  conti- 
nuelle par  défaut  le  groupe  d'indice  zéro  ne  s'y  trouve  pas  en  entier, 
mais  seulement  son  dernier  terme.  Soit  par  exemple  un  nombre  s 
compris  entre  /j  et  5.  Le  groupe  d'indice  zéro  est  formé  des  frac- 
tions -,      -,      - .      -,  tandis  que  le  développement  est 

s  =  4  H-  - 


1 

I 

02  — 

O3  — 

On  peut  modifier  ce  développement  de  façon  à  retrouver  tous  les 
termes  du  groupe  d'indice  zéro.  Il  suffit  d'écrire  : 


1  —  I  2  - 


1 


I 


«2  «3 


2   I  O,   4-    1   

Remarque   IL    —   Si  le  nombre    à    développer    est  rationnel 
soit  ^  il  arrive  un  moment  où  la  médiante  que  l'on  intercale  est 

c     ^       .        c         .         . 
justement  -, .  Car  sinon  ^  serait  toujours  compris  entre  deux  termes 

consécutifs  r  et  n  de  la  suite,  et  comme  ces  termes  sout  conjoints 
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-on  aurait  d  ^  b  et  d  >  b'  [n°  232)  ce  qui  est  impossible  puisque 

b  et  b'  croissent  indéfiniment. 

Au  moment  où  ce  résultat  est  obtenu,  cm  peut  continuer  à  inter- 

c 
<;aler  des  médiantes  de  chaque  côté  àe  t.  On  obtient  alors  deux 

suites  infinies  comme  au  n**  233. 

238.  —  La  condition  pour  qu'une  fraction  donnée  appartienne 
à  la  suite  par  excès  d'un  nombre  donné  s  a  été  donnée  au  n"  219. 
La  condition  pour  qu'une  fraction  appartienne  à  la  suite  par  défaut 

-est  la  même. 

La  relation  entre  les  suites  de  meilleure  approximation  pour 
deux  nombres  équivalents  a  été  donnée  au  n°  222.  Elle  consiste  en 
ce  que  les  suites  de  meilleure  approximation  de 

— — —  (a,  3,  Y.  8,  entiers,  a5  —  ^y  =  —  0 

■se  déduisent  de  celles  de  s  à  partir  d'un  certain  rang  en  effectuant 

sur  les  termes  de  ces  dernières  la  substitution  y    Ç  | .  Si  ««?  —  l^V  =  i 

les  suites  par  excès  se  correspondent  ainsi  que  les  suites  par  défaut  ; 
si  aâ  —  ^7  =  —  i>  1^  suite  par  excès  de  l'un  des  nombres  corres- 
pond à  la  suite  par  défaut  de  l'autre,  et  inversement.  La  répartition 
des  termes  en  groupes  est  la  même  pour  les  deux  nombres  (à 
partir  du  rang  pour  lequel  la  première  propriété  est  vérifiée). 

239.  Relations  entre  les  suites  de  meilleure  approximation 
et  les  développements  en  fractions  continuelles  régulières  (^). 

Nous  avons  montré  (n^'  234  et  235)  comment  on  peut,  dans  les 
suites  de  meilleure  approximation,  retrouver  les  réduites  du  déve- 
loppement en  fraction  continuelle  ordinaire,  celles  du  développement 
par  excès  et  celles  du  développement  par  défaut.  On  peut,  de  même, 
y  retrouver  les  réduites  d'un  développement  en  fraction  continuelle 
régulière  quelconque. 

Soit  un  tel  développement 

<3)  s  =  ao  H-  -^     -^ 

{^)Vahlen  J.  r.  a.  M.  t  ii5  (iSgS)  p.  226. 
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Le  nombre  s  est  compris  entre  a^  et  Aq  H-  2,.  Le  procédé  du 

11°  236  nous  donne  donc  -"  et  ~ '  comme  valeurs  de  meilleure 

approximation  pour  s. 

Ensuite  s  est  compris  entre 

a„  -h  -i  et        Oq  -\ — 

"a,  «1  ■+-  £-2 

(ai  +  c2  n'est  pas  nul,  puisque  si  a,  =  i,  £2  est  positif). 

Or,  si  entre  —  et  -^- '  nous  intercalons  une  médiante  ce  sera 

'  1  I 

— ou  ÛA  -4-  -  .  Si  s  est  compris  entre  a„  -h  -  et  a»  +  -^ ,  c'est 

<jae  le  couple  d'entiers  ai,  ai  4-  62  est  identique  au  couple  i,  2. 

Sinon,  il  faut  encore  intercaler  une  médiante  entre —^ — — '  et 

-a»  OQn  — f-  El  ^1       o-  •  ^1 

—  ,  ce  sera  — y^ —  ou  Oq  4-  J.  01  5  est  compris  entre  a^  -\ —  et 

<ïo  H-  ^»  c'est  que  le  couple  d'entiers  ai,  ai  +  ^z  est  identique  au 

couple  2,   3,  et  ainsi  de  suite.  Donc  par  le  procédé  du  n"  236  on 

«st  amené  aux  deux  fractions  Oq  H — ^  et  an  H 7 —  comme  com- 

°       a,         "        Oi  -h  £2 

prenant  le  nombre  5  et  faisant  partie  l'un  de  la  suite  de  meilleure 
approximation  par  défaut  et  l'autre  de  la  suite  de  meilleure  appro- 
ximation par  excès.  Le  raisonnement  se  continue  de  la  même  façon. 

P 
On  voit  ainsi   que  :   La  réduite  py  du  développement  (3)  est  le 

dernier  terme  du  groupe  d'indice  o  dans  les  suites  de  meilleure 
approximation  si  ^^  =    i,    cest   le  premier    terme  du  groupe  i 

si  Cl  =  —  I.    Supposons  que  ry-^  appartienne  au  groupe  d'in- 

.    P  P        . 

dice  k\  si  £„+!  =  —    1  le   terme  qui  suit  7^=^  {^)  sera  7^";  si 

Vn— 1  Vn 

Pn 

£n+i  =   1 ,   avec  an  ^   ï  ou  avec  an  ==£,.=  i ,  ^p  sera  le  der- 


P  P 

(^)  Nous  entendons  par  là  le  terme  qui  est  à  droite  de  q^  si  q^  est  par  défaut 

•  Pn 

le  terme  qui  est  à  gauche  si  ^y  est  par  excès. 
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nier  terme  du  groupe  (F indice  A-  -{-  i  ;  enjin  si  £„+i  =  i  avec  a„==  i 

P 

et  zn  =  —  I ,  ?=v"  ^^^^  ^^  dernier  terme  de  groupe  d'indice  k  —  i . 

vn 

240.  Suite  de  meilleure  approximation  absolue  (^).  —  La 
suite   de   meilleure  approximation    absolue  d'un  nombre  s,   est 

la  suite  de  fractions  -  jouissant  de  cette  propriété  que  :  toute  jrac- 

tion  qui  approcne  de  s  plus  que  -  est  moins  simple  que  —  ,  sans  dis- 
tinction entre  les  valeurs  par  défaut  et  celles  par  excès.  Comme 
il  est  bien  évident  que  les  termes  de  cette  suite  doivent  être  cher- 
chés dans  les  suites  par  défaut  et  par  excès  on  a  la  règle  suivante  : 

On  range  l'ensemble  des  termes  de  ces  deux  suites  suivant  l'ordre 
de  grandeur  croissante  de  leurs  dénominateurs,  et  l'on  sjipprime 
toute  fraction  qui  est  moins  approchée  que  les  précédente. 

Exemple.  —  Soit  le  nombre  a  du  n°  235.  On  a  formé  la  suite 
par  défaut  et  la  suite  par  excès.  Prenons  dans  ces  deux  suites 
les  fractions  de  dénominateur  i,  celle  qui  approche  le  plus  de  a 

est  -;  elle  fait  partie  de  la  suite  cherchée  tandis  que  -  n'en  fait  pas 

partie.  Cherchons  parmi  les  fractions  autre  que  celles-ci  celle  dont 

3         3 
le  dénominateur  est  le  plus  petit.  C'est  -.Or  -  approche  plus  de  a 

que  -  ,  donc  -  fait  partie  de  la  suite  cherchée.  Parmi  les  fractions 

autres  que  les  précédentes  celle  dont  le  dénominateur  est  le  plus 

petit  est  ^.  Mais  ô  approche  moins  de  a  que  -.  Donc  ^  ne  fait  pas 

partie  de  la  suite  cherchchée,  etc.  En  continuant  ainsi  on 'trouve 
qu'il  faut  supprimer  le  premier  terme  du  groupe  d'indice  2,  le 
premier  du  groupe  d'indice  3,  les  deux  premiers  du  groupe  d'indice 
4,  les  deux  premiers  du  groupe  d'indice  5,  etc. 

Il  ,est  facile  de  donner  une  règle  indiquant  quels  sont  les  termes 

P  P 

à  supprimer.  Soient  respectivement  -çy~'  et  -p-  les  derniers  termes 

des  groupes  d'indices  k  —  i  et  k.  Les  termes  du  groupe  d'indice 
k  +  1  sont  : 

(*)  C.  R.  Ac.  Se  P. 
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P  _  ,        .  .        .  Pi 

TV"^  est  la  réduite  d'indice  k  —  i  et  7^^  la  réduite  d'indice  A:  du 

Vfc-l  Slk 

développement  de  s  en  fraction  continulle    ordinaire,  a^  est   le 

quotient  incomplet  d'indice  k  du  même  développement. 

Tous  ces  termes  du  groupe  d  indice  A'  4-  i  sont  plus  approchés 
p  _ 
de  s  query^,  il  n'y  a  qu'à  supprimer  ceux  qui  sont  moins  appro- 


chés que  ry  c'est-à-dire  qui  sont  tels  que 


ou 


Pa-1  -h  >  P. 


> 


Q." 


ce  qui  s'écrit 


Qa(Q. 


ou 


> 


P 

«^^1  étant  le  quotient  complet  qui  suit  ^  ou  enfin  : 


0. 


s/t+i 


X  < 


QÂ 


Le  nombre  n  des  termes  à  supprimer  est  donc  déterminé  par  la 


double  inégalité 


Sk+i  — 


Q.-i 


1  <n< 


Sk-\  1  — 


Q.-i 


Remarque  I.  —  On  a 

Oft+i  <  Sa+1  <  a^+i  -h  I 


o<\f<^. 


Donc 


o-k+i  —  1 


I  <«< 


Qa+i  -h  ï 
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Donc  si 

a,c+i  est  pair,  n  =  -^±-'  ou  -^i^  —  i  suivant  les  cas 
si 

Ov+i  est  impair,  n  =  -^^^ti . 

2 

Remarque  II.  —  En  comparant  cette  règle  avec  celle  du  n*"  239> 
on  voit  qu'en  général  la  suite  des  valeurs  de  meilleure  approxi- 
mation absolue  n'est  pas  donnée  par  un  développement  en  fraction 
continuelle  régulière. 

241.  —  Reprenons  les  suites  formées  au  n°  236  à  savoir,  pour 
le  nombre  e  : 


o       1       a 
T'    T*    T' 


o 

I 

I' 

0 

o 

1 

1 

î' 

1' 

0 

o 

i 

2 

1 

T' 

ï* 

1' 

0 

5 

8 

19 

87 

68 

49 

3o 

11 

3 

1 

a' 

3' 

7' 

3a' 

25^ 

i8' 

11' 

T' 

1  ' 

0 

Chacune  se  déduit  de  la  précédente  en  Intercalant  une  médiante 
dans  un  certain  intervalle.  Cet  intervalle  est  toujours  adjacent  au 
dernier  terme  qu'on  avait  intercalé  auparavant.  Laissons  cette 
condition  de  côté  et  procédons  de  la  façon  plus  générale  suivante  : 
On  part  de  deux  fractions  conjointes  quelconques  ;  entre  ces  deux 
fractions  on  intercale  une  médiante;  dans  l'un  quelconque  des 
deux  intervalles  formés  on  intercale  une  médiante  ;  dans  l'un 
quelconque  des  trois  intervalles  formés  on  intercale  une  médiante 
et  ainsi  de  suite.  La  suite  obtenue  à  un  moment  q  lelconque  de 
cette  opération  jouit  des  propriétés  suivantes  ; 

i**  Les  fractions  y  sont  rangées  par  ordre  de  grandeur  puisque 
la  valeur  d'une  médiante  est  toujours  intermédiaire  entre  les  valeurs 
des  deux  fractions  entre  lesquelles  on  l'intercale. 

a'^  Deux  fractions  consécutives  dans  une  suite  sont  conjointes^ 
Méjà  démontré  (n°  237). 
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3'  Chacune  de  ces  fractions  est  égale  à  la  médiante  des  deux  qui 
la  comprennent  (mais  non  forcément  identique). 
Soit  à  un  moment  donné  la  suite  : 

o        a        e        h 

On  intercale  une  médiante  entre  -7  et  -.  et  l'on  obtient  : 

a      / 

a         c        c  -+-  e        €        g 


V      d'      d-\-J'     J'      l 
Il  faut  montrer  que  ^  est  égale  à  la  médiante  de  ^  et  % 7,  et 

que  ^est  égale  à  celle  de  .       .et  V  .  c'est-à-dire  que  : 

c a  -+-  c  -\-  e  e c  -\-  e  -\~  g 

ou  : 

hc  —  ad  =  de  —  cj  =  fg  —  eh 

Or  ces  trois  quantités  sont  égales  à  i. 

242.  Suites  de  Farey  (').  —  En  particulier  partons  de  la  suite: 

o         I 
i        I 

et  déduisons  la  n'^™®  suite  de  la  {n  —  lyème  ^^^  /^  règle  suivante  : 
On  intercale  des  médiantes  dans  les  intervalles  où  la  somme  des 
dénominateurs  est  égale  à  n.  Les  suites  obtenues  seront  dites  suites^ 
de  Farey.  Ce  sont  : 

0  1 

1  1 

o        1        1 

12  1 

0  I  I  2  I 

1  3  2  3  1 

0  1  I  1  2  3  1 
145234  I 

01  1        i2i3234i 
1543525345        1 

(i)  J.  Faret,  Phil.  mag.  and  Journ.,  47  (1816),  p.  385  ;  Bull.  Soc.  philom., 
(3;,  t.  3  (1816),  p.  lia  (sans  démonstration). 

A.  L.  Cauchy,  Bull.  Soc.  philom.,  (3),  t.  3  (1816;,  p.  i33;  Exerc.  malh., 
t.  I,  p.  ii4  ;  Œuvres,  ("i],  6,  p.  iliQ. 
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Nous  allons  démontrer  que  la  n"""*  suite  de  Farey  est  formée  de 
toutes  les  fractions  irréductibles  comprises  entre  o  et  i  et  de  déno- 
minateur non  supérieur  à  n. 

Il  est  évident  que  la  n*"'  suite  de  Farey  est  composée  de  telles 
fractions.  Il  n'y  a  qu'à' démontrer  que  ces  fractions  y  sont  toutes. 
C'est  vrai  pour  la  première  suite  ;  nous  allons  démontrer  que  si 
c'est  vrai  pour  la  (n  —  i^em"  c'est  vrai  pour  la  n""". 

Comme  la  n*"""  suite  contient  toutes  les  fractions  que  contient  la 
{n  — i)""",  elle  contient  toutes  les  fractions  irréductibles  comprises 
entre  o  et  i  et  de  dénominateurs  plus  petits  que  n,  il  suffit  donc 
de  démontrer  qu'elle  contient  celles  de  dénominateur  égal  à  n. 

Soit  -  une  telle  fraction, 
n 

Soient  j  et  p  ^^^  deux  termes  consécutifs  de  la  (n  —  i'/"*  suite 


a 


qui  comprennent  entre  eux  - .  On  a 


Or  on 


k  ^  n^  k' 


h'        h /a        h 

W  "  k~[n~~k 


a^-t) 


d'où,  en  se  rappelant  que  .  et  -p  sont  conjoints  : 

1  ak  —  nh        nh'  —  ak' 

Jd?  ~       nk  '  /i/? 

ou  : 

Al  =  (ak  —  nh)k'  H-  {nli  —  ak')k. 

Dans  cette  égalité  les  quantités  ak  —  nh  et  nh'  —  ak'  sont  des 
entiers  positifs.  Donc  : 

n  >  /i-  -h  k'. 

Mais  si  l'on  avait  k  -+-  k'  <  n,  la  médiante  entre  r  et  7-,  à  savoir 

k       k 

r A  appartiendrait  à  la  (n  —  i)^"^  suite,  ce  qui  n'est  pas.  Donc  : 

k  +  k'  =  n 
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et  les  entiers  positifs  ak  —  nh  et  nh!  —  ah'  sont  tous  deux  égaux 
à  I.  Leur  différence  a{k  H-  U)  —  n{h  H-  K)  est  donc  nulle.  On 

en  tire  que   h  -h  h'  =  a.  Donc  -  est  la  médiante  entre  r  et  7-7  et 

^  n  k       K 

par  suite  se  trouve  dans  la  n*"'  suite. 

On  voit  que  dans  la  suite  de  Farey  :  i<*  deux  Jraclions  consé- 
cutives sont  conjointes  ;  2°  une  fraction  quelconque  est  égale  à  la 
médiante  des  deux  qui  la  comprennent. 


NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  Trouver  les  suites  de  meilleure  approximation  jusqu'au  groupe 
d'ordre  5  pour  le  nombre  0,2/422. 

Ce  nombre  est  l'excès  de  l'année  tropique,  exprimée  en  jours,  sur  365 . 

Parmi  les  termes  des  suites  demandées  on  remarquera  j  avec  erreur 
par  excès  égale  à  0,0078  qui  correspond  au  calendrier  Julien  ; 
00  avec  une  erreur  par  excès  plus  petite  que  0,00028  qui  correspond 

au  calendrier  Persan.   La  valeur  ^  qui  correspond   au   calendrier 

Grégorien  est  moins  approchée  que  la  précédente  (erreur  égale  o,ooo3). 
Elle  n'est  donc  pas  dans  les  suites  de  meilleure  approximation. 

II.  —  Donner  la  règle  pour  retrouver  dans  les  suites  de  meilleure 
approximation  les  réduites  du  développement  court. 

III.  —  Toute  fraction  de  meilleure  approximation  absolue  pour  s 
est  une  valeur  principale. 

IV. —  Si  l'on  considère  deux  fractions  qui,  dans  la  suite  des  opérations 
par  le  procédé  de  Farey,  se  trouvent  à  un  certain  moment  voisines  et 
comprennent  s,  celle  qui  a  le  plus  petit  dénominateur  est  principale, 
et  il  y  en  a  au  moins  une  des  deux  qui  est  principale  singulière. 
(Vahlen,  J.  r.  a.  M.,  t.  ii5  (1895)  p.  221). 
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CHAPITRE  XXI 


REPRESENTATION  GEOMETRIQUE 

POUR  LE  GROUPE  MODULAIRE 

ET  LA  REDUCTION    DES  FORMES   QUADRATIQUES  (i) 

REDUCTION  CONTINUELLE  D'HERMITE 


243.  —  Soit  z  =  x  -+-iy  un  nombre  quelconque  non /'^e/(j;2fo). 
On  le  représente  par  le  point  M  de  coordonnées  x,  y,  dans  un 
système  de  coordonnées  rectangulaires. 

Soit  z'  =  "^  ^  (a,  |5,  7,  ^  entiers  ;  7.â  —  jSy  =  i)  un  nombre 

proprement  équivalement  à  z  (n°  163)  représenté  par  le  point  M'. 

Nous  dirons,  pour  abréger,  que  M  et  M'  sont  proprement  équiva- 
lents ou  de  même  classe.  Alors  la  question  se  pose  :  Gomment  se 
distribuent  dans  le  plan  les  points  de  même  classe? 

Tout  d'abord  ils  sont  du  même  côté  de  Ox  parce  qu'ils  ont  leurs 
parties  imaginaires  de  même  signe  (n"  164).  Nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées,  que  ce  signe  est  le  signe  -H.  Alors  tous  les 
points  en  question  sont  au-dessus  de  Ox. 

Nous  avons  vu  (n*»  164)  que  z  est  proprement  équivalent  à 
un  nombre  léduit  et  à  un  seul,  en  appelant  nombre  réduit  un 
nombre  |  +  /ji  satisfaisant  aux  conditions  : 

T1>0  _i<t<i  ^2    ^^2^, 

et  à  la  condition  supplémentaire  : 

$  <^  o         lorsque         ^^  -\-  t]^  =  i. 

Ces  conditions  s'interprètent  géométriquement  de  la  façon  sui- 
vante : 

Traçons  les  deux  droites  x  =  rt  -  et  le  cercle  x^-\-y^  =  i  (fig.  i). 

{')  DEDBÏ.1KD,  /.  r.  a.  M.,  t.  83  (1877)  p.  27. 
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Ces  lignes  entourent  une  portion  du  plan,  CAA'  (G  à  l'infini 
dans  la  direction  Oy).  Les  points  réduits  sont  les  points  à  l'inté- 
rieur de  cette  portion  du  plan,  ou  bien  sur  la  partie  de  sa  frontière 
qui  est  à  gauche  de  Oj,  le  point  I  compris,  le  point  C  non  compris. 
L'ensemble  des  points  réduits  s'appellera  domaine  fondamental. 
Les  points  A  et  A'  sont  dits  sommets  de  ce  domaine,  le  point  C  en 

€st  la  pointe  (').  Les  angles  CAA'  et  CA'A  sont  égaux  à  ^',  l'angle 

ACA'  est  égal  à  zéro.  Des  trois  côtés  du  domaine  fondamental 
les  deux  côtés  CA  et  GA'  opposés  aux  sommets,  s'appelleront 
plus  particulièrement  les  côtés  ;  le  côté  AA'  opposé  à  la  pointe 
s'appellera  la  base. 


Fig. 


On  vient  donc  de  voir  que  tout  point  du  plan  est  de  même  classe 
qu'un  point  et  un  seul  du  domaine  fondamental.  En  particulier  : 
dans  le  domaine  fondamental,  il  n'y  a  pas  deux  points  qui  soient 
de  même  classe. 

De  plus,  en  général,  un  point  du  domaine  fondamental  ne  se 
transforme  en  lui-même  que  par  la  substitution  identique.  Il  y  a 
exception  pour  le  point  I  affixe  de   i,  pour  le  point  A  affixe  de 

^  +  '  ^      et  enfin  pour  le  point  G,  affixe  de  z  =  ce  qui  se 


(1)  Ces  dénominations  utiles  sont  dues  à  M,  G.  Hurabert  C.  R.  A.  S.  t.  i6i 

(i9i5)  p.  718. 
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transforme  en  lui-même  par  toutes  les  substitutions  modulaires 


c  o- 


Ces  énoncés  sont  les  traductions  géométriques  des  résultats  du 
n«  164. 

244.  —  Considérons  une  substitution  modulaire  1.  Cette 
substitution  transforme  un  point  quelconque  du  domaine  fonda- 
mental en  un  autre  et  par  conséquent  transforme  tout  le  domaine 
fondamental  en  un  autre  Dj..  Voyons  ce  que  l'on  peut  dire  de  Dv- 
Pour  cela  nous  ferons  usage  du  théorème  suivant  relatif  à  la 
transformation  homographique  la  plus  générale. 

Dans  la  transformation  homographique  {^)  consistant  à  remplacer 

un  point  z  par  le  pointa— —^  (a,  |S,  y,  â,  nombres  quelconques, 

réels  ou  imaginaires^  ol^  —  |5y  ;zf  o). 

\°  Un  cercle  se  iransjorme  en  un  cercle  ; 

2°  L'angle  sous  lequel  se  coupent  deux  courbes  en  un  point  M  est 
égal  à  celui  sous  lequel  se  coupent  les  courbes  transformées  au 
point  transjormé  de  M.  Autrement  dit  :  la  transformation  conserve 
les  angles. 

En  effet,  la  substitution  z 


V 


4  est  le  produit  des  suivantes  : 


t 


La  première  est  une  translation  ;  la  seconde  est  une  inversion 
de  pôle  0  suivie  d'une  symétrie  par  rapport  à  Ox  ;  la  troisième  est 
une  homothétie  de  pôle  0  suivie  d'une  rotation  autour  de  0  ;  la 
dernière  une  translation.  Or  : 

1°  Chacune  de  ces  transformations  transforme  un  cercle  en  un 
cercle,  il  est  donc  de  même  de  leur  produit  ; 

2°  Parmi  ces  transformations,  les  translations,  l'homolhétie  et 

(^)  On  appelle  souvent  transformation  homographique  la  transformation  qui 
remplace  un  point  de  coordonnée  x,  y  par  le  point  de  coordonnées 

„  axM-6x  +  c  Y  àx  -\-  h'y  ■+■  c 

ax  +  b'y  ■+■  c"  ax  -\-  b"y  +  c" 

Ici  le  mot  est  employé  dans  un  autre  sens. 
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la  rotation  conservent  les  angles.  Quand  à  l'inversion  et  à  la 
symétrie  elles  les  changent  de  signe.  Donc  leur  produit  conserve 
les  angles. 

Dans  le  cas  particulier  où  a,  |3,  y,  &  sont  réels,  Oxse  transforme 
en  lui-même.  Il  résulte  de  là  et  de  la  conservation  des  angles  que 
tout  cercle  ayant  son  centre  sur  Ox  (et  par  conséquent  coupant  Ox 
orthogonalement)  se  transforme  en  un  cercle  ayant  aussi  son  centre 
sur  Ox.  Dans  des  cas  particuliers  ces  cercles  peuvent  devenir  des 
droites  perpendiculaires  à  Ox.  On  voit  de  plus  facilement  que  si 
ac?  —  /By  >►  o,  les  demi- cercles  au-dessus  de  Ox  se  correspondent, 
si  ao^  —  jSy  <  o  un  demi-cercle  au-dessus  de  Ox  se  transforme 
en  un  demi-cercle  au-dessous. 

Revenons  aux  domaines  Dv  dont  il  a  été  parlé  plus  haut.  On 
voit  d'abord  qu'un  tel  domaine  est  borné,  comme  D,  par  trois 
arcs  de  cercle  orthogonaux  à  Ox,  et  situés  au-dessus  de  Ox.  Ces 
arcs  de  cercle  se  coupent  deux  à  deux  en  trois  points.  En  deux 
d'entre  eux,  correspondant  à  A  et  A',  les  angles  formés    sont 

égaux  à  ^ ,  ces  points  sont  les  sommets  du  domaine  Dv-  Le  troi- 
sième correspond  à  G,  c'est  la  pointe  d^  domaine  D^.  L'angle 
formé  en  ce  point  est  nul.  La  pointe  du  domaine  Dj,  (  v  _=  (<*^\  \ 

est  le  point  z  =-  .  Il  est  donc  sur  Ox  si  y  ;zf  o,  et  à  l'infini  si 

V  =  o- 

Le  domaine  Dg  correspondant  à  la  substitution  S  =  z  |  2  -h  i 

s'obtient  en  donnant  à  D  une  translation  parallèle  à  Ox  et  égale 
à  I. 

Le  domaine  Dg,»  s'obtient  en  donnant  à  D  une  translation  paral- 
lèle à  Ox  et  égale  à  m. 

Le  domaine  Dt  correspondant  à  la  substitution  T  =  z 

s'obtient  en  faisant  sur  D  une  inversion  par  rapport  au  cercle  de 
centre  0  et  de  rayon  i,  suivie  d'une  symétrie  par  rapport  à  Oy. 
Le  sommet  A  se  transforme  en  A',  le  sommet  A'  en  A,  la  pointe  G 
se  transforme  en  0.  L'arc  A'IA  se  transforme  en  lui-même.  Le 
côté  A'G  se  transforme  en  un  arc  AO  qui  est  le  prolongement  de 
la  base  du  domaine  Dg.  De  même  AG  se  transforme  en  A'O  symé- 
trique du  précédent  par  rapport  à  Oy. 
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Finalement,  le  domaine  Dt  est  le  triangle  curviligne  OAA',  y 
compris  les  arcs  lA  et  AO,  le  point  I  compris,  le  point  0  non 
compris. 

L'ensemble  des  domaines  Dv  couvre  le  demi-plan  au-dessus  de 
Ox  sans  doublure  et  sans  lacune,  c'est-à-dire  que  tout  point  du 
plan  :  i°  appartient  à  un  domaine  ;  1°  appartient  à  un  seul, 
sauf  quelques  points  des  frontières.  En  effet  :  1°  tout  point  du 
plan  est  proprement  équivalent  à  un  point  du  domaine  réduit,  il 
s'en  déduit  par  une  substitution  1,  dont  il  appartient  au  domaine 
Dj.;  2° s'il  appartient  à  deux  domaines  Dv,  D^,  c'est  qu'il  se  déduik 
de  deux  points  M,  M'  du  domaine  D  par  des  substitutions  1,  1'. 
Mais  dans  D  il  n'y  a  pas  deux  points  équivalents.  Donc  M  et  M' 
coïncident.  Alors  M  se  transforme  en  lui-même  par  la  substitution 
non  identique  i~*^'.  Donc  M  est  l'un  des  trois  points  A,  I,  C. 

245.  Formation  des  domaines  Dv  par  symétries  succes- 
sives, —  Nous  allons  étendre  le  sens  ordinaire  du  mot  symétrie. 
Nous  dirons  que  deux  points  M,  M'  sont  symétriques  par  rapport 
à  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  R  lorsque  0,  M,  M'  sont  en 
ligne  droite  et  que  OM  .  OM'  =  R^.  L'un  de  ces  points  est  néces- 
sairement à  l'intérieur  et  l'autre  à  l'extérieur  du  cercle. 

Théorème.  L  —  Si  deux  points  M  et  M'  sont  symétriques  par 
rapport  à  un  cercle  C  tout  cercle  T  passant  par  M  et  M'  est  ortho- 
gonale G. 

n.  —  Si  deux  points  M  et  M'  sont  tels  que  deux  cercles  T  et  F' 
passant  par  ces  points  sont  orthogonaux  à  un  cercle  G. 

1"  M  etM'  sont  symétriques  par  rapport  à  G. 

2"  Tout  cercle  passant  par  M  et  M'  est  orthogonal  à  G. 

En  effet,  1°  De  OM  .  OM'  =  R^  on  déduit  que  0  est  en 
dehors  du  segment  MM'.  On  peut  donc  mener  de  0  une  tan- 
gente ON  au  cercle  F.  On  aura 

on'  =  OM  .  OM'  =  R2. 

Donc  ON  =  R  par  suite  N  est  sur  le  cercle  G,  etc. 

II.  —  Soit  N  un  point  commun  à  F  et  G,  N'  un  point  commun 
à  F'  et  à  G'.  Menons  la  tangente  en  N  à  F  et  la  tangente  en  N' 
à  F',  elles  se  coupent  au  centre  0  de  G.  Alors  ON  =  ON'.  Donc 
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0  est  sur  l'axe  radical  de  F  et  T'  c'est-à-dire  sur  MM'.  De  plus 

OM.OM'=ÔN'. 

Donc  M  et  M'  sont  symétriques  par  rapport  à  G,  etc. 

Pour  justifier  l'emploi  du  mot  «  symétrique  »  dans  ce  qui  pré- 
cède, il  faut  montrer  que  si  le  centre  G  devient  une  droitre  la  symétrie 
par  rapport  à  G  devient  la  symétrie  ordinaire  par  rapport  à  cette 
droite.  Or  cela  résulte  du  théorème  I,  car  si  deux  points  M  et  M' 
sont  tels  que  tout  cercle  passant  ces  points  est  orthogonal  à  une 
droite  D,  il  en  résulte  évidemment  que  ces  points  sont  symétriques, 
au  sens  ordinaire,  par  rapport  à  celte  droite. 

Théorème.  —  Soient  deux  points  M  et  M' symétriques  par  rapport 
à  un  cercle  G,  cette  propriété  se  conserve  par  une  transformation 
homographique. 

En  effet  la  propriété  que  tous  les  cercles  passant  par  les  deux 
points  M  et  M'  coupent  orthogonalement  le  cercle  G  se  conserve 
par  une  transformation  homographique. 

Nous  pouvons  maintenant  former  les  domaines  D^  par  symé- 
tries successives  en  partant  du  domaine  fondamental  D,.  On  cons- 
tate d'abord  que  les  trois  domaines  adjacents  à  D,,  à  savoir 
Dg,  Dg_,  et  Dj  sont  les  symétriques  de  D,  par  rapport  à  ses  trois 
côtés.  Si  nous  transformons  ceci  par  une  substitution  2!  nous 
voyons  que  les  trois  domaines  adjacents  à  D^  sont  Dgv,  Ds-is  ®' 
Djv,  et  qu'ils  sont  les  symétriques  de  Dj.  par  rapport  à  ses  trois 
côtés.  Alors,  pour  construire  la  figure  i,  il  suffit,  après  avoir 
construit  les  trois  domaines  symétriques  de  D,  successivement  par 
rapport  à  ses  trois  côtés,  de  refaire  la  même  construction  pour  ces 
trois  nouveaux  domaines,  et  ainsi  de  suite. 

Il  faut  remarquer  que  tout  point  de  Ox  d'abscisse  rationnelle 

-  i-  irréductible!   est  la  pointe  d'une  infinité  de  domaines,   à 
savoir  tous  les  domaines  Dv  où  ^  =  (  ^    H.  Mais  les  points  de 


Ox  d'abscisses  irrationnelles  n'appartiennent  pas  à  la  figure.  Il  y 
a  là  un  fait  qu'il  est  impossible  de  représenter  géométriquement. 
Un  certain  nombre  de  résultats  donnés  précédemment  deviennent 
immédiatement  visibles  sur  la  figure  i.  D'abord,  puisque  tout 
domaine  se  déduit  du  domaine  D,  par  une  suite  de  symétries  qui 
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équivalent  à  l'une  des  substitutions  S,  S~'  et  T,  on  en  déduit  que 
S  etT  sont  des  substitutions  fondamentales  du  groupe   (no  165). 

Si  l'on  tourne  autour  du  point  A,  dans  les  environs  de  ce  point, 
en  partant  du  domaine  D,  on  y  revient  après  avoir  traversé  six 
domaines  dont  chacun  se  déduit  du  précédent  alternativement  par 
la  substitution  S  et  par  la  substitution  T.  On  obtient  ainsi  la  rela- 
tion {STy  =  I  (n°  165). 

Cherchons  les  nombres  réduits  ayant  des  substitutions  auto- 
morphes  autres  que  la  substitution  identique.  Un  tel  nombre  doit 
appartenir  à  la  fois  a  D  et  à  un  autre  domaine.  II  est  donc  sur  la 
frontière  de  D.  En  examinant  les  choses  de  plus  près  on  voit  faci- 
lement qu'on  trouve  le  point  z  =  i  qui  se  transforme  en  lui-même 

par  la  substitution  T,  le  point  z  =  ^  ~^  ^ -  qui  se  transforme  en 

lui-même  par  deux  substitutions  ST  et  (ST)^  (n°  164)  et  enfin  le 
point  00  qui  se  transforme  en  lui-même  par  les  substitutions  S"*. 

Considérons  la  réduction  des  nombres  réels  (').  Les  affixes  des 
nombres  réels  non  rationnels  n'appartiennent  pas  à  la  figure.  Mais 
considérons  un  couple  de  nombres  réels  w,  w',  les  affixes  corres- 
pondantes A,  A'  et  le  demi-cercle  décrit  au-dessus  de  AA'  pris 
comme  diamètre.  La  connaissance  de  w,  o/  entraine  celle  de  ce 
demi-cercle  et  réciproquement.  Or  le  demi-cercle  appartient 
à  la  figure,  sauf  ses  points  A  et  A'.  On  a  ainsi  un  moyen 
d'appliquer  non  aux  "  nombres  réels  mais  aux  couples  de 
nombres  réels  les  considérations  géométriques  précédentes. 

On  dira  qu'un  couple  w,  w'  est  réduit  quand  le  demi-cercle 
correspondant  à  ce  couple  traverse  le  domaine  fondamental.  La 
forme  {a,  b.  c)  est  dite  Yédaite  quand  ses  deux  racines  Jorment  un 
couple  réduit. 

Cette  définition  s'applique. aux  couples  de  nombres  quelconques 
et,  par  conséquent,  aux  formes  (a,  6,  c)  à  coefficients  quelconques, 
rationnels  ou  non. 

II  est  facile  de  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'une  forme  [a,  b,  c)  soit  réduite.  Il  n'y  a  qu'à  exprimer 
que  l'un  au  moins  des  sommets  A,  A',  du  domaine  fondamental 


(')  F.    Kleim,    Vorl.    ub.    d.  Theor.  d.  elUptischen   Modalfunclionen.    Leipzig 
Teubner  1890,  p.  aSo. 
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est  à  l'intérieur  du  cercle  relatif  à  la  forme,  le  point  A'  au  sens 
large  du  mot,  le  point  A  au  sens  e</'o<7  (').  On  trouve  ainsi  que 
Pane  au  moins  des  deux  conditions  suivantes  doit  être  remplie  : 
«(2a  -f-  6  H-  2c)  <  o  a(2a  —  b  -+-  2c)  <^  o 

En  fonction  des  racines  ces  conditions  deviennent  : 

2  —  (10  -!-  0)')  H-  2ww'  <C  o  2  -h  (to  -h  to')  -h  aww'  <^  o 

Pour  obtenir  toutes  les  substitutions  qui  réduisent  un  couple  de 
nombre  ou  une  forme,  on  prend  tous  les  domaines  Dv  que  traverse 
le  demi-cercle  correspondant,  les  substitutions  1  sont  les  subtitu- 
tions  demandées. 

On  en  obtient  ainsi  une  infinité.  En  prenant  les  domaines 
D^  dans  l'ordre  où  les  traverse  successivement  le  demi-cercle,  ces 
substitutions  sont  rangées  en  une  suite.  A  cette  suite  de  substitu- 
tions correspond  une  suite  de  couples  de  nombres  réduits  ou  de 
formes  réduites.  Ayant  l'un  de  ces  couples  ou  l'une  de  ces  formes, 
il  est  facile  de  former  la  suite. 

Soit  la  forme  représentée  par  le  demi-cercle  Y  traversant  Dv  puis 
D^'  etc. 

L'arc  MP  de  ce  demi-cercle  situé  dans  le  domaine  D^^  correspond 
à  un  arc  M^P,,  situé  dans  le  domaine  fondamental  ;  l'arc  PQ  situé 
dans  Dj,,  correspond  à  un  arc  P'oQ'o  du  domaine  fondamental,  etc. 

Donc  on  passe  d'une  forme  réduite  à  la  suivante  par  l'une  des 
substitutions  qui  transforment  le  domaine  fondamental  en  un  do- 
maine adjacent,  c'est-à-dire  par  l'une  des  substitutions  S,  S~^  ou  T. 

On  peut  former  ainsi  une  chaîne  (^)  de  substitutions  et  en  géné- 
ral une  chaîne  de  formes  réduites,  indéfinie  dans  les  deux  sens. 

Mais  quand  le  couple  de  nombres  est  forçtié  de  deux  nombres 

quadratiques,  ou  ce  qui  est  la  même  chose  quand  la  forme  est  à 

coefficients  commensurables  entre  eux,  cette  infinité  de  substitutions 

ne  donne  qu'un  nombre  limité  de  formes  ou  de  couples  réduits. 

En  effet,   d'aboM  on  peut  supposer  a,  b,  c  entiers.  Ensuite  le 

rayon  du  cercle  correspondant  à  la  forme  (a,  6,  c)  est  -^ — j  • 

(*)  L'intérieur  d'un  domaine,  au  sens  étroit  du  mot,  c'est  ce  domaine,  non 
compris  son  contour.  L'intérieur  d'un  domaine,  au  sens  large  du  mot,  c'est  ce 
domaine,  y  compris  son  contour. 

(*)  Nous  appelons  chaîne  une  suite  indéfinie  dans  les  deux  sens. 
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Pour  que  ce  cercle  traverse  le  domaine  fondamental,  il  faiit  qufr 
ce  rayon  soit  plus  grand  que  la  distance  du  sommet  A  à  Ox,  c'est- 
à-dire  que  : 

âTôl  -^   2 


ou 


<V/' 


Gomme  A  est  le  même  pour  toutes  les  formes  de  même  classe, 
et  que  a  est  entier  cette  inégalité  limite  le  nombre  de  valeurs  de  a. 

La  valeur  de  a  étant  choisie,  le  rayon  R  du  cercle  est  déterminé, 
et  pour  que  ce  cercle  traverse  le  domaine  fondamental  il  faut  que 

l'abcisse  de  son  centre,  c'est-à-dire ,  soit  compris  entre 

ce  qui  limite  le  nombre  des  valeurs  de  b.  D'ailleurs  quand  a  et  b 
sont  déterminés,  c  s'ensuit.  Il  en  résulte  qu'en  parcourant  la  chaîne 
des  formes  réduites  on  en  retrouve  une  qui  a  le  même  demi-cercle 
que  celle  dont  ou  est  parti.  Elle  lui  est  identique,  ou  identique 
mais  de  signe  contraire.  Si  le  deuxième  de  ces  cas  se  présente,  en 
continuant  à  parcourir  la  suite,  au  bout  d'un  nombre  d'opérations 
égal  on  retrouve  la  forme  même  dont  on  était  parti. 

Pour  que  deux  formes  soient  de  même  classe  il  faut  et  il  suffit 
qu'elles  donnent  la  même  chaîne. 

Exemple  : 

La  forme  réduite 


(i,  1,  —  3)       dévie 

ntpar 

la  substitu 

lion  S 

(i,3,  —  ))       qui 

)) 

T 

(—  1,  —  3,  H-  l)     » 

» 

S-* 

f—  1.  —  1,  3)      » 

» 

S 

(—  1,  —  3,  i)       » 

» 

T 

(1,3, —  i)         )) 

» 

S 

(i,  1,  —  3)       dont 

on  est 

parti. 

Remarque.  —  Cette  définition  des  formes  réduites  ne  coïncide 
pas  avec  celle  du  n°  176.  En  effet  les  conditions  (9)  du  n°  176  ne 
sont  pas  les  mêmes  que  les  conditions  trouvées  plus  haut.  La  défini- 
tion du  n°  176  (ou  celle  de  la  note  II  du  chapitre  XII  pour  les  couples 
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de  nombres)  se  traduirait  géométriquement  de  la  façon  suivante  : 
Pour  qu'une  forme  ou  un  couple  de  nombre  soit  réduit  il  fau* 
et  il  suffit  que  le  demi-cercle  correspondant  soit  situé  tout  entier 
dans  la  position  du  plan  comprise  entre  le  cercle  x^  -h  v^  —  x  =  o 
et  la  droite  x  =  —  i.  A  cette  définition  correspondrait  aussi  une 
chaîne  qui  serait  limitée  dans  le  cas  des  formes  à  coefficients  com- 
mensurables  entre  eux. 

2  46.  Réduction  continuelle  d'Hermite.  —  Hermite  a 
exposé  (*)  une  méthode  de  réduction  qu'il  a  appelé  réduction  con- 
tinuelle. Elle  acquiert  beaucoup  d'importance  de  ce  fait  qu'elle  ne 
s'applique  pas  seulement  aux  formes  binaires  quadratiques  indé- 
finies. Pour  ces  dernières  elle  est  identique  à  la  réduction  précé- 
dente. 

Soit  la  forme  indéfinie 

J  =  (a,  h,  c)  =  a{x  —  wj)  {x  —  w'j). 

A  côté  de  cette  forme  indéfinie  considérons  la  forme  définie 
positive  : 

ç^  =  (rc  —  coy)^  ■+-  X^(x  —  w'v)^ 

dans  laquelle  X  est  un  paramètre  que  nous  ferons  varier  de  o  à  -h  co. 

Nous  avons  ainsi  un  ensemble  de  formes  définies  que  nous 
appellerons  attachées  à  la  forme  /.  En  particulier  ç^  sera  dit 
attachée  à  fpour  la  valeur  X  du  paramètre. 

D'après  Hermite  nous  dirons  que  la  forme /est  réduite  quand, 
dans  l'ensemble  des  formes  définies  qui  lui  sont  attachées  il  y  en  a 
de  réduites. 

La  réduction  des  formes  indéfinies  est  ainsi  ramenée  à  celle  des 
formes  définies.  Montrons  que  cette  définition  des  formes  réduites 
revient  à  celle  du  n°  245. 

Les  racines  de  ç)^  sont  :  . 

ce  qui  peut  s'écrire 


o)  ±  Xio'i 


I  -+■  \i 
-h  X^o)'  ip  X(a)  —  w>" 


(»)  J.  r.  a.  M.  4i  (i85i),p.  2o3.  —  Œuvres  t.  I,  Paris  (igoS)  p.  178. 
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de  sorte  que  la  racine  dans  laquelle  le  coefficient  de  i  est  positif  est 

o)  H-  X^w'  H-  X  I  to  —  a>'  I  i 

Son  affixe  a  pour  coordonnées 

10+  X^U)'  X  I   O)  —  w'   I 


I  -I-  X»   '         -^  ~        I  -+-  X* 

Or,  quand  X  varie  de  o  à  4-  oo  on  voit  sans  peine  que  celte  affixe 
décrit  le  demi- cercle,  allant  de  o)  à  oV,  au  dessus  de  Oa;.  Donc, 
dire  que  <p-^  est  réduite  pour  certaines  valeurs  de  X,  c'est  dire 
que  ce  cercle  traverse  le  domaine  fondamental.  On  retombe  donc 
bien  sur  la  définition  du  n°  précédent  ('). 

247 .  Réduction  en  fraction  continuelle  correspondant  à  la 
réduction  continuelle  d'Hermite.  —  Considérons  une  forme 
quadratique  binaire  indéfinie  /,  réduite  et  le  demi-cercle  corres- 
pondant. Soit  MP  l'arc  de  ce  demi-cercle  qui  est  dans  le  domaine 
fondamental. 

Parcourons  ce  demi-cercle  de  gauche  à  droite  par  exemple,  nous 
sortons  du  domaine  fondamental  soit  par  la  frontière  GA  soit  par 
la  frontière  A  A'. 

Supposons  que  ce  soit  par  G  A.  Alors  la  forme  suivante/*'*  de 
la  chaîne  se  déduit  de  la  première  par  la  substitution  S.  Appelons 
<o  la  racine  de/,  que  Ton  atteindrait  en  continuant  à  parcourir  le 
demi-cercle  dans  le  même  sens  que  précédemment  jusqu'à  ce 
qu'on  atteigne  Ox  ;  c'est  donc  ici  la  plus  grande  racine.  A  la 
racine  w  correspondra  pour/*'*  une  racine  w*'*  =  w  —  i,  d'où 

o)  =   1  H-  a)(*,>. 

Le  demi- cercle  de  /*'',  parcouru  dans  le  sens  correspondant  au 
précédent  c'est-à-dire  aussi  de  droite  à  gauche,  sort  de  même  du 
domaine  fondamental,  soit  par  la  frontière  G  A  soit  par  la  frontière 
AA'.  Supposons  que  ce  soit  par  GA.  Il  en  résulte  une  nouvelle 
forme/**'  et  une  nouvelle  racine  w*^>  =  w*'*  —  i.  D'où 

0)  =    2    -+-  (o(^). 

{^)  C'est  M.  Lerch  qui  a  remarqué  l'identité  de  la  réduction  géométrique  de 
Klein  avec  la  réduction  continuelle  d'Hermite.  Voir  Encyclopédie  des  Se.  Math., 
h  fasc.  2,  p.  119- 
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En  poursuivant  l'opération  on  aura  un  certain  nombre  de  fois  à 
sortir  par  la  frontière  GA  ;  mais  cela  ne  pourra  continuer  indéfi- 
niment puisqu'à  chaque  opération  le  demi-cercle  recule  de  i  vers  la 
gauche.  Supposons  que  cela  se  présente  «o  fois. 

On  arrive  à  une  forme /^""^  ayant  une  racine  (J-"*^^  telle  que  : 

Dans  l'opération  suivante  on  sortira  du  domaine  fondamental 
parla  base  AA'  et  on  obtiendra  une  forme/',  ayant  une  racine 

oV  telle  que  oj'  = 7— r .  Donc 

(l)  w  =  c 


h) 


Si  on  avait  eu  à  sortir  du  domaine  fondamental  par  la  base  dès 
le  début  de  l'opération,  on  aurait  eu 


_        I 


ce  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'égalité  précédente  ou  a^  =  o. 
Arrivé  à  ce  point  de  l'opération  deux  cas  se  présentent,  parce 
que  lorsqu'on  applique  à  un  cercle  orthogonal  à  Ox  la  transfor- 
mation z il  arrive  que  le  sens  dans  lequel  est  parcouru  le 

nouveau  cercle  est  le  même  que  celui  dans  lequel  est  parcouru  le 
précédent  ou  le  sens  contraire,  suivant  que  le  premier  cercle  coupe 
Ox  en^deux  points  qui  sont  du  même  côté  de  0  ou  non.  Dans  le 
premier  cas  le  nouveau  cercle  quitte  encore  le  domaine  fondamental 
par  la  frontière  CA,  cela  se  présentera  ai  fois  de  suite  et  l'on  arri- 
vera à  une  égalité  de  la  forme  : 


U)  =  On  — 


I 

a, 5 


Dans  le  second  cas  le  nouveau  cercle  quitte  le  domaine  fonda- 
mental par  la  frontière  GA'  et  l'on  arrivera  à  une  égalité  de  la 
forme  : 


to  =  a„  — 
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€t  ainsi  de  suite.  On  obtient  ainsi 

/    \  1  I        ^2        I 


On  est  alors  amené  à  supposer  que  la  fraction  continuelle  indé- 
finie 

<3) 


£'2 

...  -+- 

En 

ag-h 

an -h 

«1 

■est  convergente  et  représente  l'une  des  deux  racines  de  la  forme  /. 

Nous  allons  montrer  que  cela  a  lieu  en  effet  et  que  la  racine 
représentée  est  celle  vers  laquelle  on  se  dirige  dans  la  première 
opération. 

Pour  cela  remarquons  d'abord  que  les  quantités  o)'"*  sont  toutes 
plus  grande  que  i.  En  effet  un  arc  de  cercle  ayant  son  centre  sur 
Ox,  partant  d'un  point  de  AA'  et  allant  à  un  point  de  AG  ou  de 
\'G  et  étant  prolongé  se  tient  évidemment  en  dehors  du  demi- 
cercle  de  centre  o  et  de  rayon  i.  Donc  il  coupe  Ox  en  un  point 
extérieur  au  segment  —  i,  +  i. 

Il  en  résulte  (n"  224)  que  la  fraction  continuelle  (2)  est  régulière 
et  convergente,  et  à  cause  de  l'égalité  (i)  sa  valeur  est  w. 

Si  au  début  de  l'opération  on  avait  parcouru  le  premier  demi- 
cercle  de  droite  à  gauche,  on  aurait  obtenu  un  développement  de 
l'autre  racine. 

Dans  le  cas  où  la  forme  est  à  coefficients  entiers  ou  simplement 
commensurables  entre  eux,  la  suite  des  substitutions  S,  T,  S~'  est 
périodique  dans  les  deux  sens.  Donc  elle  est  immédiatement  pério- 
dique à  partir  du  commencement  dans  l'un  quelconque  des  sens. 
En  résulte- t-il  que  les  fractions  continuelles  qui  représentent  les 
racines  soient  immédiatement  périodiques  ?  On  voit  facilement 
que,  si  dans  la  suite  des  opérations  on  retombe  sur  m  après  une 
substitution  T,  la  fraction  est  immédiatement  périodique.  Si  l'on 
retombe  sur  oj  après  une  substitution  S  ou  une  substitution  S"S 
la  fraction  n'est  périodique  qu'à  partir  du  second  élément. 

Signification  géométrique  des  réduites.  Les  réduites  du  déve- 
loppement  précédent  sont  égales  eux  abcisses  des  pointes  des  domaines 
que  traverse  le  demi-cercle  G.  En  effet  le  demi-cercle  partant  du 
domaine  fondamental  passe  d'abord,  en  traversant  des  côtés,  par 
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<2o  domaines  dont  la  pointe  est  à  l'infini,  et  pénètre,  par  sa  base, 
dans  le  domaine  correspondant  à  la  substitution 


dont  la  pointe  a  pour  abcisse  -4  qui  est  bien  la  réduite  d'indice  zéro 

<iu  développement.  Puis  il  passe  en  traversant  des  côtés  par  a, 
domaines  qui  ont  la  même  pointe  que  le  précédent  et  entre  par  sa 
base,  dans  le  domaine  correspondant  à  la  substitution 


rti  — 


dont  la  pointe  a  pour  abcisse  ao qui  est  bien  la  réduite  d'in- 
dice un,  etc. 

248.  !Relation  avec  le  développement  en  fraction  conti- 
nuelle ordinaire.  —  Supposons  le  couple  w,  oV  réduit.  Suppo- 
sons que  le  nombre  o)  qu'on  veut  développer  soit  le  plus  grand 
des  deux,  et  qu'il  soit  irrationnel  :  o)^  oV. 

Soit  : 

"  =  "«  +  ^ 

le  développement  de  w  en  fraction  continuelle  ordinaire. 
Nous  posons,  comme  à  l'ordinaire  : 


o)  =  a.  -f- 


a,-+- 


H- 


Cn  4-   I  Wn 


Cherchons  le  développement  de  w  en  fraction  continuelle  d'Her- 
mite. 

La  première  opération  consiste  à  reculer  le  demi-cercle  vers  la 
gauche  d'une  quantité  a'o  déterminée  par  cette  condition  que,  dans 
sa  nouvelle  position,  le  demi-cercle  coupe  encore  le  domaine  fon- 
damental, mais  le  quitte,  à  droite,  par  la  base.  Alors 


--<. 


a'o  <  1 . 
Donc  a'o  est  la  partie  entière  de  w,  ou  bien  cette  partie  entière 
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augmentée  de  i .  On  a  par  suite 

a'o  =  «0       ou      a'o  =  Oo  -f-  1 . 

Cherchons,  d'une  façon  précise,  dans  quelles  circonstances  se 
présente  la  seconde  hypothèse.  Il  faut  pour  cela  que 

W  —  Oo  >  - 

d'où 

Oi  =    1. 

Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante.  La  condition  néces- 
saire et  suffisante,  et  qui  entraîne  la  précédente,  est  que  le  cercle 
décrit  sur  le  segment  w'  —  Oo,  oj  —  Oq  comme  diamètre,  enve- 
loppe le  point  A,  c'est-à-dire  que  : 

(3)         2  —  (w'  —  Oo  -h  io  —  Oo)  -+-  2(co'  —  ao)(w  —  flo)  <  o. . 

Supposons  d'abord  que  la  condition  (3)  ne  soit  pas  remplie. 
Alors  le  premier  terme  du  développement  de  w  en  fraction  conti- 
nuelle d'Hermite  est  ao,  après  quoi  w  et  w'  se  trouvent  remplacés 
respectivement  par  w  —  Oo  qui  est  positif  et  w'  —  Oo  qui  est  négatif. 
Il  faut  alors  effectuer  la  substitution  T  qui  remplace  co  —  flo  par 

— —  qui  est  négatif  et  w'  —  ao  par  —  ^,  _      qui  est  positif, 

et  l'on  aura 


tO  =  Qn  — 


On  est  amener  à  développer 


du  couple 


O)  flo  w  —  Oo  ^    —  ^0 

Il  suffit  pour  cela  de  développer 
du  couple 


W   Oo  w  «0  to    Oq 

c'est-à-dire  «,  du  couple  Wi,  w'i,  et  de  changer  le  signe  du  résultat. 
On  a  d'ailleurs 

Wi  >  lo'i. 

On  est  donc  bien  encore  dans  le  cas  supposé  au  commencement 
où  le  nombre  qu'on  veut  développer  est  le  plus  grand  des  deux. 
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Finalement,  dans  le  cas  où  la  condition  (3)  nest  pas  remplie,  le 
commencement  du  développement  de  w  enjraction  d'Hermite  est 

0)  =  Oq  H 

Supposons  maintenant  que  la  condition  ^3)  soit  remplie  (ce  qui 
entraîne  ai  =  i).  Alors  Gq  =  qq  H-  i,  après  quoi  w  et  w'  se 
trouvent  remplacés  par  w  —  Oo  —  i  et  w'  —  ao  —  i  qui  sont 
tous  deux  négatifs.  Il  faut  ensuite  effectuer  la  substitution  T  qui 

remplace  w  —  ao  —  i    et  w'  —  ao  —  i    par   — et 

r^^ ^^^    qui  sont  tous  deux  positifs.  De  plus  à  cause  de 

«  >»  w'  on  a 

— ; — >.,  -■  ■• 


M   Oo   I 

On  aura 

1 

w  =r  Oo  H-  1 : :  =  Oo  +  l  — 


W  Oo  1  0)2  H-   1 


avec  «2  >  oV.  Donc  dans  le  cas  où  la  condition  (3)  est  remplie,  le 
commencement  du  développement  en  fraction  dHermile  est 


oj  =  ofn  -f-  1  — 


C02  -h  1 

En  appliquant  une  seconde  fois  ces  règles  à  Wi  dans  le  premier 
cas,  à  W2  -I-  I  dans  le  second  et  en  continuant  toujours  de  la  même 
façon  on  obtient  le  développement  demandé. 

Voyons,  en  parcourant  la  suite  des  termes  des  deux  développe- 
ments, à  partir  de  quel  moment  ces  deux  développements  com- 
mencent à  diff'érer.  Gela  arrive  au  quotient  complet  Wn  tel  que 


1 


et  que 

(A)     2  —  (u)„  —  On  -4-  w,/  —  a„)  +  2(w„  —  a„)  (w,/  —  a„)  <  o. 

249.  —  Portons  maintenant  notre  attention  sur  les  réduites. 

Caiien.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  3o 
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Que  sont  les  réduites  d'Hermite  par  rapport  aux  réduileç  ordi- 
naires P 

Elles  sont  les  mêmes  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  quotient 
complet  r,)„  tel  que  a„J^^  =  i  et  tel  de  plus  que  la  condition  (4) 
soit  satisfaite.  On  voit  alors  comme  au  n"  229  que 

La  suite  des  réduites  d'Hermite  est  identique  à  celle  des  réduites 
ordinaires  sauf  qu'on  supprime  des  réduites  dans  les  mêmes  condi-- 
lions  qu'au  n"  229,  mais  en  ajoutant  la  condition  (4)  à  la  condition- 
a„^,  =  1. 

Cette  condition  (4)  peut  se  transformer.  Elle  s'écrit  : 

2  —  I— h  V-  )  H —, <  O. 

Remplaçant 
-'.+1    P«^    -Q„a,-f.p„    ^^  ""+^  P"    -  Q,y  +  P„ 

chassant  les  dénominateurs  en  remarquant  que  Q„_iO)  —  P„_i  est 
du  signe  de  ( —  i)""^'  on  arrive,  après  transformations  faciles  à 

-  2(Q^  -4-  QnQn-i  -+-  Q'n-i)  +    4\r  ('   "^  ^~) 

U>  — 0^ 

1  Vn 

Qn-1  "^  t;    P7 

(0—  ^ 

+  (-  0"-' p ^  <  0. 

,.'  A  n-l 


Q^ 


Considérons  le  cas  particulier  ou  o'  =  —  oo  .  Le  demi-cercle 
est  alors  une  demi-droite  a;  =  m.  La  condition  précédente  devient 

On  retrouve  aiusi  un  mode  d'approximation  identique  à  celui 

donné  par  Hermile  par  une  autre  méthode  ('). 
p        p  _ 
La  condition  que  ry  et  ç^—^  sont  des  réduites  du  développement 

(1)  Heruite,  J.  r.  a.  M.  l.  4i  (i85i),  p.  igi.  =  OEavre»,  t.  i,  p.  i68. 
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.,  m 


ordinaire  de  w  peut  être  négligée.   Soit  -  une  fraction  irréduc- 
tible quelconque  et  —  l'avant  dernière  réduite  du  développement 


m 


de  -  en  fraction  continuelle  ordinaire,   ce  développement  étant 


Al 


,.,-                  m        m       .     ,      .         i'"  T  l'- 
écrit de  façon  que r  soit  du  signe  de  —  —  r.j.  La  condition 

nécessaire  et  suffisante  pour  que  -  soit  une  valeur  d'approximation 
d'Hermite  telle  qu'on  vient  de  le  définir  est  : 

'  '        2(/i  ■'  -t-  nn  -h  n^) 

Mais  cette  condition  entraîne  la  suivante  : 

1  nw  —  '?!  I  <C 


n  -h  n 


et    ceci    prouve    que   —  est  une  réduite  du  développement  ordi- 

m' 

naire  de  «  et  —  la  réduite  précédente  (n°  101).  Donc  etc. 

On  a  supposé  dans  ce  qui  précède  que  celui  des  deux  nombres 
03,  oV  qu'on  développe  est  le  plus  grand  des  deux.  Le  cas  où  le 
nombre  oj  qu'on  veut  développer  serait  le  plus  petit  des  deux  se 
ramène  au  précédent  en  développant  le  nombre  —  w  dans  le  couple 
—  w,  —  (,)'  et  changeant  les  éléments  de  signe. 

On  a  aussi  supposé  m  irrationnel.  Si  w  est  rationnel  le  demi- 
cercle  décrit  sur  ww'  comme  diamètre  ne  traverse  entre  le  domaine 
fondamental  et  le  point  x  =  w  qu'un  nombre  limité  de  domaines. 
Alors  le  développement  d'Hermite  est  limité.  D'ailleurs  cela  résulte 
aussi  de  ce  que  c'est  un  développement  régulier  (n°  224). 

tin  autre  cas  particulier  est  celui  où  le  demi-cercle  décrit  sur 
(vx.y  comme  diamètre  passe,  entre  le  domaine  fondamental  et  le 
point  X  =  w,  par  un  sommet  d'un  domaine.  Alors,  il  arrivera  dans 
le  cours  de  la  réduction  qu'un  demi-cercle  sortira  du  domaine 
fondamental  par  un  sommet.  On  pourra  considérer  ce  cas  comme 

(1)  G.  HcMBERT,  C.  R.  A.  S.  P.  t.  i6i  (1915)  p.  717. 
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la  limite,  soit  du  cas  où  le  demi-cercle  sort  par  un  côté,  soit  du  cas 
où  il  sort  par  la  base;  d'où  deux  développements  possibles. 

250.  Revenons  à  la  condition  (5).  M.  G.  Humbert  a  énoncé  ce 
théorème  remarquable  :  Lorsque  w  et  oV  sont  deux  nombres  qua- 
dratiques conjugués  la  condition  (5)  coïncide,  pour  n  suffisamment 
grand  avec  la  condition  (6).  Autrement  dit,  le  demi-cercle  C  décrit 
sur  «0)'  comme  diamètre  et  la  demi-droite  x  =^  m  traversent,  dans 
les  environs  du  point  «  les  mêmes  domaines. 

On  peut  généraliser  :  le  demi-cercle  G  décrit  sur  fiyJ  comme 
diamètre^  et  le  demi-  cercle  G'  décrit  sur  wa"  comme  diamètre, 
«"  étant  quelconque,  traversent,  dans  les  environs  du  point  w  les 
mêmes  domaines.  En  effet  supposons  pour  fixer  les  idées  oxCo/^  w'  ; 
la  démonstration  serait  analogue  dans  toutes  les  hypothèses.  Il  faut 
démontrer  i°  que  tout  domaine  traversé  par  G  et  suffisamment 
voisin  de  ^j  est  aussi  traversé  par  G'  2°  que  tout  domaine  traversé 
par  G'  et  suffisamment  voisin  de  co  est  aussi  traversé  par  G. 
1°  Soit  un  domaine  traversé  par  G.  Si  sa  pointe  est  à  droite  de  w 
il  est  évident  qu'il  est  traversé  par  G'.  Si  sa  pointe  est  à  gauche 
de  w,  soit  Dj  ce  domaine.  Si  Di  n'est  pas  traversé  par  G  il  ne  Test 
pas  non  plus  par  G'.  Mais  il  peut  arriver  que  Di  soit  traversé  par  G 
et  non  par  C,  Soient  Di,  Dj,  ...  les  domaines  que  traverse  succes- 
sivement G,  dans  le  sens  de  Divers  w.  Soit  S  la  substitution  auto- 
morphe  fondamentale  (n"  173)  de  la  forme  à  coefficients  entiers  qui 
a  pour  racines  w  eto)'.  Il  y  a  un  entier  i  tel  que  D/,^i  =  D/jSquel  que 
soit  h  (en  appelant  D/,S  le  transformé  de  Da  par  S).  Démontrons 
que  pour  h  suffisamment  grand  DiS*  est  traversé  par  G'.  Or  D,  a 
au  moins  un  sommet  B  à  l'intérieur  de  G.  Le  point  Bt  transformé 
de  B  par  S*  est  sur  le  demi-cercle  F  passant  par  w,  B  et  w',  et  se 
rapproche  indéfiniment  de  w  quand  k  augmente.  Mais,  l'arc  du 
demi-cercle  Y  qui  part  de  w'  pénètre  dans  G'.  Donc  B^  pénètre 
dans  G'  pour  k  suffisamment  grand. 

Maintenant  la  démonstration  qu'on  vient  de  faire  pour  Dj 
s'applique  aussi  bien  à  D2,  D3,  ...  D/j_,.  La  première  partie  du 
théorème  est  donc  démontrée  On  démontrerait  de  même  la 
seconde  partie. 

Geci  prouve  que  les  différents  développements  dllermite  que 
ton  obtient  pour  un  nombre  quadratique  w  en  adjoignant  à  ce 
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nombre  un  autre  nombre  quelconque  ne  dijjhreni  que  dans  le  début. 
A  partir  d'un  certain  rang  ils  deviennent  identiques  entre  eux  et 
en  particulier  à  celai  quon  obtient  en  adjoignant  à  «  son  conjugué. 
Ces  développemenls  sont  périodiques . 

NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  La  réduction  continuelle  d'Hermite  a  été  exposée  de  la  façon 
suivante  par  Selling  (').  Soit  la  forme  indéfinie  (a,  6,  c).  On  déter- 
mine des  nombres  ^,  tj,  $i,  tji,  tels  que 

il  y  a  une  infinité  de  ces  systèmes  de  nombres.  Puis  on  considère  toutes 
les  formes  définies  (^^  -+-  $f,  2(;t,  -f-  ^it,i,  i]^  -+-  -rif).  Le  lecteur 
démontrera  qu'on  retrouve  ainsi  les  formes  attachées  à  (a,  b,  c). 

IL  —  Si  un  demi-cercle  orthogonal  à  Ox  passe  par  deux  sommets 
de  ^la  figure  i,  ou  bien  ce  demi-cercle  coupe  Ox  en  deux  points 
d'abcisses  rationnelles,  ou  bien  il  passe  par  une  infinité  de  sommets  de 
la  figure. 

III.  —  Aalre  représentation  géométrique  des  formes  quadratiques 
binaires  (^). 

On  représente  la  forme  primitive  (a,  6,  c)  par  le  point  de  coordonnées 
trilinéaires  (a,  6,  c).  On  suppose  pour  simplifier  que'^le  triangle  de  ré- 
férence ABC  est  isocèle  (AB  =  BC)  et  que  les  paramètres  de  référence 
sont  choisis  de  façon  que  6^  —  4«c  =  o  représente  le  cercle  tangent 
en  A  à  BA  et  en  C  à  BC.  Les  points  à  l'intérieur  de  ce  cercle  repré- 
setitent  les  formes  définies,  les  points  à  l'extérieur,  les  formes  indéfinies. 
Les  points  correspondants  aux  formes  définies  réduites  constituent  un 
domaine  fondamental  limité  par  les  droites  b  =  a,  6  =  —  a,  a  ^^  c. 
Il  correspond  à  la  substitution  identique.  A  chaque  substitution  modu- 
laire correspond  un  triangle.  L'ensemble  de  ces  triangles  recouvre  la 
surface  du  cercle.  Une  forme  indéfinie  (a,  6,  c)  est  dite  réduite  lorsque 
la  polaire  du  point  a,  b,  c  par  rapport  au  cercle  traverse  le  domaine 
fondamental.  D'ailleurs  celte  représentation  se  déduit  de  celle  du 
chapitre  XXI  par  une  projection  stéréographique . 

(1)  Selling,  J.  r.  a.  M.,  t.  77  (1874)  p.  ih']. 

(2)  HuRwiTz,  Math,  papers  of  Ihe  Chic  Congres  (1898)  Ncw-Tfork,  1896, 
p.  125,  Math.  Ann.  t.  45  (1894)  p.  85,  en  partie  traduit  par  L.  L.  Laugel, 
Nouv.  Ann.  Malh.  série  3,  t.  16  (1897,  p.  49)- 
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251.  —  Nous  parlons  de  l'identité  facile  à  vérifier  (*)  : 
(i)  (ax*  +  bxy  +  a'ef)  {a'x'^  -+-  bx'f  +  aey'^)  =  aa'X^  +  6XY  +  eY^ 

dans  laquelle  on  a  posé  : 

S  X  =  xx'  -  eyy' 

(  Y  =  axj''  -4-  a'x'y  -+-  byy' 

Les  trois  formes  qui  entrent  dans  cette  identité  ont  même  déter- 
minant 

A  =  62  —  4a'e. 

Nous  dirons  que  les  formes  (a,  6,  a'e)  et  (a',  6,  ae)  sont  immé- 
diatement mullipliables  et  que  la  forme  {aa',  b,  e)  est  leur  produit. 

Pour  que  deux  formes  soient  immédiatement  mullipliables  il 
faut  et  il  suffit  qu'elles  aient  même  déterminant,  même  second 
coefficient,  et  que  le  troisième  coefficient  de  l'une  soit  divisible  par 
le  premier  coefficient  de  l'autre.  Ces  conditions  sont  évidemment 
nécessaires.  Elles  sont  suffisantes  car  si   elles  sont  remplies,  en 

(^)  Cette  identité  se  trouve  dans  Lagrange. 
Le  cas  particulier  : 

{x^  +  y«)  («'3  4-  y^)  =  {XX   -  yyy  +  (x^'  +  x'y)* 

se  trouve  dans  Léonard  db  Pise  (ScriUi  de  Leonardo  Pisano,  pablic.  da  B.  Bon- 
compagni,  t.  2,  p.  294,  Roma  1867)  elle  était  sans  doute  connue  depuis 
longtemps. 

La  théorie  générale  de  la  multiplication  des  classes  est  due  à  Gauss  (Disq, 
Arithm.  art.  234  et  suiv.). 
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supposant  que  la  seconde  forme  soit  (a',  6,  c')  la  première  sera 
(a,  6,  a'e),  et  en  écrivant  que  les  deux  formes  ont  même  détermi- 
nant on  trouve  : 

c'  =  ae 

252.  Théorème  I.  —  Si  les  valeurs  de  x,  y  sont  premières  entre 
elles,  ainsi  que  celles  de  ae',  y'  tout  commun  diviseur  de  X,Y  divise  : 

ax^  +  hxy  -+-  a'ey'^         et         a'x'*  -H  hx'y  H-  aey'* 

En  effet,  un  tel  diviseur  d  divise  : 

—  a'X/H-Yx 


■c'est-à-dire 
et  : 
c'est-à-dire 


y{ax^  H-  bœy  -+-  a'ey^ 
(ax  +  ftjjX  4-  g/Y 


x'[ax^  -t-  bxy  +  aey*). 
Les  entiers  x',  y  étant  premiers  entre  eux  on  voit  que  d  divise  ; 

ax*  -f  ^^7  -+■  a'ey^. 
On  verrait  de  même  qu'il  divise  : 

a'x""  H-  hx'y'  -h  aey'^ 

Ca5  particulier,  —  Si  Xj  y  sont  premiers  entre  eux,  ainsi  que 

X',  y',  et 

ax^  -\-  bxy  H-  a'ey^        et         a'ce^  -f-  bx^  +  aey'' 

alors  X  et  Y  le  sont  également.  Autrement  dit  : 

Si  deux  Jormes  immédiatement  mullipliables  représentent  primi- 
tivement lune  un  entier  m,  l'autre  un  entier  m',  si,  de  plus,  m 
et  m'  sont  premiers  entre  eux  ;  le  produit  de  ces  deux  formes 
représente  primitivement  le  produit  mm'. 

Exemple  :  On  a 

(S,  2,  5)  (5,  2,  3)  =  (i5,  a,  i). 

La  première  forme  représente  primitivement  5  pour  a*  =^  o,  j  =  i . 
La  seconde  représente  primitivement  37  poar  x  =  2,  y  r=  i. 
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Le  produit  de  ces  formes  représente  primitivement  5  X  27  pour 

X  =  o.2  —  1.1.1=  —  I 

X  =  3.o.  1-4-5.2.  I  +2.  1  .  1  =  12. 

Mais  un  entier  représenté  primitivement  par  la  forme  produit 
n'est  pas  toujours  égal  au  produit  de  deux  entiers  premiers  entre 
eux,  représentés  primitivement,  l'une  par  une  forme  facteur  l'autre 
par  l'autre. 

Par  exemple,  la  forme  (i5,  2,  i)  de  l'exemple  précédent,  repré- 
sente primitivement  l'entier  i,  qui  ne  peut  se  décomposer  qu'en 
I  X  I  ou  ( —  i)  X  ( —  i).  Or  ni  l'une  ni  l'autre  des  deux  formes 
(3,  2,  5)  et  (5,  2,  3)  ne  peut  représenter  l'entier  i  ni  l'entier  —  i. 

Théorème  II.  —  Si  deux  formes  immédiatement  multipliables 
sont  primitives  leur  produit  l'est  aussi. 

Car  si  aa',  b  et  e  avaient  un  facteur  premier  commun,  ce  facteur 
diviserait  soit  a  soit  a'.  Supposons  qu'il  divise  a,  la  forme  (a,  b,  a'e) 
ne  serait  pas  primitive. 

Théorème  III.  —  Deux  Jormes  immédiatement  multipliables 
sont  toutes  les  deux  déjînies  ou  toutes  les  deux  indéfinies. 

Si  les  deux  Jacfeurs  sont  des  formes  définies,  le  produit  l'est 
aussi. 

Si  les  deux  facteurs  sont  des  formes  indéfinies,  le  produit  l'est 
aussi. 

Enfin,  suivant  que  les  deux  Jacteurs  sont  des  formes  définies 
de  même  signe  ou  de  signes  contraires^  le  produit  est  une  Jorme 
définie  positive  ou  négative. 

Ces  théorèmes  résultent  de  ce  que  les  trois  formes  ont  le  même 
déterminant  et  de  ce  que  le  premier  coefficient  de  la  forme  produit 
est  égal  au  produit  des  premiers  coefficients  des  deux  facteurs, 

A  partir  de  maintenant  nous  ne  nous  occuperons  plus  (sauf  spé- 
cification contraire)  que  des  formes  primitives^  et  dans  le  cas  des 
formes  définies,  que  des  formes  définies  positives. 

253.  —  Jusqu'à  maintenant  l'opération  de  la  multiplication  des 
formes  apparaît  comme  très  particulière  puisqu'elle  ne  s'applique 
qu'à  des  formes  très  particulières.  Le  caractère  de  généralité  de 
cette  opération  et  son  extension  aux  classes  de  formes,  ressortira 
des  deux  théorèmes  suivants  : 
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Théorème  I.  —  Elant  données  deux  classes  primitives  de  même 
déterminant  on  peut  trouver  dans  chacune  une  forme  de  Jaçon  que 
ces  deux  formes  soient  immédiatement  multipliahles. 

Prenons  dans  la  première  classe  une  forme  quelconque  (a,  6,  c) 
puis  dans  la  seconde  une  forme  (a',  b\  c')  telle  que  a  et  a'  soient 
premiers  entre  eux  (n<>  183).    Ensuite  faisons    sur  la  première 

forme  la    substitution  |       '")  et  sur  la  seconde  la  substitution 
On  obtient  les  formes  : 


o       1 

(a,  2am  -\-  b,  am^  -+-  6m  -4-  c)     et     (a',  :ia'm'  +  h',  a'm'^  -{-  b'm'  -{-  c') 

Déterminons  m  et  m'  de  façon  que  les  deuxièmes  coefTicients  de 
ces  formes  soient  les  mêmes  : 

lani  -\-  b  =  2a'in'  -f-  b'. 

Les  entiers  b  et  b'  étant  de  même  parité  puisque  les  deux  formes 
ont  même  déterminant  cette  équation  peut  s'écrire  : 

,   ,       b'—b 
am  —  a  m  = ; 

2 

et  elle  est  possible  puisque  a  et  a'  sont  premiers  entre  eux.  On  ob- 
tient ainsi  deux  formes  ayant  même  second  coefficient  : 

(3)  (a,  fc.,T)         et         (o',  6..  y'). 

Puisqu'elles  ont  même  déterminant  on  a  : 
.  ay  =  ay  . 

Or  a  et  a'  sont  premiers  entre  eux.  Donc  a  divise  y'  ^^  ^'  divise  y. 
Donc  les  deux  formes  (3)  sont  immédiatement  multipllables. 

Remarque  I.  —  Le  deuxième  coefficient  6i  de  ces  formes  est 
déterminé  par  b  système  de  congruences  : 

6i  ^  6  (mod  2a) 

6i  ^  b'         (mod  2a'). 

Remarque  II.  —  On  voit  que  l'on  peut  supposer  que  le  pre- 
mier coefficient  de  l'une  des  formes  immédiatement  multipllables 
est  l'un  quelconque  des  entiers  représentables  d'une  façon  primi- 
tive dans  la  première  classe,  le  premier  coefficient  de  l'autre  étant 
l'un  quelconque  des  entiers  représentables  d'une  façon  primitive 
dans  la  seconde  classe  et  premiers  avec  le  précédent. 
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Théorème  II.  —  Ayant  ainsi  déterminé  dans  les  deux  classes 
deux  Jormes  immédiatement  multipUahles  (a,  fc,  a'e)  et  {cl.  h,  ae) 
où  ton  suppose  D(a,  a')  =  i ,  si  l'on  prend  dans  les  deux  classes 
deux  autres  formes  immédiatement  mullipliables  (/,  m,  l'n)  et 
{/',  m,  In),  où  Von  ne  suppose  pas  nécessairement  D(/,  /')  =  i,  le 
produit  des  deux  premières  formes,  soit  {aa'  b,  e)  et  le  produit  des 
deux  autres  (//',  m,  n)  sont  de  même  classe. 

Puisque  (a,  6,  a'e)  et  (/,  m,  l'n)  d'une  part,  (a',  6,  ae)  et 
(/';  m,  In)  d'autre  part,  sont  de  même  classe,  c'est  qu'il  existe 
(n®  182)  des  entiers  a,  7,  a',  7'  tels  que  : 

la^  +  may  +  l'nf  =  a  l'a^  -h  ma  y  +  Iny'^  =  a' 

b  —  m           ,,              \                        b  —  m    ,       ,    ,  ': 
a  —  l  ny  ^^o  I                          a   —  Iny  ^  °  / 

.  ^ ,  (  (mod  a)  ,  *  (  (mod  a') 

— ' —  y  4-  la^o  j  .  Y  -+- 1  «  :^  o  ) 

€t  il  faut  démontrer  qu'il  existe  des  entiers  X,  v,  tels  que  : 

in^  +  mXv  +  /iv2  =  aa' 

6  —  m  .  \ 

/.»  I        A  —  nv  ^  o  1 

,  \  (mod  aa') 

b-h  m      ,    ,,„  C"  ' 

2  ; 

Or  il  suffit  de  prendre  pour  X,  v,  les  valeurs  que  donnent  les 
formules  (2)  quand  on  y  remplace  x,  y,  as',  y',  a,  a',  6,  e,  respec- 
tivement par  a,  y,  a',  7',  /,  /',  m,  n  : 

X  =  aa'  —  nyv' 
V  =  laY  +  ^'a'y  +  ^Xi' • 

Ces  valeurs  satisfont  à  la  première  des  conditions  (4)  d'après 
l'identité  (i).  Elles  satisfont  à  la  seconde,  car  la  quantité  : 
b  —  m  ^  6  —  m 


2  2 

peut  se  mettre  sous  la  forme  : 


(aa'  —  ti'Tt')  —  n{laY  H-  /'«'y  +  '"TY') 


(b  —  m  1/    \    /  (b  -\-  m       ,    ,  \    r 

ce  qui  montre  qu'elle  est  divisible  par  a,  et  sous  la  forme  : 
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<:e  qui  montre  qu'elle  est  divisible  par  a' .  Or  D(aa')  ■=  i ,   donc 
«lie  est  divisible  par  aa! . 

On  démontre  de  même  que  la  troisième  des  conditions  (4)  est 
«atisfaite. 

254.  Multiplication  des  classes.  —  On  peut  parler  mainte- 
nant d'une  multiplication  des  classes  primitives  de  même  déter- 
minant A. 

Soient  G  et  G'  deux  telles  classes.  On  peut,  d'après  le  théorème  I, 
prendre  dans  G  et  G'  deux  formes  immédiatement  multipliables, 
le  produit  de  ces  deux  formes  appartient  à  une  classe  F  et,  d'après 
le  théorème  II,  cette  classe  F  ne  dépend  pas  du  choix  des  formes 
choisies  dans  G  et  G'  mais  uniquement  de  G  et  G'.  On  dira  que  F 
■est  le  produit  de  G  par  G'. 

Ayant  ainsi  défini  le  produit  de  deux  classes,  on  définira  le  pro- 
duit d'un  nombre  quelconque  de  classes  par  les  formules  : 

GC'G"  =  (COG" 
CG'CC'"  =  (GC'G")C'"    etc. 

D'ailleurs  on  peut  effectuer  la  multiplication  de  plusieurs  classes 
d'un  seul  coup  par  un  calcul  analogue  à  celui  du  n°  253. 

On  représente  les  classes  par  des  formes  telles  que  les  premiers 
coefficients  soient  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  soient  (a,  6,  c), 
[a!,  b',  c)  ■ (o^**,  6<'>,  c''*)  puis  on  fait  sur  la  première  une 

substitution  |       "^  | ,  sur  la  seconde  une  substitution  |       "M,  ..., 
sur  la   dernière  une  substitution  i  *     "^     |  et  on  détermine  m, 

m',  ...,  m**'  par  la  condition  que  les  formes  obtenues  aient  même 
second  coefficient  6i.  On  est  conduit  aux  équations  : 

2am  4-  6  =  la'm  -\-  h'  = =  2a(')mW  -h  &(')  =  6i 

ou  ; 

6i  ^  6        (mod  ia) 
hi  ^  h'       (mod  2a') 


tj  ^  6(')     (mod  2a(')) 
«ystème  de  congruences  possibles  puisque  a,  a',  ...  a*'*  sont  pre- 
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miers  entre  eux  deux  à  deux  et  que  b,  b%  ...  6<''  sont  de  même 
parité. 

On  obtient  ainsi  des  formes 

(a,  6,.  y),  (a',  6.,  y),  •.•  (a^,  6^,  yW), 

et  puisqu'elles  ont  même  déterminant  on  a  : 

fly  =  c'y'  =  ...  =  a('>Y*''- 

Or,  a,  a',  ...  a<'>  sont  premiers  entre  deux  à  deux  ;  donc  la  valeur 
commune  des  entiers  ay,  ày',  ...  est  de  la  forme  aa'  ...  a^'>e.  Alors 
les  formes  à  multiplier  sont  : 

(a,  6,,  a'a"  ...  a(')e),  (a',  b^,  aa'  ...  é'U),  ...  (a"),  61,  aa'  ...  a^'-'U). 

Le  produit  des  deux  premières  est  {aa',  bi,  a"  ...  a<''e,  le  pro- 
duit de  celle-ci  par  la  troisième  est  {aa'a",  èi,  a'"  ..^a^'^e),  etc. 
Finalement  le  produit  des  formes  est  {aa'  ...  a<*',  bi,e). 

On  voit  immédiatement  que  la  multiplication  des  classes  est  une 
opération  commuiative  et  associative. 

En  effet 

(a,  6,  a'e)  (a',  6,  ae)  =  (a',  6,  ae)  (a,  6,  a'c)  =  {aa',  b,  e) 
[{a,  b,  a'a"e)  {a',  6,  aa"e)]  (a",  b,  aa'e)  =  {a,  b,  a'a"e)  [{a',b,aa"e)  {a",  b,  aa'e)] 

=  {aa'a",  b,  e). 

Corollaire.  —  Le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  classes 
est  indépendant  de  l'ordre  des  facteurs,  et  l'on  peut  y  remplacer 
plusieur  facteurs  par  leur  produit  effectué. 

255.  La  multiplication  des  classes  est  une  opération  unipare. 
C'est-à-dire  que  l'égalité  GC  =  CG"  entraîne  G'  ==  G". 
En  effet  soit,  comme  plus  haut  : 

(a,  b,  a'a"e),     (a'  b,  a"ae)     et     (a",  b,  aa'e) 

trois  formes  représentant  respectivement  les  trois  classes  G,  G,  G". 

Par  hypothèse  {aa',  b,  a"e)  est  de  même  classe  que  {aa",  b,  a'e) 
et  nous  voulons  démontrer  que  (a',  6,  a"ae)  est  de  même  classe 
que  {a"  b,  aa'e). 

Employons  encore  les  conditions  du  n"  182.   Par  hypothèse  il 
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existe  deux  entiers  a,  y,  satisfaisant  aux  conditions  : 
{  aa'a-  H-  ha-^  +  a!'e^{^  =  aa" 

'  67  H-  aa'a  ^  o  )  ' 

et  l'on  veut  démontrer  qu'il  existe  deux  entiers  /,  v,  telles  que 

(  a'X2  +  6Xv  4-  a"ae^^  =  a" 

/  ,  ,^  5  (niocl  a') 

'  6v  -h  a'X  ^  o  ( 

Or,  la  seconde  et  la  troisième  des  conditions  (5)  montrent  que 
ey  et  by  sont  divisibles  par  a  ;  et  comme  D(a,  b,  e)  =  i  puisque 
(a,  6,  aV^)  est  primitive,  il  en  résulte  que  y  est  divisible  par  a. 

Alors  X  =  a,  V  =  -^  satisfont  aux  conditions  (6). 

256.  Du  rôle  de  la  classe  principale.  —  Dans  la  multiplica- 
tion des  classes,  la  classe  principale  joue  le  rôle  d'unité.  C'est-à- 
dire  que  le  produit  d'une  classe  quelconque  C  par  la  classe  princi- 
pale est  égal  à  G. 

En  effet  la  classe  principale  représente  d'une  façon  primitive 
l'entier  i .  On  peut  donc  (n°  253)  trouver  dans  la  classe  principale 
et  dans  la  classe  C  respectivement  deux  formes  immédiatement 
multipliables  et  telles  que  le  premier  coefficient  de  la  première 
soit  I.  Soient  (i,  b,  ae),  (a,  b,  e)  ces  deux  formes.  D'après  la  for- 
mule (i)  leur  produit  est  (a,  6,  e)  et  ceci  démontre  le  théorème. 

Nous  représenterons,  lorsqu'il  n'y  aura  pas  d'ambiguité  pos- 
sible, la  classe  principale  par  i . 

Théorème.  ^  Le  produit  de  deux  classes  inverses  (  n**  156)  est 
égal  à  la  classe  principale.  En  effet  une  classe  étant  représentée  par 
la  forme  (a,  6,  c)  son  inverse  peut  être  représentée  par  la  forme 
(c,  6,  a).  Ces  deux  formes  sont  immédiatement  multipliables  et 
leur  produit  est  [ac,  b,  i).  Or,  cette  forme  appartient  à  la  classe 
principale  puisque  son  dernier  coefficient  est  i . 

Ceci  justifie  la  dénomination  de  «  classes  inverses  »,  puisque  la 
classe  principale  est  assimilée  à  l'unité  ('). 

Nous  désignerons  l'inverse  d'une  classe  C  par  la  notation  G~*. 

(•)  Voir  la  note  du  n"  156. 
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257.  Puissance  d'une  classe,   —   Par  définition   :   si  m  est 
entier  et  >.  i,  G'"  est  le  produit  de  m  classes  identiques  à  G. 
Si  m  =1,         G'  =  G. 
Si  m  =  G,  G"  =  la  classe  principale. 

Si  m  est  entier  et  négatif,  soit  m  =  —  m',  on  a  : 

G"'  =  (C-')m'. 

Gelte  dernière  définition  justifie  la  notation  G~*  employée  pour 
la  classe  inverse  de  G.  • 

On  constate  sans  peine  que 

C'"C"  ...  =  C"'+»+-- 

quels  que  soient  les  entiers  m,  n,  ... 

Formation  des  puissances  d'une  classe.  1°  Carré  d'une" classe. — 
Prenons  dans  cette  classe  une  forme  dont  le  coefficient  soit  premier 
à  D,  soit  a,  b,  c).  Faisons  sur  cette  forme  la  substitution  modu- 
laire (^  '"|.  Elle  devient  : 

(a,  aam  -J-  b,  am^  -)-  Jm  +  c). 

Déterminons  m  par  la  condition  que  dans  cette  nouvelle  forme 
le  dernier  coefficient  soit  divisible  par  le  premier,  c'est-à-dire  que 

bm  -Jf  c^o  (mod  a). 

G'est  possible  car  a  étant  premier  à  D  l'est  aussi  à  b. 

La  classe  est  alors  représentée  par  une  forme  (a,  6,  ae)  (le 
deuxième  coefficient  n'est  plus  le  même  que  tout  à  l'heure,  mais 
nous  le  désignons  encore  par  6,  pour  ne  pas  multiplier  les  nota- 
tions) et  l'on  a  immédiatement  : 

(a,  b,  aey  =  {a},  b,  e). 

2°  Puissance  i^"""  d'une  classe  {i  >.  2).  —  Appliquons  la  même 
méthode  mais  déterminons  cette  fois  m  par  la  condition  que 

(7)  am^  -t-  6m  H-  c  ^  o  (mod  a''~^). 

k  étant  un  entier  supérieur  ou  égal  à  i. 

Nous  venons  de  voir  que  c'est  possible  pour  k  =  2  ;  montrons 
que  si  c'est  possible  pour  une  valeur  de  l'exposant,  c'est  aussi  pos- 
sible pour  cette  valeur  augmentée  d'une  unité.  Soit  mo  tel  que 

anio^  -+  bmo  -h  c  ^  o  (mod  a*~^). 
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Posons  dans  la  congruence  (7)  ; 

m  =  iriQ  -h  a*~-|jL 

fjL  étant  la  nouvelle  inconnue.  Cette  congruence  devient  : 

Qiic-s^z  4-  (20*"* m^  H-  6a^~-);jL  +  am^o  4-  bruo  4-  c  ^  o  (mod  a*-'). 

Or,  2k  —  3  >  A-  —  I,  puisque  A:  >•  i  >  2.  La  congruence 
précédente  s'écrit  donc  plus  simplement  : 

bii  H ^^, =  (mod  a). 

Elle  est  donc  possible. 

Ainsi  la  classe  C  est  représentée  par  (a,  6,  a*~'e)  et  l'on  trouve 
facilement  : 

(a,  b,  a^-^ej  =  (a',  6,  a*-»e) 

valable  pour  toutes  les  valeurs  de  k  supérieures  ou  égales  à  i,  en 
particulier  pour  k  =  i  ce  qui  donne  : 

(a,  b,  a'-*e)'  =  (a',  b,  e) 

Remarque.  —  On  peut  suppposer  le  coefficient  a,  premier  non 
seulement  à  D  mais  même  à  liD,  h  étant  un  entier  quelconque. 
Cette  remarque  nous  sera  utile. 

258  Rapport  de  deux  classes.  —  Soient  les  deux  classes  C 
et  C,  il  existe  une  classe  et  une  seule  F  telle  que  CT  =  C. 

En  effet  en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 
C'~',  il  vient  Y  =  GC'~*.  Ainsi  il  ne  peut  y  avoir  que  la  classe 
CG'-*  qui  réponde  à  la  question,  et  d'ailleurs  on  voit  immédiate- 
ment qu'elle  y  répond.  Cette  classe  se  nommera  le  rapport  de  C  à 
C  On  voit  immédiatement  que  : 

1"  Le  rapport  de  C  à  C  est  le  même  que  celui  de  CC  à  C'C". 

2"  Le  rapport  d'une  classe  à  elle  même  est  la  classe  principale, 

259.  Périodicité  des  puissances  d'une  classe.  Exposant 
d'une  classe.  —  Considérons  la  suite  indéfinie  dans  les  deux, 
sens  des  puissances  d'une  classe  C 

...  G-^c-^  1,0,  c, ... 
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Gomme  le  nombre  des  classes  d'un  même  déterminant  est 
limité  il  y  a  dans  celte  suite  des  termes  identiques.  Soit 

C»'  =  C"       («'  >  n). 

On  en  déduit  C"'~"  =  i.  Ainsi  il  y  a  un  exposant  positif  m  qui 
jouit  de  cette  propriété  que  G'"  =  i . 

Appelons  m  le  plus  petit  exposant  positif  jouissant  de  cette 
propriété  ;  m  est  dit  l'exposant  de  la  classe  G.  On  voit  alors 
immédiatement  que  les  m  premiers  termes  de  la  suite  sont  diffé- 
rents deux  à  deux;  et  que  la  suite  est  périodique,  la  période 
étant  justement  i,  G,  G^  ...  G"*"*.  Les  exposants  v qui  jouissent 
de  la  propriété  C^  =  i  sont  les  multiples  de  m. 

260.  Théorème.  —  Le  carré  d'une  classe  bilaière  est  égale  à  la 
classe  principale .  L'exposant  d'une  classe  bilatère  est  égale  à  2,  sauf 
si  cette  classe  est  la  classe  principale. 

En  effet  une  classe  bilatère  G  est  à  elle-même  son  inverse  (n"  177) 
G  =  G~*.  Donc  G*  =  I.  Il  en  résulte  que  l'exposant  est  2  ou  i, 
mais  si  l'exposant  est  i  la  classe  G  est  la  classe  principale. 

Exemple.  —  Soit  D=  io4,  on  trouve  6  classes  positives,  toutes 
primitives 

A  =  (1,0.  26)     B  =  (2,  o,  i3)     G  =  (3,  a,  9)      D  =  (3.  -  2,  9) 
E  =  (5,  4,  6)      F  =  (5.  -  4,  6). 

A  est  la  classe  principale,  B  est  bilatère,  G  et  D  ont  pour  exposant  3, 
E  et  t"  ont  pour  exposant  6. 

On  voit  sur  cet  exemple  que  les  exposants  de  A,  B,  G,  D,  E,  F 
5ont  tous  diviseurs  de  6.  Geci  est  général. 

261.  L'exposant  d'une  classe  primitive  est  un  diviseur 
du  nombre  h  de  classes  primitives  du  même  déterminant.  — 

(Glasses  positives,  si  le  déterminant  est  négatif). 

Soit  une  ciasse  G,  de  déterminant  D,  soit  m  son  exposant,  écri- 
vons la  suite 

(8)  1     C    G^  ...  G'"-^ 

Si  ce  sont  là  toutes  les  classes  de  déterminant  D,  on  a  h  =  m. 
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Sinon  soit  Ci  une  classe  de  déterminant  D  qui  n'est  pas  dans 
la  suite  (8). 
Considérons 

(9)  Ci.CC,  ...C,C— . 

On  démontre  facilement  que  dans  l'ensemble  des  classes  (8) 
et  (9),  deux  classes  quelconques  sont  différentes  entre  elles.  Si  (8) 
et  (9)  constituent  toutes  les  classes  de  déterminant  D, on  a  h  =  2m. 

Sinon  soit  Gj  une  classe  qui  n'est  ni  dans  (8)  ni  dans  (9),  on 
forme 

(10)  C3,  ce,  ...CïC'"-' 

et  l'on  continue  le  raisonnement  de  la  même  façon.  Si  l'on  épuise 
toutes  les  classes  du  déterminant  D  en  k  suites  telles  que  (8), 
(9),  (10),  ...  on  a  h  =  km. 

On  remarquera  l'identité  de  ce  raisonnement  avec  celui  de  1 .  2^0. 

Ceci  sera  expliqué  dans  le  chapitre  suivant. 

262.  Rapport  entre  la  théorie  de  la  composition  et  la 
théorie  des  genres.  Théorème.  —  Les  caractères  (n"  212)  de  la 
classe  ce  sont  les  produits  des  caractères' de  la  classe  G  par  ceux 
correspondants  de  la  classe  C. 

En  effet  tout  caractère  de  C  est  égale  à  l'une  des  expressions  sui- 
vantes : 


(^") 


-  )  (/)  étant  un  facteur  premier  impair  du  déterminant), 


m  —  1 


(-1)    ^    .       (-1)    '    .       (-0    ^ 

m  étant  un  entier  impair,  premier  au  déterminant,  représentable 
primitivement  par  la  classe  G.  Les  caractères  correspondants  de  C 

^  m'  —  I 

sont  ("^j».  ( —  i)     ^      etc.  m'  étant  un  entier  impair,  premier  au 

déterminant  et  à  m',  représentable  primitivement  par  C.  De  plus 
on  a  vu  (n"  252)  que  CC  représente  primitivement  le  nombre  mm'. 


Gàhik. —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  3i 


Les  caractères  de  CC'sont  donc  i/- — ),  ( —  i)      ^     ,  etc 


482  THÉORIE    DES    NOMBRES 

Or  on  vérifie  facilement  que 

m'm  —  I  m  —  i  ; 


(-1)    «    =(-1)  ^   (-1) 


m  —  im^— I  m  — i        m'*  — 

H â —  .         , — :; 1 a— 


(-1)         ^  «  =(-l)       ^  «        (-1)       ^ 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire.  —  Les  classes  carrés  parfaits  ont  tous  leurs  caractères 
égaux  à  i.  Elles  appartiennent  au  genre  principal  {n°  213). 

La  réciproque  est  vraie,  elle  sera  démontrée  plus  loin. 

263.  Multiplication  des  genres.  —  Il  résulte  du  théorème 
précédent  que  si  l'on  se  donne  deux  genres  G,  G',  et  si  l'on  prend 
une  classe  G  de  genre  G,  et  une  classe  G'  de  genre  G',  le  genre  de 
GG'  ne  dépend  que  de  G  et  G',  et  non  de  G  et  C. 

Ce  genre  pourra  s'appeler  le  produit  de  G  par  G'  et  se  désigner 
par  GG'.  La  multiplication  des  genres  ainsi  définie  est  une  opéra- 
tion commutative,  associative,  unipare.  Le  genre  principal  joue  le 
rôle  d'unité.  D'après  le  corollaire  du  théorème  du  n»  262,  le  carré 
de  tout  genre  est  le  genre  principal.  Autrement  dit  tout  genre  a 
l'exposant  2,  sauf  le  genre  principal  qui  a  l'exposant  i.  Tout 
genre  est  identique  à  son  inverse. 

264.  Classes  dans  lesquelles  un  entier  est  reprérentable. 

—  On  a  vu  {n°  180  th.  II)  que  la  condition  pour  qu'un  entier  m 
soit  représentable  d'une  façon  primitive  dans  certaines  classes  de 
déterminant  A  est  que  la  congruence 

x^  -\-  px  —  k  ^  o  (mod  m) 

soit  possible.  Cherchons  maintenant  ce  que  l'on  peut  dire  de  ces 
classes  dans  lesquelles  m  est  représentable  primitivement  ('). 


(*)  Les  théorèmes  qui  suivent  ont  été  exposés  d'une  façon  systématique  par 
M.  DE  La  Vallée  Poussin.  {Mém.  couronnés  et  autres  mém.  pub.  par  l'Ac.  roy.  de 
Belgique,  t.  53).  Un  certain  nombre  d'entre  eux  étaient  connus  auparavant. 
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On  peut  se  borner  au  cas  de  m  >>  o,  car  si  l'entier  m  est  repré- 
sentable par  (a,  6,  c),  l'entier  —  m  est  représentable  par 
(—a, —  6,  —  c). 

Théorème  I. —  Soit  p  un  nombre  premier  tel  que  A  ^  o  {mod  p^). 
Si  p*  (a  >  o)  65/  représentable  d'une  façon  primitive  dans  une 
classe  de  déterminant  A,  il  l'est  aussi  dans  la  classe  inverse  et  il  ne 
l'est  dans  aucune  autre.  Ces  classes  sont  primitives. 

En  effet  la  congruence 

x^  4-  px  —  /c  ^  o  mod  p"^) 

si  elle  a  des  racines  en  a  deux  (n"  35)  dont  la  somme  est  congrue 
(mod  p^)  à  —  p.  Soient  n  et  —  o  —  n  ces  deux  racines,  p*  sera 
représentable  dans  les  classes  des  deux  formes 

(p^  (2n  -+-  o),   p j     et     (^p*  —  (an  +  p)   p^ j 

€t  dans  celles-là  seulement.  Or  ces  classes  sont  inverses  l'une  de 
l'autre.  Elles  sont  primitives.  En  effet  puisqu'elles  représentent  p*, 
leur  diviseur  ne  pourrait  être  qu'une  puissance  de  p.  Mais  alors  A 
serait  divisible  par  p^  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Remarquons  d'ailleurs  qu'il  peut  arriver  que  ces  deux  classes 
n'en  fassent  qu'une.  Cela  arrive  quand  elles  sont  bilalères. 

Le  théorème  est  encore  vrai  pour  a  =  o,  car  dans  ce  cas  p^  =  i 
qui  n'est  représentable  que  dans  la  classe  principale. 

Remarquons  que  si  A  est  divisible  par  p  mais  non  par  p^,  la 
congruence  n'est  possible  que  si  a  <!  2  et  elle  n'a  qu'une  racine 

n  =  —  I  (mod  p). 
La  classe  qui  représente  p  est  celle  de 


p,  o. 


A 


I       si       A  pair 


p,  p,  ^    ,       j       si       A  impair. 

Dans  les  deux  cas  c'est  une  classe  bilatère. 
Théorème  II. —  Soitp  un  nombre  premier  tel  que  jA  ^  o{mod  p*) 
et  qui  soit  représentable  primitivement  dans  les  deux  classes  primi- 
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tives  C  el  C~*  ;  alors  /)<*  est  représentable  de  la  même  façon  dans 
les  classes  C"  el  G""  et  dans  celles-là  seulement. 
Cela  résulte  de  l'égalité  : 

(p«,  6,  c)  =  (p,  6,  p^'-'c)» 

cas  particulier  de  l'égalité  : 

(pS  6,  p«-'c)  =  (p,  6,  p«-'c)«      (i=i,  2,  ...  ûi). 

démontrée  au  n°  257. 

Corollaire.  —  //  existe  des  exposants  m  tels  que  p*"  est  représen- 
table d'une  façon  primitive  dans  la  classe  principale.  Ces  exposants 
sont  les  multiples  du  plus  petit  d'entre  eux.  Ce  dernier  est  dit 
l'exposant  de  p  par  rapport  au  groupe  des  classes  de  déterminant  A. 

Théorème  III,  —  Soit  a=p^q^  ...un  entier.  Supposons  que  p 
soit  représentable  d'une  Jaçon  primitive  dans  G  et  G"S  q  dans  C 
et  G'-*,  etc.  Alors  a  est  représentable  d'une  façon  primitive  dans 
les  classes 

(II)  G±«G'±P... 

et  dans  celles-là  seulement. 

En  effet  une  classe  qui  représente  a  d'une  façon  primitive  con- 
tient une  forme  dont  le  premier  coefficient  est  a,  soit  (a,  6,  c).  Or 

(a,  h,  c)  =  ^p",  6,  c  -^)(g^  b.  c  -^)  ... 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarque.  —  Les  classes  données  par  cette  formule  ne  sont  pa& 
nécessairement  distinctes.  Et  même  il  est  certain  que  lorsque  le 
nombre  des  facteurs  premiers  de  a  est  suffisamment  grand  elles  ne 
le  sont  pas.  Gar  le  nombre  des  classes  distinctes  de  déterminant  A 
est  fini. 

Corollaire  I.  —  //  existe  des  puissances  de  a  représentables  d'une 
façon  primitive  dans  la  classe  principale. 

En  effet  soit  m  l'exposant  dep,  m'  celui  de  ç,  etc.  Déterminons 
l'entier  n  par  les  conditions  : 

na  ^  o      (mod  m) 
n[3  ^  o       (mod  m') 
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Il  est  visible  que  a"  est  représentable  d'une  façon  primitive 

dans  la  classe  principale,  puisque/)"^,  (/"s  ...  le  sont  et  d'ailleurs 
sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux  (n°  252). 

Ces  exposants  sont  tous  multiples  du  plus  petit  d'entre  eux. 

En  effet  soit  p^  le  plus  petit  d'entre  eux  et  m  un  autre.  Les  entiers 
«""  et  ai^  étant  représentables  dans  la  classe  principale  il  en  est  de 
même  de  a'""'^^  quel  que  soit  g,  et  en  prenant  pour  q  le  quotient 
à  une  unité  prés  de  m  par  ^,  on  trouverait,  si  m  n'était  pas  divisible 
par  [x,  un  exposant  r  positif  plus  petit  que  p,  et  tel  que  a'"  serait 
représentable  dans  la  classe  principale. 

L'entier  [j,  sera  dit  t exposant  de  a  par  rapport  au  groupe  des 
classes  de  déterminant  A. 

Cas  particulier.  —  Si  a  est  représentable  d'une  façon  primitive 
dans  la  classe  principale,  toutes  les  puissances  de  a  le  sont  aussi. 

265.  —  Ayant  ainsi  déterminé  les  classes  qui  représentent  un 
entier  a  d'une  façon  primitive  on  peut  se  demander  pour  quelles 
valeurs  des  variables  se  font  les  représentations. 

Dans  chacune  de  ces  classes  il  y  a  une  infinité  de  formes.  On 
peut  se  borner  à  clierclier  les  représentations  de  a  par  l'une  de  ces 
formes,  car  si  dans  la  forme/,  l'entier  a  est  représenté  par  x  =  Xq^ 

y  =  yo,  dans  la  forme/  X  (       'M,  il  est  représenté  par 

€t  réciproquement. 

Ensuite  un  entier  peut  avoir,  dans  une  forme /,  plusieurs  ou  une 
infinité  de  représentations,  mais  on  sait  que  ces  représentations  se 
déduisent  d'un  certain  nombre  d'entre  elles  par  les  substitutions 
automorphes  de  la  forme.  On  peut  considérer  toutes  ces  représen- 
tations comme  n'étant  pas  distinctes. 

Ceci  posé  considérons  d'abord  un  nombre  premier  p  représen- 
table dans  une  classe  G  et  dans  G~'.  On  peut  représenter  G  par  la 
forme  (/>,  6,  c)  et  C~'  par  (p,  —  b,  c).  Dans  chacune  de  ces  classes 
p  a  la  représentation  £C  =  i,  y  =  o  et  il  n'en  a  pas  d'autres  (deux 
représentations  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  substitu- 
tion automorphe  de  la  forme  n'étant  pas  considérées  comme  dis- 
tinctes). En  effet  on  sait  que  chaque  représentation  correspond  à 
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une  racine  de  ai^  +  pa;  —  k^o  (mod  p).  Or  cette  congruence  n'a 
que  deux  racines.  Ces  deux  racines  n'en  font  qu'une  double  dans^ 
le  cas  où  A  ^  o  {mod  p),  mais  en  tout  cas  l'une  étant  b',  l'autre 
est  —  b'  —  p.  La  première  correspond  à  une  forme  {p,  26'  H- p,  c), 
l'autre  à  la  forme  {p,  — 26'  —  p,  c)  c'est-à-dire  à  la  forme 
opposée. 

Considérons  maintenant  un  entier  p^.  On  voit  de  même  qu'il 

se  représente  dans  deux  formes  opposées  (p",  b,  c)  et  (/)",  — 6,  c) 
pour  X  =  i,  y  =  0  seulement.  Mais 

(p^6.c)  =  (p,  6,p«-'cf 
et 

Or  (p,  6,  p*'~^c)  et   (p,  • — b,  p^~^c)   peuvent  représenter  p. 
Elles  appartiennent  donc  respectivement  aux  classes  C  et  C~^  qui 

représentent  ce  nombre.  Alors  (p",  6,  c)  et  (p*,  —  6,  c)  appar- 
tiennent respectivement  aux  classes  C"  et  C~". 

D'autre  part  la  représentation  x  =  i,  y  =  o  de  p^  dans  la  classe 

C    est  celle  qui  se  déduit  de  la  représentation  x=-i,y  =  odep' 
dans  la  classe  C  par.  les  formules  du  n°  251. 

On  verra  alors  facilement  que  toute  représentation  de  a=p'^q^ ... 

dans  la  classe  C^C^  ...  provient  par  application  des  formules  du 
n"  251  de  représentations  de  p,  q,  ...  dans  les  classes  C,  C,  ... 

Un  entier  a  aura  plusieurs  représentations  distinctes  dans  une 
même  classe  quand  cette  classe  pourra  se  mettre  de  plusieurs 

façons  sous  la  forme  C^C^  ...  On  a  vu  en  effet  (n°  264  Remarque 
du  théorème  III)  que  ce  cas  se  présente. 

266.  —  La  question  posée  au  n°  264  est  ainsi  résolue.  Voici 
d'autres  théorèmes  qui  nous  seront  utiles  plus  tard. 

Théorème  I.  —  Soient  a  et  a'  représentables  primitivement  dans 
des  classes  primitives  de  déterminant  A  ;  on  peut  trouver  deux  de 
ces  classes  T  et  V  telles  que  F  représente  primitivement  a,  que  Y' 
représente  primitivement  a'  et  que  TV  représente  primitivement 
ad.  De  plus  l'une  des  deux  classes  F,  F',  la  classe  F  par  exemple 
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peut  être  prise  arbitrairement  parmi  les  classes  qui  représentent 
primitivement  a. 

En  effet  appelons  p,  q,  ...  l'ensemble  des  facteurs  premiers  de 
p  et  q^  et  soit 

a  =zp^q^  ... 

a'=/igP>  ... 

certains  des  exposants  a,  j6,  ...,  «i,  |3i,  ...  pouvant  être  nuls. 
Les  classes  qui  représentent  p  sont 

G±«G'±^  ... 

celles  qui  représentent  p'  sont 

c±"<:'±Pi ... 

Prenons  arbitrairement  Tune  des  classes  qui  représentent  a,  par 
exemple 

r  =  C''C'-^  ... 

Il  suffit  de  prendre  pour  F'  la  classe 

r'  =  C''iC'~^^' ... 

les  signes  des  exposants  étant  les  mêmes.  Ces  classes  F,  F'  et  leur 
produit  FF'  répondent  à  la  question. 

Théorème  II.  —  Si  deux  entiers  a  et  ai  sont  représentables 
primitivement  par  une  même  classe  C,  leur  produit  admet,  dans 
la  classe  principale,  des  représentations  dont  le  diviseur  divise 
D(a.  aO- 

En  effet  ai  étant  représentable  primitivement  dans  G  l'est  aussi 
dans  G~^.  Donc  aai  admet  dans  GC~',  c'est-à-dire  dans  la  classe 
principale  une  représentation  dont  le  diviseur  divise  D(a,  ai) 
(n»252). 

Cas  particulier.  —  Si  deux  entiers  a  et  a^,  premiers  entre  eux, 
sont  représentables  primitivement  dans  une  même  classe,  leur  pro- 
duit est  représentable  primitivement  dans  la  classe  principale. 

Réciproque.  —  Si  a  et  a,  sont  premiers  entre  eux  et  si  aa^  est 
représentable  primitivement  dans  la  classe  principale,  on  peut  trou- 
ver  une  classe  dans  laquelle  a  et  a^  sont  représentables  primitive- 
ment. 
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Les  classes  qui  représentent  primitivement  a  sont  les  classes 
celles  qui  représentent  primitivement  ai  sont 

/-i+otipz+ai 
11'" 

celles  qui  représentent  primitivement  aai  sont 

1  i 

Par  hypothèse  l'une  de  celles-ci  est  la  classe  principale.  Soit 

C'^G"'"'  ...  C^^'^C'^'^'*'  ...  =  1. 
On  a 

r  =  C"C"'"'  ...  =  Cr''*'G'r^'°''' ... 

La  classe  F  jouit  de  la  propriété  annoncée. 

Théorème  III.  —  Une  classe  carré  parfait  représente  primitive- 
ment des  entiers  carrés  parfaits,  premiers  à  AA,  h  étant  un  entier 
quelconque. 

En  effet,  nous  avons  vu  (n°  257)  qu'une  classe  carré  parfait 
peut  se  représenter  par  (a^,  6,  c)  a  étant  premier  à  liA.  On  voit 
que  cette  forme  représente  primitivement  a^  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

Théorème  IV.  —  Toute  classe  qui  représente  un  carré  a^  tel 
qu'aucun  de  ses  Jacteurs  premiers  n'entre  au  carré  dans  A,  est  une 
classe  primitive,  carré  d'une  autre  classe  primitive. 

Tout  d'abord  on  peut  supposer  que  la  représentation  de  a^  dont 

il  est  parlé  est  primitive.  Car  si  la  représentation  de  a^  a  lieu  pour 

X  ==  dx',  y  =  dy' ,  avec  D[x  ,  y')  =  i,  il  y  aura  une  représenta- 

.    .  .  a^ 

tion  primitive  de  -p  pour  x  z=  x\  y  =y' . 

Ceci  posé,  la  classe  en  question  peut  se  présenter  par  (a^,  b,  e). 
Or  cette  forme  est  le  carré  de  (a,  ^,  aé).  Les  formes  (a^  b,  e)  et 
[a,  b,  ae)  sont  primitives  puisqu'un  facteur  premier  de  a  n'entre 
,  pas  au  carré  dans  A. 

Remarquons  que  cette  condition  qu'aucun  facteur  premier  de  a 
n'entre  au  carré  dans  A  est  remplie  dans  les  deux  cas  suivants  : 
1°  lorsque  a  et  A  sont  premiers  entre  eux;  2°  lorsque  A  n'est 
divisible  par  aucun  carré  autre  que  i . 
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Théorème  V,  —  Toute  classe  qui  représente  primitivement  une 
puissance  n^*"*,  a"  telle  qu'aucun  de  ses  facteurs  premiers  n'entre  au 
carré  dans  A  est  une  classe  primitive,  puissance  n^^  d'une  autre. 

On  remarquera  que  l'énoncé  de  ce  théorème  diffère  du  précédent 
d'abord  en  ce  que  le  carré  y  est  remplacé  par  la  puissance  n"'^^, 
ensuite  en  ce  que  la  représentation  de  a"  est  supposé  primitive. 
La  démonstration  est  d'ailleurs  analogue. 

Théorème  VI.  —  Si  on  considère  deux  classes  capables  de  repré' 
senter  primitivement  un  même  entier  a,  leur  rapport  est  une  classe 
carré  parfait. 

Car  l'une  de  ces  classe  sera 


(.eaQ-e^ 


et  l'autre 


les  £  étant  +  ou  —  i .  Leur  rapport  est 

Q(£_£j)aQ,(s'_e,')a'  ^_^ 

Or  tous  les  entiers  s  —  £i,  s'  —  ôi', ...  sont  égaux  à  o  ou  à  ±  2. 
La  classe  précédente  est  donc  le  carré  de 

G    '        C     ^ 

Corollaire.  —  Si  l'une  des  classes  capables  de  représenter  pri- 
mitivement a  est  carré  parfait,  il  en  est  de  même  de  toutes. 

Théorème  VII.  —  Si  un  produit  tel  que  ab^  est  re présentable, 
primitivement  ou  non,  par  la  classe  principable,  toute  classe  primi- 
tive G   susceptible  de  représenter  primitivement  a   est   un   carré" 
parfait.  , 

1°  Examinons  d'abord  le  cas  011  a  et  b  sont  premiers  entre  eux 
et  où  la  représentation  de  ab^  par  la  classe  principale  est  primitive. 
Alors  d'après  la  réciproque  du  théorème  II,  on  peut  trouver  une 
classe  qui  représente  primitivement  a  et  b^.  Puisqu'elle  représente 
b^  elle  est  carré  parfait,  11  y  a  donc  une  classe  représentant  primi- 
tivement a  et  qui  est  carré  parfait.  Donc  toute  classe  représentant 
primitivement  a  est  carré  parfait. 

2°  Supposons  maintenant  que  a  et  6  ne  soient  pas  premiers 
entre  eux,  la  représentation  de  ab-  par  la  classe  principale  étant 
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encore  supposée  primitive.  Prenons  dans  b  tous  les  facteurs  pre- 
miers qui  sont  dans  a,  et  prenons  les  avec  l'exposant  qu'ils  ont 
dans  b,  soit  d  leur  produit,  et  soit  6  =  b'd.  On  a 

ab^  =  ad^{b'''). 

Mais  b'  est  premier  à  ad^.  Donc  toute  classe  qui  représente  pri- 
mitivement ad^  est  carré  parfait.  Maintenant  on  peut  trouver  une 
classe  r  qui  représente  primitivement  a  et  une  classe  V  qui  repré- 
sente primitivemenf  d^  [d^  est  représentable  primitivement  par  une 
classe  de  déterminant  A  parce  que  d^  est  un  diviseur  de  b^  {n"  181), 
de  façon  que  FF'  représente  primitivement  à  cf*.  La  classe  FF'  est 
carré  parfait,  la  classe  F'  l'est  aussi  puisqu'elle  représente  d^,  donc 
la  classe  F  l'est  aussi.  Et  par  suite  toute  classe  qui  représente  a 
est  carré  parfait. 

3°  Supposons  enfin  que  la  représentation  de  ab^  dans  la  classe 
principale  ne  soit  pas  primitive.  Soit  â  son  diviseur.  Il  y  a  donc 

une  représentation  primitive  de  -g^-  dans  la  classe  principale. 
Soit  57  la  plus  simple  expression  de  g .  Alors 
ab^  _  ab^ 

Comme  è'^  est  premier  à  6'^  il  divise  a  et  l'on  peut  écrire  : 

ab^ a     ,  ,2 

g2  —  §'2  •  f»  • 

Puisqu'il  y  a  une  représentation  primitive  de  ^ti  b'-  dans  la  classfr 

principale  c'est  que  toute  classe  qui  représente  primitivement  jtj 
est  carré  parfait.  Mais  on  peut  trouver  une  classe  G  qui  représente 
primitivement  ^î  et  une  classe  G'  qui  représente  primitivement 

à'^  telles  que  GG'  représente  primitivement  a. 

Or  nous  venons  de  démontrer  que  G  est  carré  parfait. 

Quand  à  G'  elle  l'est  aussi  puisqu'elle  représente  primitivement 
^'^  ;  donc  GG'  l'est  aussi,  et  il  en  est  de  même  de  toute  classe  qui 
représente  primitivement  a. 
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267.  Trouver  les  classes  primitives  de  déterminant  S 
identiques  à  l'inverse  de  leurs  opposées.  —  Question  posée 
au  n°  178). 

On  doit  avoir  pour  une  forme  {a,  6,  c)  appartenant  à  une  de 
ces  classes 

C(a,  b,  c)  =  C( —  a,  b,  —  c) 

C[a,  b,  c)  désignant  la  classe  à  laquelle  appartient  (a,  6,  c).  Mul- 
tiplions les  deux  membres  par  G(a,  —  6,  c).  Il  vient 

C(a,  b,  c)  C(a,  —  b,  c)  =  C( —  a,  b,  c)  G(a,  —  b,  c) 

et  réciproquement  de  cette  égalité  on  déduit  la  précédente  à  cause 
de  l'uniparité  de  la  multiplication  des  classes. 

Dans  cette  dernière  égalité  le  premier  membre  est  la  classe 
principale.  Le  second  peut  s'écrire 

C(—  a,  b,  —  c)  C(c,  b,  a). 

Il  est  égal  à  G  ( —  ac,  b,  —  i)  car  les  deux  formes  ( —  a,  b,  c) 
et  (c,  b,  a)  sont  immédiatement  multipliables.  Il  appartient  donc  à 
la  classe  opposée  à  la  classe  principale,  qui  est  d'ailleurs  la  même 
que  la  classe  inverse  opposée  de  la  classe  principale.  Il  résulte  de 
ce  qui  précède  que  : 

Toutes  les  classes  primitives  de  déterminant  A  sont  identiques  à 
t inverse  de  leur  opposée  lorsque  cette  circonstance  se  présente  pour 
la  classe  principale,  ou  plus  simplement  lorsque  la  classe  principale 
est  identique  à  son  opposée  et  dans  ce  cas  seulement. 

Geci  n'a  jamais  lieu  pour  les  classes  défîmes.  Gherchons  dans 
quel  cas  cela  a  lieu  pour  les  formes  indéfinies.  Pour  écrire  que 
(i,  |<5,  —  k)  et  ( —  I,  p,  k)  sont  de  même  classe,  il  faut  écrire 


que  leurs  premières  racines  — ^  "*"  ^    =  u)  et 
sont  de  même  classe.  Soit  : 


P  — v/A_ 


0)  =  Qo   -+- 


«1  + 


Alors 


Oh 


«0  —  1  —  p  -t- 


I           I            I 

...+ 

1 

I 

ai -h 

-h    Oi  —  I  4-    02  -h 
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si 

Oi  ;zf  1 
et 


«3- 


...--h 

1 

1          1 

«1  +    «2  H- 

si 

Oi  =  I. 

Dans  les  deux  cas  on  voit  que  les  périodes  de  w  et  —  oi  —  0  sont 
les  mêmes  mais  que  les  nombres  d'éléments  qui  précèdent  un 
même  élément  de  la  première  période  rie  sont  pas  de  la  même 
parité  dans  les  deux  développements,  La  condition  pour  que  w  et 
—  w  soient  de  même  classe  est  donc  (n"  174)  que  le  nombre 
d'éléments  de  la  période  de  co  soit  impair;  ou,  ce  qui  revient  au 
même  (n"  128)  que  l'équation  t^-hplu  —  ka^  = —  1  soit  possible. 

Remarque.  —  Pour  voir  directement  si  {a,  h,  c)  et  ( —  a,  b,  —  c) 

sont  de  même  classe,  il  faut  voir  si  leurs  premières  racines  ~ -^— 

^t    ^  sont  de  même  classe.  Par  le  même  raisonnement 

—  ia 

que  plus  haut  on  voit  que  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 

que  le  nombre  d'éléments  de  la  période  de  ^^ —     ^     soit  impair. 

Mais  comme  d'autre  part  on  a  vu  que  la  réponse  ne  dépend  que 
de  A  et  non  de  (a,  6,  c)  on  a  le  résultat  suivant  :  Les  périodes 
correspondantes  aux  racines  de  toutes  les  formes  primitives  appar- 
tenant à  un  même  déterminant  ont  toutes  un  nombre  pair  ou  toutes 
un  nombre  impair  d'éléments. 

268.  Deux  formes  quadratiques  binaires  qui  représentent 
les  mêmes  entiers  sont  équivalentes. 

Ce  théorème  a  été  démontré  au  n°  161  pour  les  formes  définies. 
Le  théorème  analogue  pour  les  formes  et  les  systèmes  de  formes 
linéaires  a  été  démontré  aussi  (I  28/i).  Les  deux  démonstrations 
ont  en  commun  qu'elles  s'appuient  1°  sur  ce  que  la  connaissance 
des  entiers  représentés  permet  de  former  les  coefficients  de  la  forme 
réduite  (ou  système  réduit)  2°  sur  ce  que  deux  formes  réduites  (ou 
systèmes  réduits)  équivalentes  sont  identiques. 

Une  telle  démonstration  ne  peut  s'appliquer  aux  formes  indé- 
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finies,  pour  lesquelles  le  théorème  est  vrai  cependant.  Nous  allons 
en  donner  une  autre  (').  Cette  démonstration  s'applique  aussi  aux 
formes  définies.  Nous  ne  supposerons  donc  rien,  à  priori,  sur  le 
signe  du  déterminant. 

Théorème  I.  —  Deux  Jormes  qui  représentent  les  mêmes  entiers^ 
ont  le  même  diviseur.  Soient  les  deux  formes  dj  et  d'f,  les  formes^ 
et  y'  étant  primitives.  La  forme /peut  représenter  un  entier  n  pre- 
mier à  d' .  Alors  dn  est  représentable  par  df,  donc  aussi  par  d'f. 
Donc  d'  divise  dn.  Mais  d'  est  premier  à  n,  donc  (/'  divise  d.  on 
verrait  de  même  que  d  divise  d'.  Donc  d  =  d'. 

Théorème  II.  —  Lorsque  deux  Jormes  représentent  les  mêmes 
entiers,  les  entiers  qu'elles  représentent  d'une  Jaçon  primitive  sont 
aussi  les  mêmes.  (Ce  théorème  est  vrai  pour  deux  formes  de  degré 
quelconque. 

En  eflet,  soit  les  deux  formes/et  g  de  degré  p. 

Considérons  le  plus  petit,  en  valeur  absolue,  des  entiers  repré- 
sentés par  ces  formes.  Cet  entier,  soit  n,  est  évidemment  représenté 
d'une  façon  primitiye  par  les  deux  formes,  car  sinon  il  ne  serait 
pas  le  plus  petit  en  valeur  absolue.  De  plus  les  entiers 

2Pn,  3Pn,  ...  hi'n  ... 

sont  représentés  d'une  façon  non  primitive,  par  les  deux  formes. 
Effaçons  tous  ces  entiers  du  tableau  des  entiers  représentés  par  les 
deux  formes,  les  tableaux  restants  sont  encore  identiques.  Prenons 
le  plus  petit,  en  valeur  absolue,  des  entiers  restants,  soit  n',  il  est 
représenté  d'une  façon  primitive  par  les  deux  formes,  car,  sinon, 
ou  bien  il  ne  serait  pas  le  plus  petit  en  valeur  absolue  des  entiers 
restants,  ou  bien  il  aurait  été  déjà  efl'acé.  Le  raisonnement  se  pour- 
suit de  la  même  façon. 

Il  résulte  des  théorèmes  I  et  II  qu'on  peut  supposer  que  les- 
formes  dont  il  s'agit  sont  primitives  et  que  les  entiers  dont  il  s'agit 
sont  représentés  d'une  façon  primitive. 

Problème.  —  Etant  donnée  une  forme  quadratique  binaire  pri- 
mitive (a,  6,  c)  et  un  nombre  premier  p ,  à  quelles  puissances  entre 


(1)  Il  y  en  a  une  de   Scherimg  {J.  m.  p.  a.,  2«  série,  t.  IV  (iSSg)),   naais- 
beaucoup  plus  compliquée  que  la  nôtre. 
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ce  fadeur  premier  dans  les  entiers  représentés  d'une  Jaçon  primi- 
tive par  la  J orme  (a,  h,  c)  ? 

Nous  supposerons,  ce  qui  est  permis,  a  non  divisible  par/)  (n°  183). 

La  réponse  à  la  question  posée  dépend  de  l'exposant  auquel  p 
entre  dans  le  déterminant  A  =  6^  —  4  ac  de  la  forme.  Nous  appel- 
lerons cet  exposant  â.  Ainsi  A  est  divisible  par  /)*  mais  non  par 
p  '^\  D'ailleurs  c?  peut  être  nul,  auquel  cas  A  ne  contient  pas  le 
facteur  p. 

Il  faut  distinguer  le  cas  de  p  impair  et  celui  de  />  =  2. 

Cas  de  p  impair.  —  Alors  4  o,  n'est  pas  divisible  par  p.  Donc  la 
puissance  de  p  qui  entre  dans  ax^  -+-  bxy  -+-  cy^  est  la  même  que 
celle  qui  entre  dans 

(12)        lia(ax^  +  bxy  -+-  cy^)         ou         (aax  -h  byY  —  Aj^. 

Tout  d'abord  si  l'on  fait  y  ^  o  (mod  p)  et  par  conséquent 
X  ^  o  (mod  p)  on  obtient  pour  [:iax  -+■  byY  —  Aj^  une  valeur 
non  divisible  par  p. 

Ensuite  si  l'on  fait  y  ^  o  (mod/)),  on  peut  donner  à  œ  une 
valeur  telle  que  lax  4-  by  soit  divisible  par/)''  [h  >  o  quelconque) 
mais  non  par /)''+^  Maintenant  le  cas  de  p  impair  se  subdivise  en 
plusieurs  autres. 

a)  â  impair.  —  Pour  h  <  l'expression  (12)  contient  le 

facteur  p  à  la  puissance  2/1.  Pour  h  >• elle  le  contient  à  la 

puissance  &.  Donc  dans  ce  cas,  les  entiers  représentés  d'une  façon 
primitive  par  la  façon  primitive  par  la  forme  peuvent  contenir  p 
aux  puissances. 

o,  2,  ...  S  —  1     et    8. 

b)  (?  pair,  -^  est  un  non  reste  quadratique  de  p. 

Pour  h  <c~,  l'expression  (12)  contient  le  facteur  p  à  la  puis- 
sance 2/1. 

Pour  h^  ~  elle  le  contient  à  la  puissance  â'. 

Pour  h  =  -  elle  le  contient  aussi  à  la  puissance  c?,  car  pour 
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qu'elle  le  contint  à  une  puissance  supérieure,  il  faudrait  que  l'on 
ait  : 


/ 

[ 


\=-iy      ("^od  p) 


0 


ce  qui  est  impossible  puisque,  par  hypothèse,  -^  est  non-reste  dep. 

Donc,  dans  ce  cas,  les  entiers  représentés  d'une  façon  primitive 
par  la  forme  peuvent  contenir  p  aux  puissances  : 

0,      2,      S  —  2,      8 

c)  (^  pair  —  est  un  reste  quadratique  de  p. 

Le  raisonnement  se  fait  de  la  même  façon.  La  différence  avec 
le  cas  précédent  est  que  la  congruence  : 

/ ^\_      y»    (mod/,) 


n'est  plus  impossible  et  l'on  démontrera  facilement  que  les  expo- 
sants cherchés  sont  dans  ce  cas  : 

0,  2,  ...  0  —  2,  8        et       3  4-  1,  6  -I-  2,  ...  ad.  inf. 

Cas  de  p=  2.  —  Les  raisonnements  précédents  doivent  être 
modifiés  pour/)  =  2,  car  la  multiplication  par  4  change  l'expo- 
sant auquel  le  facteur  2  entre  dans  ax^  -h  bxy  +  cy^.  Le  cas  de 
p  =  2  se  subdivise  aussi  en  plusieurs. 

a')  â  impair.  —  Alors  o*  >»  3  car  si  A  est  pair  il  est  divisible 
par  4-  Le  coefficient  a  est  supposé  impair.  Quand  au  coefficient  6 
il  est  pair.  On  écrit  : 

(  1 3)  a{ax^  -f-  bxy  -+-  ay^)  =  {ax  -h  -  yY  —  y  y*. 

2  4 

Le  raisonnement  est  le  même  que  dans  le  cas  a)  et  l'on  trouve 
que  le  facteur  2  peut  entrer  dans  les  entiers  représentés  d'une  façon 
primitive  par  la  forme  aux  exposants  : 

0,  2,  ...  8  —  3        et        8  —  2. 
b')  â  pair  >  o  et  -g  ^  —  i  (mod  4). 
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On  a  (^  >  2.  Le  terme  y  y*  contient  2  à  la  puissance  â  —  2. 
Le  terme  {ax  -f-.-  yY  peut  le  contenir  à  une  puissance  2h[h  >>  o). 

Pour  h  <C l'expression  (i3)  contient  2  à  la  puissance  2/t 

Pour  h  ;> 


Pour  h  = 


2 

S  —  2 


/:  étant  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  divise  : 
(i4) 


Or  on  peut  rendre  cette  expression  impaire  ou  paire,  mais  non 
divisible  par  4,  puisque  —  ^  —  i  (mod  4).  Dans  ce  cas  les  expo- 
sants cherchés  sont  : 

0,  2,  ...  5  —  2        et        ô  —  1, 

c')  &  pair  >  o  e/  —  ^  5  {mod  8).  Alors  d^  >  2.  On  trouve  par 
un  raisonnement  analogue  les  exposants  : 
0,  2,  ...  8  —  2,  8. 

d')  âpair  ">  o  el  —  ^  i  [mod  8).  On  a  encore  d^  >  2. 

Le  raisonnement  est  analogue,  mais  l'expression  (i4)  peut  être 
rendue  divisible  par  toute  puissance  de  2  d'exposant  égal  ou  supé- 
rieur à  3.  On  trouve  alors  : 

G,  2,  ...  8  —  2         et        8-1-1,8-1-2,  .,.  ad  inf. 

c')  &  =  o  A  ^  I  (mod  8).  Dans  ce  cas  A  est  impair  donc  b  l'est 
aussi.  Par  hypothèse  a  l'est  également,  et  la  condition  A  ^  i  (mod  8) 
entraîne  que  c  l'est  aussi.  Alors  ax^  -\-  bxy  -{-  cy^  ne  peut  être  pair 
pour  des  valeurs  de  ce,  y  premières  entre  elles.  On  trouve  dans  ce 
cas  le  seul  exposant  zéro. 

f)^=  oetA=i  (mod  8). 
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On  part  de  l'égalité  (12).  Si  l'on  étudie  les  exposants  des  puis- 
sances de  2  que  peut  renfermer  le  second  membre  il  faudra  leur 
retrancher  2  pour  avoir  ceux  que  peut  renfermer  ax^  -l-  bxy  +  cy'^. 

On  trouve  ainsi 

0,  I,  2,  ...  adinf.  En  résumé  : 


Exposants 

p  impair 

8  impair 

A 

ir:.  non  reste  de  p 

0,  2, 

...  8  —  I  et  8 

« 

8  pair 

0,  2, 

...  6 

« 

« 

A 

vn  reste  de  p 

0,   2, 

...  0  et  0  +  I,  8  +  2,.. 

ad,  inf. 

p   =2 

8  impair 

0,  2, 

..8  —  3  et  8  —  2 

« 

8  pair  >  0 

A 

^=-i(mod4) 

0,  2, 

...  0  —  2  et  6  —  I 

« 

« 

-^,  =z  5  (mod  8) 
20           ^ 

0,    2, 

...  8  —  2,  8 

a 

« 

^5=1  (mod  8) 

0,2,. 

..  0  —  2  et  8  +  I,  8  +  3, 

...ad  inj. 

« 

8  =  0 

A  ^  I  (mod  8) 

0 

« 

« 

A  ^  1  (mod  8) 

0,    I, 

3,...  ad  inf. 

Théorème.  —  Quand  deux  formes  quadratiques  binaires  repré- 
sentent les  mêmes  entiers  elles  ont  le  même  déterminant. 

D'abord  il  est  évident  que  les  deux  déterminants  ont  le  même 
signe,  car  une  forme  de  déterminant  négatif  ne  peut  représenter 
que  des  entiers  du  signe  de  son  premier  coefficient,  tandis  qu'une 
forme  de  déterminant  positif  peut  représenter  des  entiers  des  deux 
signes. 

Nous  allons  maintenant  montrer  qu'ils  ont  les  mêmes  facteurs 
premiers  aux  mêmes  exposants.  Considérons  d'abord  un  facteur 
premier  impair  p.  Supposons  qu'il  entre  avec  l'exposant  cJ^  dans 
le  déterminant  de  la  première  forme,  avec  l'exposant  â'  dans  l'autre. 
D'après  le  tableau  précédent  les  entiers  représentés  d'une  façon 
primitive  par  la  première  forme  contiennent  p  : 
soit  aux  exposants  o,  2,  ...  S  —  i  et  S  (5  impair) 

»  o,  2,  ...  S  )  ^ 

»  o,  2,  ...  S  et  8 -t- I,  S  4- 3,  ...adi;i/.  j  ^    P*^^' 

Caobn.  —  Théorie  des  nombres,  t,  II.  3i 
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Pour  la  seconde  forme  les  résultats  seraient 

o,  2,  ...  S'  —  1  et  ô'  (ô' impair) 

o,  2,  ...  5'  )    ^,      . 

o,  2,  ...  S'  et  S'  +  1,  ô'  +  2  ...  ad  inj.  )  (°'  P*'"") 

Or  il  est  visible  que  si  ^'  ;zf  ù  aucun  des  résultats  relatifs  à  c?'  ne^ 
peut  coïncider  avec  aucun  des  résultats  relatifs  à  c?.  Donc  <^'  =  ^. 

Considérons  maintenant  le  facteur  2.  En  raisonnant  de  la  même 
façon  nous  voyons  que  pour  ce  facteur,  il  y  a  un  cas  où  â"  ;zf  & 
et  où  cependant  les  résultats  relatifs  à  &  etâ'  seraient  les  mêmes. 
C'est  le  cas  où  â  est  impair  et  où.  â'  =  â  —  i  avec  : 

^,  =  —  1  (mod  4). 

Les  résultats  obtenus  seraient  0,  2,  ...  â  —  3  et  c?  —  2  pour  â  et 
pour  â'.  On  aurait  alors  : 

A  ^  o  (mod  2^)  (8  impair  >  3) 
A'  =  l 

2 

Examinons  d'abord  le  cas  de  c?  =  3. 
Dans  ce  cas 

A  ^  o  (mod  8),       Q  ^  —  ^  (mod  4).       A'  =  —  • 

Nous  allons  montrer  que  les  entiers  impairs  représentés  d'une 
façon  primitive  par  les  deux  formes  ne  sont  pas  les  mêmes.  En 
effet,  on  sait  (n°  211)  que  pour  la  première  forme  ces  entiers  sont 
congrus  à  i  et  3  (mod  8)  (et  il  y  en  a  des  deux  espèces),  ou  bien 
sont  congrus  à  —  i  et  —  3  (mod  8)  (et  il  y  en  a  des  deux  espèces). 
Tandis  que  pour  la  seconde  forme  ils  sont  congrus  à  i  et  —  3 
(mod  8)  (et  il  y  en  a  des  deux  espèces),  ou  bien  congrus  à  —  i  et 
3  (mod  8)  (et  il  y  en  a  des  deux  espèces).  Comme  ces  résultats  ne 
concordent  pas,  les  entiers  représentés  d'une  façon  primitive  par 
les  deux  formes  ne  peuvent  être  les  mêmes. 

Soit  maintenant  &  ^  3.  Dans  ce  eas  nous  allons  de  nouveau 
reporter  notre  attention  sur  les  entiers  pairs  représentés  primiti- 
vement par  les  deux  formes. 
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Soit  une  forme  (a,  6,  c),  avec 

A  =  6^  —  !iac  ^  o  (mod  2*)        (a  impair). 
On  a: 

a(ax^  -f-  bny  -\-  cy^)  =  [ax  ~\ —  y)'  —  j  y^ 

A  ,  .  .        . 

r-  étant  pair  et  a  impair,  pour  que  ce  nombre  soit  pair  il  faut  que 

X  +  -  j  soit  pair.  Posons  donc  : 

X  -{ y  =  2x 

2  •' 

y  —  y' 
nous  obtenons  une  nouvelle  forme,  à  savoir 

(i5)    4|ax'^  +  ^(i-a)xy  +  [(a-2)^-+-o(^]']/^|. 

On  voit  alors  que  les  entiers  pairs  représentés  d'une  façon  primi- 
tive par  (a,  h,  c)  s'obtiennent  en  multipliant  par  4  les  entiers 
représentés  d'une  façon  primitive  par 

f  a\  r      ^/  N    (a  —  2)  A  /a—  i\2l 

(16)  ^a,  -  (1  -  a),  ^ ^^  --h  c  [-^-)  J- 

De  même  les  entiers  pairs  représentés  d'une  façon  primitive  par 
(a',  h',  c')  s'obtiennent  en  multipliant  par  4  les  entiers  représentés 
d'une  façon  primitive  par 

(17)  l^a.-(i-a),  ^ _^_  +  e^___j  J. 

Donc  pour  démontrer  le  théorème  il  suffit  de  dé^^ontrer  que  les 
formes  (16)  et  (17)  ne  peuvent  représenter  primitivement  les 
mêmes  entiers.  Mais  la  forme  (a,  6,  c)  ayant  pour  déterminant  A, 
la  forme  (i5)  qui  s'en  déduit  par  une  substitution  de  déterminant 
2,  a  pour  déterminant  4 A,  donc  la  forme  (16)  a  pour  déterminant 

-7  .  De  même  la  forme  (17)  a  pour  déterminant  t"  =  g  • 

On  est  donc  ramené  à  démontrer  le  même  théorème  qu'on  avait 
en  vue  mais  pour  un  exposant  ù  diminué  de  deux  unités.  De  proche 
en  proche  on  ramène  au  cas  de  c?  =  3  pour  lequel  il  a  été  dé- 
montré. 
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Théorème.  —  Quand  deux  formes  quadratiques  binaires  repré- 
sentent les  mêmes  entiers  elles  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une 
substitution  linéaire  unité. 

Pour  démontrer  ce  résultat  nous  sommes  obligés  de  nous  appuyer 
sur  un  résultat  que  nous  ne  démontrerons  que  plus  tard,  à  savoir  : 

Toute  forme  quadratique  binaire  primitive  représente  d'une 
façon  primitive  des  nombres  premiers  (*). 

Ceci  posé,  soient  deux  formes  qui  représentent  les  mêmes  entiers. 
Parmi  ces  entiers  on  peut  trouver  un  nombre  premier  p.  On  sait 
déjà  que  les  formes  ont  même  déterminant.  Or  on  a  vu  (n°  264) 
que  dans  les  formes  de  même  déterminant,  il  n'y  a  que  celles 
appartenant  à  une  certaine  classe  et  à  la  classe  inverse  qui  puissent 
représenter  un  nombre  premier  donné/). 

Le  théorème  est  donc  démontré. 


NOTES  ET  EXERCICES 

Relativement  à  la  multiplication  des  classes  on  peut  se  poser  le  pro- 
blème général  suivant  :  Trouver  toutes  les  identités  de  la  formé 

J{x,y)g{x',y)=.h{X,Y) 

f,  g,  h,  étant  trois  formes  quadratiques  binaires  ;  X,  Y  étant  des  formes 
bilinéaires  en  x,  y,  ;  x',  y'. 

Voir  entre  autres  : 

Gauss,  Disq.  arithm.,  art.  235. 

Dederind,  J.  r.  a.  M.,  t.  129  (1906)  p.  i. 


(1)  Ce  résultat  du  à  Lejeuhe  Dirichlet,  se  démontre  par  des  moyens  analy- 
tiques. Comme  le  résultat  analogue,  relatif  à  la  progression  arithmétique  on 
n'a  pu,  jusqu'à  maintenant,  le  démontrer  [par  les  seuls  moyens  de  la  Théorie 
des  Nombres. 


CHAPITRE  XXIII 


DIGRESSION  SUR  LA  THEORIE  DES  GROUPES. 
MODULES.  GROUPES  ABELIENS 


269.  —  Le  lecteur  a  sans  doute  déjà  remarqué  l'identité  de  certains 
raisonnenaents  du  chapitre  précédent  (n°'  257.  258,  259)  avec  d'au- 
tres de  la  théorie  des  substitutions  linéaires  (I,  210).  Cette  identité 
tient  à  ce  que  ces  raisonnements  sont  applicables  dans  une  théorie  plus 
générale  que  les  deux  précédentes,  celles  des  groupes.  Le  groupe  a  déjà 
été  défini  pour  les  substitutions  linéaires,  cette  définition  se  généralise 
de  la  façon  suivante. 

Soit  un  ensemble  d'éléments  quelconques  (nombres,  substitutions, 
classes  de  formes,  etc.).  Nous  supposons  qu'on  ait  défini  sur  ces  élé- 
ments une  opération  qui  s'appellera  multiplication  et  qui  aura  comme 
effet  de  déduire,  de  deux  de  ces  éléments  appelés /acteurs,  un  troisième 
élément  appelé  leur  produit.  Soient  A  et  B  les  facteurs,  C  le  produit. 
Nous  poserons  : 

AB  =  G. 

Celte  opération  sera  supposée  générale,  univoque,  uniparé,  réversible  et 
associative. 

Elle  est  générale,  c'est-à-dire  toujours  possible.  De  deux  éléments 
quelconques,  A,  B,  on  déduit  un  produit  C. 

Elle  est  univoque,  c'est-à-dire  que  des  deux  facteurs  A,  B  on  ne 
déduit  qu'un  produit  C. 

Elle  est  unipare,  c'est-à-dire  que  si  l'on  connaît  C  et  A  il  n'existe 
qu'un  élément  B  tel  que  AB  =  C  et  de  même,  si  l'on  connaît  C  et  B 
il  n'existe  qu'un  élément  A  tel  que  AB  =  C. 

Elle  est  réversible,  c'est-à-dire  que  si  l'on  connaît  C  et  A  il  y  a  tou- 
jours un  élément  B  tel  que  AB  =  C,  et  si  l'on  connaît  C  et  B  il  y  a 
toujours  un  élément  A  tel  que  AB  =  C. 
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Enfin  elle  est  associative  c'est-à-dire  que  : 

(AB)C  =  A(BG). 

Le  produit  de  plus  de  deux  éléments  se  définit  de  proche  en  proche 
par  la  formule 

ABC  =  (AB)C. 

A  cause  de  l'associativité  de  la  multiplication  on  peut  dans  un  pro- 
duit remplacer  plusieurs  facteurs  consécutifs  par  leur  produit  (I.  21). 

Mais  nous  ne  supposons  pas  d'abord  que  la  multiplication  soit  com- 
mutalive,  c'est-à-dire  que  nous  ne  supposons  pas  que  forcément 
AB  =  BA.  On  distinguera  donc  entre  la  multiplication  à  droite  et 
celle  à  gauche  (I.  222). 

Deux  éléments  A,  B  sont  dits  permutables  lorque  AB  :=  BA.  Gela 
arrive,  en  particulier,  pour  deux  éléments  identiques. 

270.  Rapport  de  deux  éléments.  —  Etant  donnés  A  et  B,  à 
cause  de  la  réversibilité  et  de  l'uniparité  de  la  multiplication  il  existe 
un  élément  Q  et  un  seul  tel  que  : 

AQ  =  B 

et  un  élément  Q'  et  un  seul  tel  que  : 

Q'A  =  B. 

Q  s'appellera  le  premier  rapport  et  Q'  le  second  rapport  de  B  à  A. 

Théorème.  —  Le  premier  rapport  d\m  élément  à  lui-même  est  le  même 
pour  tous  les  éléments.  Il  en  est  de  même  du  second  rapport.  De  plus  ces 
deux  rapports  sont  identiques. 

Soient  A  et  B  deux  éléments  quelconques.  Soit  U  le  premier  rap- 
port de  A  à  lui-même.  On  a 

AU  =  A. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité,  à  gauche, par  Q,  second 
rapport  de  B  à  A,  il  vient 

QAU  =  QA 
ou 

BU=B. 

Donc  U  est  aussi  le  premier  rapport  de  B  à  lui-même. 

On  démontrerait  d'une  façon  analogue  que  le  second  rapport  d'un 
élément  à  lui-même  est  le  même  pour  tous  les  éléments. 

Soit  enfin  U  le  premier  et  []'  le  second  rapport  d'un  élément  quel- 
conque à  lui-même.   En  particulier  U  est  le  premier  rapport  de  U'  à 
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lui-même,  et  U'  est  le  second  rapport  de  U  à  lui-même,  c'est-à-dire 
que 

U'U  =  U' 

U'U  =  U. 
On  en  déduit 

U  =  U'. 

L'élément  unique  U  ainsi  défini  sera  appelé  élément  iinitéy  sa  pro- 
priété fondamentale  est  exprimée  par  les  égalités 

AU  =  UA  =  A. 

A  étant  un  élément  quelconque. 

On  désignera  lorsqu'il  n'y  aura  pas  d'ambiguïté  possible,  l'élément 
unité  par  i . 

Inverse  d'un  élément.  —  Considérons  le  premier  et  le  second 
rapport  de  l'élément  unité  à  un  élément  A,  soient  Q  et  Q',  je  dis 
qu'ils  sont  égaux. 
En  effet,  on  a  : 

.      AQ  =  U 
Q'A  =  U. 

Multiplions  les  deux  membres  de  la  première  égalité  à  gauche  par 
<Y.  11  vient  : 

Q'AQ  =  QU 
d'où 

UQ  =  Q'U 
ou  enfî^n 

Q  =  Q'. 

L'élément  Q  ainsi  défini  s'appellera  inverse  de  A,  nous  le  désigne- 
rons par  A~'.  Sa  propriété  fondamentale  est  exprimée  par  l'égalité 

AA-'=A-iA=  I. 

Théorème.  —  Le  premier  et  le  second  rapport  (Tua  élément  B  à  an 
élément  A  sont  respectivement  A—'B  et  BA"*.  Pour  quils  soient  égaux 
il  faut  et  il  suffît  que  AetB  soient  permutables. 

Voir  l.  280, 

Théorème.  —  Le  premier  rapport  de  deux  éléments  ne  change  pas  si 
on  multiplie  ces  deux  éléments  à  gauche  par  un  même  élément.  De  même 
le  second  rapport  ne  change  pas  si  on  mulUplie  ces  deux  éléments  à  droite 
par  un  même  élément. 
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En  particulier  le  rapport  de  deux  éléments  permutables  ne  change  pas  si  on 
multiplie  ces  deux  éléments  tous  les  deux  d'un  même  côté  par  un  même 
élément. 

Voir  I.  23i. 

Inverse  d'un  produit.  On  a  : 

(AB  ...  L)-»  =  L-»  ...B-^A-i. 
Voir  I.  23 1. 

271.  Puissances  d'un  élément.  —  Par  définition  : 

si  m  est  un  entier  plus  grand  que  i,     A"'  est  le  produit  de  m  facteurs 

égaux  à  A, 
si  m  =  I  A*  =  A 

si  m  =  —  1  A~*  est  l'inverse  de  A 

si  m  est  un  entier  négatif,  m  t=  —  m'    A""  =  (A"')'"' 
si  m  =  o  A"  =  l'élément  unité. 

Les  théorèmes  de  I.  aSa  à  I.  236  et  la  théorie  des  groupes,  de  I.  287 
à  I.  241,  se  généralisent  et  l'on  a  les  énoncés  suivants  : 

272.  Groupes.  —  On  dit  qu'un  ensemble  d'éléments  forme  un 
groupe  par  rapport  à  une  certaine  multiplication,  lorsque  : 

I.  Le  produit  de  deux  éléments  quelconques  de  Vensemhle  appartient  à 
Vensemble. 

II.  L'inverse  d'un  élément  quelconque  de  Tensemhle  appartient  à  l'en- 
semble. 

Tout  groupe  contient  l'élément  unité.  Cet  élément  forme  à  lui  seul 
un  groupe.  Les  puissances,  tant  positives  que  négatives  d'un  élément 
forment  aussi  un  groupe. 

On  distingue  les  groupes ^/tnis  (formés  d'un  nombre  fini  d'éléments), 
et  les  groupes  infinis.  L'ordre  d'un  groupe  fini  est  le  nombre  de  ses 
éléments. 

On  peut  recommencer  les  raisonnements  de  I.  287  et  24o  répétés  au 
n"  259  de  ce  volume  et  l'on  voit  que  pour  tout  élément  A  d'un  groupe, 
il  existe  un  entier  m  >>  o  tel  que  A'"  =  i ,  Le  plus  petit  entier  positif 
satisfaisant  à  cette  condition  est  dit  l'exposant  de  A,  c'est  un  diviseur 
de  l'ordre  du  groupe. 

Il  y  a  deux  cas  où  la  définition  du  groupe  peut  se  simplifier  en  ce 
sens  qu'il  n'y  subsiste  qu'une  seule  condition  au  lieu  des  deux  énoncés 
plus  haut. 
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1°  Lorsque  le  groupe  est  fini,  la  condition  I  suffit.  La  démonstration 
est  donnée  au  n"  237  du  lôme  I  de  cet  ouvrage  (^). 

2°  Lorsque  la  multiplication  est  commutative  il  suffît  de  la  seule 
condition  :  Le  rapport  de  deux  éléments  quelconques  de  ^ensemble  est  un 
élément  de  Vensemble,  elle  entraîne  les  deux  conditions  données  plus 

A 

haut.  En  effet,  soit  A  un  élément  de  l'ensemble,  -^  ou   i   appartient 

aussi  à  l'ensemble,  donc  -^  y  appartient  aussi,  donc  la  condition  II  est 
remplie.  Ensuite,  soit  B  un  autre  élément  de  l'ensemble,  ^  et  par 
suite  A  ;  g  ou  AB  en  est  un  aussi. 

D 

Lorsque  tous  les  éléments  d'un  groupe  H  appartiennent  à  un  groupe 
G,  on  dit  que  H  est  un  sous-groupe  de  G,  et  que  G  est  un  sur-groupe 
de  H. 

Soit  H  un  sous-groupe  de  G,  soient  Ai,  A,,  ...  les  éléments  de  H. 
Supposons  d'abord  que  G  soit  un  groupe  fini,  alors  H  l'est  aussi. 
Dans  ce  cas  les  éléments  de  G  peuvent  être  rangés  dans  un  tableau  de 
la  forme  : 

Al      Ao  ...     A„, 
BAi  BA2  ...  BA,„ 


LAi  LAj  ...  LA,„ 

ou  dans  un  tableau  de  la  forme  : 

Aj         Aj     ...  A„, 
AjB'    A^B'  ...  A^B' 


AiLj      AnLi    •'.  ^mi-<  • 


(Voir  I.  2/40). 


(')  Dans  la  définition  des  groupes  de  substitution  donnée  à  cet  endroit  on  a 
oublié  de  dire  explicitement  qu'il  ne  s'agissait  que  de  substitutions  réversibles. 
Mais  cela  était  sous-entendu,  puisqu'on  y  parle  de  l'inverse  d'une  substitution. 

Ici  nous  avons  explicitement  dit  qu'il  ne  s'agissait  que  de  multiplication 
réversible.  Mais  d'ailleurs  on  peut  démontrer  le  théorème  suivant  : 

En  supposant  seulement  la  mulliplication  générale,  univoque  et  unipare,  si  l'on 
peut  trouver  un  ensemble  Jîni  d'éléments  tels  que  le  produit  de  deux  d'entre  eux 
appartienne  toujours  à  l'ensemble,  la  multiplication,  pour  ces  éléments,  est  réver- 
sible. En  effet  on  démontrera  comme  au  n°  I.  287,  l'existence  de  m  tel  que 
A""  =  I.  A  étant  un  élément  quelconque  de  l'ensemble.  Alors  A"""'  est  l'in- 
verse de  A. 
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On  en  déduit  que  :  V ordre  d'an  groupe  fini  est  un  multiple  de  V ordre 
d'un  quelconque  de  sejsoas-groupés.  En  TparliculieT,  l ordre  d'un  groupe 
fini  est  un  multiple  de  l'exposant  auquel  appartient  an  quelconque  de  ses 
éléments. 

Le  rapport  de  l'ordre  du  groupe  total  à  celui  du  sous-groupe  est  dit 
indice  de  ce  dernier. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à  un  groupe  infini  ou  trans- 
fini, mais  le  nombre  des  lignes  du  tableau  et  celui  des  colonnes 
peuvent  être  infinis  ou  transfinis. 

Corollaire.  —  Si  A  est  an  élément  d'un  groupe  fini  d'ordre  i,  on  a 

A'=  I. 

Enfin  la  notion  de  groupe  transformé,  d'un  autre  (I.  a^i)  s'étend 
sans  peine. 

Exemples.  —  L'ensemble  de  tous  les  nombres  réels  et  ijnaginaires 
nejorme  pas  un  groupe  par  rapport  à  la  multiplication  ordinaire.  En 
eflet  cette  multiplication  n'est  pas  toujours  unipare  car  dans  l'égalité 
AB  ==  C,  si  l'on  se  donne  A  =  C  =  o,  B  n'est  pas  déterminé. 

Mais  l'ensemble  de  tous  les  nombres  réels  et  imaginaires  sauf  zéro, 
forme  un  groupe  par  rapport  à  la  multiplication  ordinaire  car  cette 
multiplication  y  est  bien  générale,  univoque,  associative,  réversible  et 
unipare. 

Il  en  est  de  même  de  l'ensemble  de  tous  les  nombres  réels  sauf  zéro, 
de  l'ensemble  de  tous  les  nombres  réels  positifs,  de  l'ensemble  de  tous 
les  nombres  rationnels  sauf  zéro,  de  l'ensemble  de  tous  les  nombres 
rationnels  positifs. 

Quant  à  l'ensemble  de  tous  les  nombres  entiers  sauf  zéro,  il  ne 
forme  pas  un  groupe  par  rapport  à  la  multiplication  ordinaire  car  cette 
multiplication  n'y  est  pas  réversible. 

L'ensemble  de  tous  les  nombres  réels  et  imaginaires  forme  un 
groupe  par  rapport  à  l'addition  ;  il  en  est  de  même  de  l'ensemble  de 
tous  les  nombres  réels,  de  l'ensemble  de  tous  les  nombres  rationnels, 
de  l'ensemble  de  tous  les  nombres  entiers. 

273.  Groupes  isomorphes.  —  On  dit  que  deux  groupes  G  et  G' 
sont  isomorphes  lorsqu'on  peut  établir  entre  leurs  éléments  une  rela- 
tion telle  qu'à  chaque  élément  de  G  corresponde  un  élément  de  G'  et 
un  seul,  et  que  réciproquement  à  chaque  élément  de  G'  corresponde 
un  élément  de  G  et  un  seul  ;  telle  de  plus  que  si  entre  trois  éléments 
A,  B,  G  de  G  on  a  la  relation  AB  =  C,  entre  les  éléments  correspon- 
dants A',  B',  G'  de  G'  on  ait  la  relation  A'B'  =  C'  et  réciproquement. 
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Si  l'on  ne  tient  pas  compte  de  la  nature  des  éléments  d'un  groupe, 
mais  seulement  de  la  façon  dont  ils  se  combinent,  deux  groupes  iso- 
morphes sont  identiques. 

Exemple.  —  L'ensemble  de  tous  les  entiers  positifs  négatifs  ou  nuls 
forme  un  groupe  par  rapport  à  l'addition.  L'ensemble  de  toutes  les 
puissances  à  exposants  entiers  positifs  négatifs  ou  nuls  d'un  nombre  a 
forme  un  groupe  par  rapport  à  la  multiplication.  Les  deux  groupes 
sont  isomorphes. 

274.  Modulea.  —  Supposons  un  ensemble  de  nombres  (^) 
formant  un  groupe  par  rapport  à  l'addition.  Un  tel  groupe  sera 
dit  un  module.  On  voit  qu'on  peut  dire  :  un  module  est  un 
ensemble  de  nombres  tel  que  : 

1°  si  a  et  b  appartiennt  à  t ensemble  leur  somme  y  appartient 
aussi  ; 

2°  si  a  appartient  à  H ensemble  —  a  y  appartient  aussi. 

Mais  d'ailleurs,  d'après  une  remarque  faite  plus  haut,  l'addition 
étant  commutative,  on  peut  remplacer  ces  deux  conditions  par  une 
seule  et  dire  : 

Un  module  est  un  ensemble  de  nombres  tel  que  si  a  et  b  appar- 
tiennent à  t  ensemble  leur  différence  y  appartient  aussi. 

Exemples. 

1°  L'ensemble  des  nombres  réels  et  complexes  ; 

2°  L'ensemble  des  nombres  réels  ; 

3°  L'ensemble  des  nombres  rationnels  ; 

4°  L'ensemble  des  nombres  entiers. 

Chacun  de  ces  modules  est  un  sous-module  du  précédent. 

Tout  module  contient  le  nombre  zéro.  Ce  nombre  forme,  à  lui 
seul,  un  module. 

Modules  de  points.  —  Au  lieu  de  nombres  on  peut  considérer 
des  systèmes  de  nombres.  Un  système  de  n  nombres  a;i,  X2,  ...  x„, 
est  souvent  appelé  un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions,  et  on  le 
représente  par  une  seule  lettre  A. 

C^)  La  définition  donnée  ici  s'appliquerait  aussi  à  des  ensembles  d'éléments 
quelconques,  autres  que  des  nombres,  pourvu  qu'on  en  ait  défini  l'addition. 
Mais  elle  serait  à  peu  près  inutile,  car  rien  n'empêcherait  d'appeler  cette  addi- 
tion une  multiplication,  et  la  théorie  ainsi  constituée  ne  différerait  pas  de  celle 
des  groupes.  On  a  cependant  considéré  des  modules  d'éléments  autres  que  des 
^nombres,  mais  on  a  introduit  dans  leur  définition  d'autres  conditions  qu'ici. 
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Les  nombres  Xi,  x.^,  ...  Xn  sont  dits  les  coordonnées  de  A.  Le 
point  est  dit  réel  si  toutes  ses  coordonnées  sont  réelles,  rationnel  si 
toutes  ses  coordonnées  sont  rationnelles,  entier  si  toutes  ses 
coordonnées  sont  entières. 

Si  n  =  1 ,  2  ou  3  et  si  les  coordonnées  sont  réelles,  il  existe  un 
point  géométrique  dont  les  coordonnées  sont  celles-là.  Cette  repré- 
sentation géométrique  sera  d'un  grand  secours. 

La  somme  de  plusieurs  points  A  de  coordonnées  x^,  Xi,  ...  x„, 
A'  de  coordonnées  x'i,  x'z,  ...  x'„,  est  le  point  de  coordonnées 

Xi  -+-  Xi   -+■  ....  X-i  -+-  Xj'  -+-  ...,     ...,  x„  -+-  Xn   -+■  ... 

On  définit  d'une  façon  analogue  la  différence  A  —  A'  de  deux 
points,  et  le  produit  mA  d'un  point  par  un  nombre  m. 

On  sait  alors  ce  que  c'est  qu'un  module  de  points.  Tout  module 
de  points  contient  le  point  o,  o,  ...  o  (origine).  Ce  point  forme  à 
lui  seul  un  module. 

Exemples. 

i"  L'ensemble  de  tous  les  points  réels  et  complexes  ; 

2°  L'ensemble  des  points  réels  ; 

3**  L'ensemble  des  points  rationnels  ; 

4°  L'ensemble  des  points  entiers. 

Chacun  de  ces  modules  est  un  sous-module  de  précédent. 

Le  dernier  a  déjà  été  considéré  dans  le  cas  de  n  =  2  (L  i47)- 

275.  Définition  générale  des  réseaux.  —  Considérons  un 
système  de  n  formes  linéaires 


Ji  =  aiiX^  -+■  012^2  -h 


(0 


-t-  QipXp 


— H  Q„pXp. 


Les  a  sont  des  coefficients  quelconques. 

A  chaque  système  de  valeurs  de  Xt,  xz,  ...  Xp  correspond  un 
point  dans  l'espace  à  n  dimensions  :  yi,  72,  ...  Jn- 

Supposons  que  les  x  prennent  toutes  les  valeurs  entières.  Alors 
les  y  correspondant  forment  un  module.  Les  éléments  de  ce 
module  peuvent  se  représenter  par  une  seule  équation.  Appelons 
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Ai  le  point  de  coordonnées  a,,,  02;,  ...  am,  et  M  le  point  de  coor- 
données yi,  ji,  ...  jn,  on  peut  écrire  : 

M  =  AjXi  +  Agor-i  H- .,.  4- ApXp. 

Un  tel  module  s'appelle  un  réseau. 

L'ensemble  des  points  Aj,  A2,  ...  A^  s'appelle  une  base  de  ce 
réseau. 

Le  réseau  de  base  A,,  Aj,  ...  A^  sera  désigné  par  (Ai,  A,, ...  A^). 

La  théorie  des  réseaux  coïncide  avec  celle  des  systèmes  de 
formes  linéaires  à  variables  entières  et  à  coefficients  quelconques. 
Dans  le  cas  où  les  coefficients  sont  eux-mêmes  entiers,  elle  coïn- 
cide avec  la  théorie  des  systèmes  de  formes  linéaires  à  variables  et 
coefficients  entiers  (I  chap.  XV). 

Il  y  a  des  modules  qui  ne  sont  pas  des  réseaux.  Ainsi  le  module 
formé  par  l'ensemble  de  tous  les  nombres  réels  n'est  pas  un  réseau. 
En  effet,  il  n'est  pas  dénombrable,  tandis  que  tout  réseau  est  évi- 
demment dénombrable  (n°  83). 

Dimension  et  rang  d'an  réseau.  —  Dans  les  formules  (i)  appa- 
raissent deux  entiers  n  et  p  dont  le  rôle  est  important.  Mais  il  faut 
remarquer  d'abord  que  ces  nombres  peuvent  dans  certains  cas  être 
diminués. 

Supposons  que  les  formes  linéaires  (i)  ne  soient  pas  indépen- 
dantes et  appelons  d  le  nombre  maximum  de  formes  indépendantes 
qu'on  y  peut  trouver.  Cet  entier  d  est  ce  qu'on  appelle  la  dimen- 
sion du  réseau  (^).  La  dimension  est  égale  à  l'ordre  du'déterminant 
non  nul,  d'ordre  le  plus  élevé  qu'on  peut  former  avec  le  tableau 
des  a  (L  253). 

La  dénomination  de  «  dimension  »  se  justifie  par  les  considéra- 
tions suivantes.  Soit  par  exemple  n  :^  3  et  d=  2\  cela  veut  dire 
que,  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  tous  les  points  de  coordonnées 
7i'  }'25  J3  obtenus  en  faisant  varier  les  x  sont  dans  un  même  plan, 
c'est-à-dire  qu'ils  appartiennent  à  un  espace  à  deux  dimensions. 
Mais  ils  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  par  conséquent  n'appartiennent 


(^)  C'est  ce  que  dans  le  premier  volume  de  cet  ouvrage  nous  avons  appelé 
le  rang  (Voir  I,  168  et  253).  Nous  suivions  alors  la  terminologie  générale- 
ment adoptée,  mais  il  nous  semble  maintenant  qu'il  vaut  mieux  la  changer. 
Le  lecteur  est  donc  prié  de  remplacer  partout,  dans  les  numéros  168,  253,  etc., 
du  premier  volume  le  mot  rang  par  le  mot  dimension. 
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pas  à  un  espace  à  moins  de  deux  dimensions.  En  résumé  la  dimen- 
sion d'un  réseau  est  le  nombre  de  dimensions  de  l'espace  qui  le 
contient  et  qui  a  le  moins  de  dimensions  possibles. 

Le  nombre  p  peut  se  réduire  aussi.  Si  les  formules  (i)  nous 
faisons  sur  les  a:  une  substitution  unité  nous  ne  changeons  pas  le 
réseau  de  points  défini  par  ces  formules.  Cela  revient  à  multiplier 
le  tableau  des  a,  à  droite,  par  un  tableau  entier  unité.  Or  il  peut 
arriver  qu'ainsi  certaines  colonnes  deviennent  identiquement  nulles 
et  par  suite  puissent  être  supprimées.  On  aura  ainsi  diminué  le 
nombre  des  éléments  de  la  base.  Le  nombre  minimum  des  élé- 
ments de  la  base  s'appelle  rang  du  réseau  et  la  base  mise  en  évi- 
dence s'appelle  base  minimum. 

Exemple.  —  Le  réseau  à  une  diménsioa 

y  =  OiXi -h  ...  ajjXp 

ou  Oi,  02,  ...  Qp  sont  entiers  est  du  rang  i,  car  il  est  identique  au 
réseau  (I.  281) 

y  =  D(a,,  Oj,  ...  ap)x. 

Plus  généralement,  le  réseau  (1)  si  les  a  sont  entiers,  peut  se  mettre 
sous  une  forme  réduite  (L  286)  et  il  peut  arriver  que  le  nombre  des 
éléments  de  la  base  s'en  trouve  diminué.  Ainsi 

(  Jl  =  20-1  —  2X2  -t-  àXi 

(  J2  =  —  ôa-j  -+-  9x2  —  lOXj 
se  ramène  à 

i  ji  =  2x1 
l  j2  =  3^1  -+■  4x2 
qui  n'est  que  du  rang  2. 
Autre  exemple.  —  Le  réseau 

y  =  (/2  —  2v/3}a;i4-(3v/3— v/2)x2+ (a  v/2  — 4/3)^3 
se  ramène  à 

X  =  ^2X1  -+-\/Sxi 
en  posant 

Xf   X2  j~T"    2X3   ^^^  Xj 

2X,   —  X2  —  43^3  =  ^2' 

Théorème.  —  Une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quune 
base  soit  minimum  est  qu'il  n'existe  entre  ses  éléments  aucune  rela- 
tion linéaire,  homogène,  à  coefficients  rationnels  non  tous  nuls. 
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D'abord,  il  est  évident  qu'on  peut  dans  l'énoncé  précédent,  rem- 
placer, sans  rien  changer,  le  mot  «  rationnel  »  par  le  mot  «  entier  », 

Ainsi  la  condition  pour  que  A,,  A-.,  ...  A j,  soit  une  base  mini- 
mum est  qu'il  n'existe  aucune  relation  de  la  forme 

ai  Al  -+-  otaAi  H-  ...  H-  aijAp  =  O 

où  «1,  «2»  •••  <^p  sont  des  entiers  non  tous  nuls.  Dans  cette  relation 
Al,  A2,  ...  Ap  sont  des  points  dans  un  espace  à  n  dimensions,  de 
sorte  que  la  relation  précédente  équivaut  à  n  relations  ordinaires 
ayant  toutes  les  mêmes  coefficients  y.. 

Pour  faire  la  démonstration  on  peut  ne  considérer  qu'une  de  ces 
relations,  les  mêmes  calculs  s'appliquant  aux  autres.  Autrement  dit, 
on  peut  supposer  qu'il  s'agit  d'un  réseau  à  une  dimension. 

i**  La  condition  est  nécessaire.  —  Soit  le  réseau  (ai,  ai  ...  a^} 
et  supposons  qu'il  existe  une  relation  : 

otifli  -+-  a.^i  -1-  ...  H-  OpOp  =  o 

(oci,  «2,  ...  «p,  entiers  non  tous  nuls). 

On  peut  supposer  «i,  «2,  ...  (/.p  premier  dans  leur  ensemble.  On 
peut  alors  déterminer  un  tableau  entier  de  n  ligne  et  p  colonnes, 
dont  la  première  colonne  soit  a^,  a2,  ...  a,,  et  qui  soit  égal  à  1 
(I.  212).  Alors,  faisant  sur  les  a;  la  substitution  correspondant  à 
ce  tableau,  le  coefficient  de  la  première  variable  dans  la  nouvelle 
expression  est  nulle  et  le  réseau  (ai,  Oo,  ...  a^)  se  transforme  en 
un  autre  de  rang  égal  au  plus  k  p  —  i . 

2"  La  condition  est  suffisante.  —  Soit  le  réseau  [ai,  ai,  ...  a^) 
équivalent  au  réseau  (a/,  a2',  ...  a'p_i).  Le  second  contient  les 
nombres  ai,  ao,  ...  ap  puisque  ces  nombres  appartiennent  au  pre- 
mier. On  a  donc  n  relations  : 

Oi  =  a/Xi,j  -+-  a.2l2,i  H-  ..•  -+-  a'p-i\-i,i{i  =  1,  2,  ...  n) 

les  ),  étant  des  entiers.  On  en  tire,  en  éliminant  les  a',  une 
relation  homogène,  linéaire,  à  coefficients  non  tous  nuls  entre 
ai,  as,  ...  ap  ;  les  coefficients  étant  des  fonctions  entières  à  coeffi- 
cients entiers  des  X  et,  par  conséquent,  étant  des  entiers. 

Corollaire.  —  Ai ,  A2,  . . .  Ap  étant  une  base  minimum  d'un  réseau, 
un  point  de  ce  réseau  n'est  représenté  par  AiCCi  H-  ...  -{-  ApXp  que 
pour  un  seul  système  de  valeurs  des  x,  lesquelles  sont  entières. 
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276  Différentes  bases  minimum.  Théorème.  —  Etant  donnée 
une  base  minimum  d'un  réseau  toutes  les  autres  se  déduisent  de 
celle-là  par  des  substitutions  unité.  On  peut,  comme  dans  le  théo- 
rème précédent  supposer  la  dimension  du  réseau  égale  à  i.  Suppo- 
sons de  plus  le  rang  égal  à  2  pour  simplifier  l'écriture.  Etant  donné 
le  réseau  des  nombres  ax  H-  by,  construit  sur  la  base  minimum 

«,  6,  faire  sur  a,  b  la  substitution  \  V)  revient  à  faire  sur  x,  y  la 
substitution   /a  Y^    Q^    ^^jjg^j  gj^gj  j^  ^^ggg^  g^yg  j^  ^^^^^ 

(ay.  -f-  b^)x  --h  (ay  -h  bâ')y. 

Or  la  base  aa  H-  6^^,  ay  -l-  6cî*  est  minimum  puisqu'elle  ne 
contient  que  deux  éléments  et  que  le  système  est,  par  hypothèse, 
de  rang  2. 

Réciproquement  soient  a,  6  et  a! ,  b'  deux  bases  minimum  du 
même  réseau.  Les  nombres  a'b'  appartenant  au  réseau  (a,  6),  on  a 

a'  =  aoc  -h  b^ 
6'  =  ay  H-  b8 

où  a,  |3,  y,  &  sont  entiers.  La  quantité  c/.â'  —  ^y  est  différente  de 
zéro,  car  sinon  il  y  aurait  une  relation  linéaire,  homogène,  à  coeffi- 
cients entiers  non  tous  nuls  entre  a  et  b'.  On  peut  donc  résoudre  les 
équations  précédentes  par  rapport  à  a  et  6  et  écrire  : 

a'8  —  b'Q  ,         —a'y-hb'a 

au  —  pY  ao  —  pY 

et  comme  a  et  6  ne  sont  représentables  sous  la  forme  a'x  -j-  b'y  que 
pour  des  valeurs  entières  de  a;  et  y  il  en  résulte  que  la  substitution 

inverse  de  \    ^)  est  à  coefficients  entiers.   Donc  (^  g)  est  une 

substitution  unité  (L  2^2). 

Corollaire.  —  Un  réseau  de  rang  i  soit  (A)  n'a  que  deux  bases 
minimum  A  et  —  A.  Mais  tout  réseau  de  rang  supérieur  à  i  a 
une  infinité  de  bases  minimum. 

La  détermination  du  rang  d'un  réseau  est  une  question  arithmé- 
tique. D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  elle  se  ramène  à 
trouver  les  relations  linéaires,  homogènes,  à  coefficients  rationnels 
non  tous  nuls  qui  existent  entre  des  nombres  donnés.  Nous  n'in- 
sisterons pas  sur  cette  question,  dont  la  solution  est  d'ailleurs 
fort  peu  avancée. 
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277-  —  Dans  H espace  à  une  dimension  il  y  a  entre  les  réseaux 
réels  de  rang  i  et  ceux  de  rang  supérieur  cette  différence  fonda- 
mentale que  les  nombres  d'un  réseau  de  rang  i  sont  séparés  par 
des  intervalles  finis,  tandis  que  ceux  d'un  réseau  de  rang  supérieur 
à  I  sont  infiniment  voisins  les  uns  des  autres. 

La  propriété  relative  aux  réseaux  de  rang  i  est  évidente,  les 
nombres  du  réseau  (a)  sont  séparés  les  uns  des  autres  par  un  inter- 
valle égal  à  I  a  I  . 

Quant  aux  réseaux  de  rang  supérieur  à  i,  prenons  un  réseau  de 
rang  2,  car  la  propriété  sera  vraie  à  fortiori  pour  un  réseau  de  rang 
supérieur  à  2.  Soit  le  réseau  formé  par  les  nombres  ax  -+-  by,  le 

rapport  ^  étant  irrationnel.   La  différence  de  deux  nombres  du 

réseau  étant  encore  un  nombre  du  réseau,  pour  démontrer  qu'il  y  a 
des  nombres  du  réseau  infiniment  voisins  les  uns  des  autres  il 
suffit  de  démontrer  qu'on  peut  trouver  un  nombre  du  réseau  plut 
petit,  en  valeur  absolue,  qu'un  nombre  positif  quelconque  i.  Or, 

.    P„  .  .  . 

soit  Q-  une  réduite  du  développement  en  fraction  continuelle  de 

6   '*^  I  P„   .   6 

—  -.  On  a  : 


a-  ^""-      IQn^a     --QI 


<r^,     d'où 


|aP„-4-feQ«|<[^|- 


En  prenant  a?  =  P^,  y  =  Qn  et  n  suffisamment  grand  on  voit  que 
I  ao;  +  6y  I  peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on  veut. 

Tout  ceci  suppose  -  réel. 

Ce  qui  précède  se  généralise  pour  une  dimension  quelconque. 
L  — ,Soit,  dans  l'espace  à  d  dimensions  le  réseau  réel 

(Aj,  Aj,  ...  Arf^.i). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  se  réduise  au 
rang  d  est  que  les  déterminants  du  c/""*  ordre  formé  par  le  tableau 
des  coordonnées  des  points  Ai,  Aj,  ...  A^^.^  soient  dans  des  rapports 
rationnels. 

Pour  simplifier  l'écriture  supposons  d  =  2.  Soient  A  de  coor- 
données a,  6  ;  A'  de  coordonnées  a',  b'  ;  et  A"  de  coordonnées  a*, 
b"  les  points  de  base  du  réseau,  les  points  A,  A',  A"  n'étant  pas  en 

Càbim.  —  Théorie  des  oombres,  t.   II.  33 
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ligne  droite,  c'est-à-dire  ah'  —  6a',  a! h"  —  6'a",  a"6  —  b"a  n'étant 
pas  tous  les  trois  nuls.  Pour  que  A,  A',  A"  appartiennent  à  un 
même  réseau  de  rang  a  au  plus  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  : 

C  a  =  m,ai  4-  rn^a^       a'  =  m'iOi  -f-  m2'aï       a"  =  m/'ai  H-  m^'a^ 
(a) 


s: 


m,6i  -4-  mafej,       h'  =  m'i6,  -h  ma'èa       h"  =  mi'&i  H-  m2'62 

les  m  étant  entiers,  ai,  ai,  bi,  6,  étant  quelconques. 
Or  on  tire  des  équations  précédentes 


a 

nii      ma 

6      mi      m, 

<3) 

a' 

wii       ma 
mj'     m/ 

=  o 

6'      mj'     ma' 
6"     mi"     m," 

=  o 

d'où 

mi'n 
a 

b"- 

-  m, "ma' 

-fcV 

m,"mi  - 
a''6- 

-  m 
-6" 

ima"        /nima  - 
a       ~       ah'  - 

—  mi'ma 

Il  faut  donc  que  les  rapports  entre  elles  des  trois  quantités  : 
a'6*  —  6'a"         a"6  —  b''a        ab'  —  ha' 

soient  rationnels. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  satisfaite  et  si  l'on  a  : 

a'b"  —  h' a"       a'b  —  6'a       a6'  —  6a' 
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L' 


L,  L',  L*  étant  trois  entiers  premiers  dans  leur  ensemble,  on 
pourra  déterminer  (I,  887)  des  entiers  mi,  ma,  mi',  mj',  mî',  m/ 
tels  que 

mi'mt"  —  mi''mî  s=  L      mi''mi  —  mima"  =  L'      mima  —  mi'mi  =r  L' 

Alors  les  équations  (3)  sont  satisfaites  et  elles  entraînent  des 
équations  de  la  forme  (2). 

Cette  condition  peut  s'énoncer  sous  forme  géométrique  en  disant 
que  les  surfaces  des  parallélogrammes  OA'A",  OA"A  et  OAA'  sont 
dans  des  rapports  rationnels. 

Pour  c?  =  3,  au  lieu  de  surfaces  de  parallélogrammes  on  aurait 
affaire  à  des  volumes  de  parallélépipèdes. 

IL  —  Dans  un  réseau  de  dimension  égale  au  rang,  les  points 
^ont  séparés  par  des  intervalles  finis . 

Il  suffi.t  de  démontrer  qu'il  n'y  a  pas  de  point  du  réseau  infini- 
ment voisin  du  point  0. 
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Ecrivons 

OiiCCi  H-  01,0:2  -f-  ...  -h  aidXd  =  ei 


Odi^L  H-  cidiXi  -f-  ...  H-  Ad^aîd  =  e^. 


Le  déterminant  formé  par  les  a  est  différent  de  zéro  puisque  le 
•réseau  est  de  dimension  d.  Donc  ce  système  d'équations  n'a  qu'un 
système  de  solutions  en  xi,  Xi,  ...  Xd  et  si  lèse  sont  infiniment 
petits  ces  solutions  le  sont  aussi  sans  être  nulles.  Elles  ne  sont 
donc  pas  entières  et  par  suite  le  point  êi,  îî,  ...  gj  n'appartient 
pas  au  réseau. 

Pour  c?  =  2  et  lorsque  le  réseau  est  réd,  ses  points  forment  un 
réseau  géométrique  de  parallélogrammes,  pour  (/  =•  3  un  réseau 
de  parallélépipèdes. 

Au  contraire,  dans  un  réseau  dont  le  rang  est  supérieur  à  h, 
dimension,  chaque  point  est  infiniment  voisin  d'une  infinité  d'autres. 

Pour  simplifier  l'écriture  nous  supposerons  encore  d==.  2. 

Il  suffit  de  démontrer  qu'on  peut  trouver  un  point  du  réseau 
dont  les  deux  coordonnées 

\  =  ax  -\-  a' y  -\-  d!i 
Y  =  6x  -h  6>  4-  6"^ 

«ont  plus  petites,  en  valeur  absolue,  qu'un  nombre  positif  donné  6. 
Par  hypothèse  a\)  —  6a',  dh'  —  6'a"  et  dh  —  6"a  ne  sont  pas  tous 
les  trois  nuls  (sinon,  le  réseau  serait  de  dimension  égale  à  i).  Sup- 
posons ah)  —  6a'  ^  G.  Si  l'on  donne  une  valeur  entière  à  z  il 
existe  des  valeurs  de  a;  et  y,  à  savoir  : 

—  (a'6"  —  6'a")z  —  (a6"  —  hd\z 

^—        ab'  —  ba'  y~       ab'  —  ba' 

telles  que  X  =  Y  =  o.  Donnons  à  ac  et  y  les  valeurs  entières  les 
plus  voisines  des  précédentes 

—  (a'b"  —  b'a")z    ,  —  (ab"  —  ba")z    ,      , 
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On  a  pour  ces  valeurs  de  a;,  y 

X  =  at)  -h  d-t\, 
Y  =  6yi  +  h'y{ 
donc  : 

IX|<i[|a|  +  I«'|]=A 
|Y|<in6|  +  |6'|]=B 

c'est-à-dire  que  le  point  X,  Y  tombe  dans  le  rectangle  de  centre  O, 
de  côtés  parallèles  à  Ox,  Oy  et  ayant  pour  dimensions  aA  et  aB». 
Donnons  à  z  les  art  -+-  i  valeurs  consécutives  : 

—  n,  —  n  -\-  1,  ...  o,  ...  n  —  i,  n. 

On  a  ainsi  an  H-  i ,  systèmes  de  valeurs  entières  de  x,  y,  z,. 
telles  que  le  point  X,  Y,  tombe  dans  le  rectangle. 
Posons  : 

N  =  E  (Z^). 

Partageons  le  rectangle  en  N*  autres  par  N  —  i  parallèles  à  Oar 
équidistantes  et  N  —  i,  parallèles  à  Oy  équidistantes. 

Puisqu'on  a  trouvé  an  4-  i  systèmes  de  valeurs  de  X,  Y  dans  le 
grand  rectangle  et  que  N*  <  an  -h  i,  il  y  a  au  moins  deux  de  ces- 
systèmes  dans  un  même  rectangle.  On  a  ainsi  : 

X'  =  ax'  -t-  ay  +  ah*  X"  =  ax"  4-  a'y"  -\-  aV 

Y'  =  6a;'  -+•  h'y  -h  h'z'  Y"  =  6x"  -h  ô'x"  +  6V 

tels  que 

IX'-X-'K^  et  |Y'-Y"|<^. 

Posant  : 

x'  —  x"  —  a?o,       /  —  /  =  jo.       z'  —  z"  —  Zo 
les  valeurs 

X  =  xo,     y  =  jo,      z  —  h 
sont  telles  que 
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D'ailleurs  X,  Y,  ne  sont  pas  nuls,  car  si  l'on  avait 

aaco  -I-  a'/o  H-  «"^o  =  o 
bxo  -H  b'yo  +  b'zo  =  o 

les  rapports  des  quantités  ab'  —  ba',  db"  —  6'  a%  a'b  —  b'a, 
■seraient  rationnels,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Ainsi  on  peut  rendre  |  X  |  ,  |  Y  |  aussi  petits  qu'on  veut  sans 
^tre  nuls,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarquons  que  cette  démonstration  est  valable  pour  une  seule 
<iimension  et  peut  remplacer  celle  du  n°  277. 

278.  Réseaux  types.  —  On  voit  ainsi  qu'il  y  a  une  difiFérence 
-essentielle  entre  les  réseaux  où  le  rang  égale  la  dimension  et  ceux 
où  il  est  plus  grand  qu'elle.  Dans  les  premiers  il  y  a  une  distance 
^nie  entre  deux  points  quelconques  du  réseau  ;  dans  les  seconds 
tout  point  du  réseau  est  infiniment  voisin  d'une  infinité  d'autres. 
Nous  appellerons  les  premiers  :  réseaux  types  ('). 

Remarque.  —  Dans  le  cas  de  d  =  i  un  réseau  non  type  jouit 

évidemment  de  cette  propriété  que  :  il  y  a  des  points  du  réseau  sur 

■tout  segment  de  la  droite  quel  que  petit  que  soit  ce  segment.  Cette 

propriété  ne  se  généralise  pas  absolument  pour  rf  >  i .   Soit,  par 

exemple,  d  =  2.  Considérons  un  réseau  formé  par  trois  points, 

A,  A'.  A"  tels  que  A  et  A'  soient  en  ligne  droite  avec  0,  le  rapport 

OA 

-Tjjr,  étant  irrationnel,  et  A'  étant  en  dehors  de  la  droite  OA.  Il  est 

évident  que  ce  réseau  n'est  pas  type  ;  il  a  des  points  sur  tout  seg- 
ment de  la  droite  OA  et  aussi  sur  tout  segment  des  droites  obtenues 
en  donnant  à  la  précédente  une  translation  égale  à  un  multiple 
de  OA".  Mais  //  n'a  pas  des  point  dans  toute  partie  du  plan. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  que  pour  qu'un 
réseau  défini  dans  un  plan  par  trois  points  quelconques  A,  A',  A"  ait 
la  disposition  précédente,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  y  ait  entre  les  sur- 
faces des  trois  parallélogrammes  construits  sur  OAA',  OA'A"  et 
OA"A  une  et  une  seule  relation  linéaire  homogène  à  coejficients 

(^)  Cette  dénomination  est  de  M.  Cbatelet.  Leç.  sur  la  Théorie  des  Nombres, 
ip.  a8.  Paris,  Gauthier- Villars  igiS.  M.  Chatelet  dit  modale  type,  parce  qu'il 
ne  distingue  pas  spécialement  les  réseaux  des  modules.  Mais  on  verra  plus  loin 
•4]u'ua  module  type  est  un  réseau. 
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rationnels  non  tous  nais.  S'il  y  avait  deux  de  ces  relations  (distinctes) 
les  surfaces  des  parallélogrammes  seraient  dans  des  rapports 
rationnels  et,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  le  rang  de  réseau  serait 
égal  à  2  et  le  réseau  serait  type. 

On  peut  étendre  aux  modules  quelconques  les  définitions  précé- 
dentes. On  appellera  modale  type  un  module  tel  que  ses  points 
soient  séparés  par  des  intervalles  finis.  Celte  définition  posée  nous 
allons  montrer  que  tout  modale  type  est  un  réseau  (et  bien  entendu, 
tm  réseau  type).  Nous  faisons  la  démonstration  pour  un  espace  à 
deux  dimensions. 

Prenons  un  point  du  module  et  joignons-.le  à  0.  Sur  la  demi 
droite  ainsi  obtenu  il  y  a  une  infinité  de  points  du  module  autres  que 
0.  Il  y  en  un  qui  est  plus  près  de  0  que  tous  les  autres,  car  si  cela 
n'était  pas,  il  y  aurait  des  points  du  module  infiniment  voisins  et 
le  module  ne  serait  pas  type.  Soit  A,  ce  point.  Tous  les  points 
situés  sur  la  droite  OA  et  dont  la  distance  à  0  est  un  multiple  de 
OA  sont  des  points  du  module,  et  il  n'y  en  a  pas  d'autres  sur  cette 
droite.  S'il  n'existe  pas  d'autres  points  du  module  que  ceux-là  on 
voit  que  le  module  est  un  réseau  de  dimension  égale  à  i. 

Supposons  qu'il  y  ait  des  points  du  module  en  dehors  de  la 
droite  OA.  Menons  par  les  points  du  module  qui  sont  sur  OA  des 
perpendiculaires  à  cette  droite,  nous  divisons  ainsi  le  plan  en 
bandes.  Tous  les  points  obtenus  en  donnant  à  un  point  quelconque 
du  module  une  translation  égale  à  un  multiple  de  OA  appartien- 
nent aussi  au  module.  Donc,  puisqu'il  y  a  des  points  du  module  en 
dehors  de  OA  il  y  en  a  dans  la  bande  OA.  Je  dis  qu'il  y  en  a  qui 
sont  plus  près  de  OA  que  tous  les  autres.  En  effet,  si  cela  n'était 
pas  on  pourrait  en  trouver  n  qui  seraient  distants  de  OA  de  moins^ 
de  e,  e  étant  aussi  petit  et  n  aussi  grand  qu'on  veut. 

Parmi  ces  n  points  il  y  en  aurait  en  moins  deux  dont  la  diffé- 
rence des  abcisses,  comptées  parallèlement  à  OA,  serait  plus  petite 

OA 
que  et  comme  la  différence  de  leurs  ordonnées,  comptées 

perpendiculairement  à  OA  serait  plus  petite  que  c,  ces  deux  point» 
seraient  aussi  voisins  qu'on  voudrait. 

Or,  cela  ne  peut  être  puisque  le  module  est  type. 

Soit  alors  B  un  point  du  module  pris  dans  la  bande  OA  et  tel 
qu'il  n'y  ait  pas  de  point  du  module  plus  près  de  OA  que  B.  Sur 
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OA  et  OB  construisons  un  parallélogramme  OACB.  Ce  parallélo- 
gramme définit  un  réseau,  et  je  dis  que  le  module  est  identique  à  ce 
réseau.  En  effet,  i*  tout  point  de  ce  réseau  appartient  au  module. 
2"  il  n'y  a  pas  de  point  du  module  en  dehors  de  ce  réseau.  Car 
sinon,  il  y  aurait  un  point  du  module  à  l'intérieur  ou  sur  le  con- 
tour du  parallélogramme  OACB,  ce  qui  est  évidemment  impos- 
sible. 

Corollaires  I.  —  Toul  soiis  module  d'un  réseau  est  lui-même 
un  réseau. 

II.  —  Tout  module  Jormé  de  points  à  coordonnées  entières  est  un 
réseau. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  fournit  une  remarque 
importante.  Elle  montre  que  dans  un  réseau  type  à  deux  dimen- 
sions, on  peut  prendre  pour  premier  élément  de  la  base  un  point  A 
quelconque  tel  qu'entre  0  et  A  il  n'y  ait  pas  d'autre  point  du  réseau 
puis  pour  second  élément  un  point  B  non  sur  OA  tel  que  dans  le 
parallélogramme  construit  sur  OAB,  il  n'y  ait  pas  non  plus  de 
point  du  réseau. 

Ceci  se  généralise  facilement  pour  un  réseau  type  de  dimensioiis 
quelconques. 

279.  Groupes  abéliens.  —  Un  groupe  est  dit  abélien  lorsque  la 
multiplication  y  est  commutative.  Nous  ne  considérerons  dans  ce  qui 
■va  suivre  que  des  groupes  abéliens  d'ordre  fini. 

Exemples  I.  —  L'ensemble  des  racines  m«™*'  de  l'unité  forme  un 
groupe  abélien  d'ordre  m,  relativement  à  la  multiplication  ordinaire. 

II.  —  Considérons  les  racines  m, «"=«',  les  racines  mj"""", ...  les  racines 
m„***'  de  l'unité  et  les  produits  de  ces  racines  entre  elles  ;  m,,  mj,  ...  m„ 
étant  des  entiers  positifs  quelconques.  L'ensemble  de  tous  ces  nombres 
forme  un  groupe  abélien. 

III.  —  Soit  m  un  entier.  Mettons  dans  une  même  classe  tous  le» 
entiers  qui  sont  congrus  (mod  m).  On  forme  ainsi  m  classes.  En  dési- 
gnant par  Ca  la  classe  qui  contient  l'entier  a,  (de  sorte  que  a  ^  t^ 
(mod  m)  entraîne  €„  =  Ca'),  ces  m  classes  sont  : 

Si  l'on  considère  deux  classes  Ca.  Ca.  leur  produit  sera  par  définition 
Ca«'.  Cetle  définition  est  acceptable,  car  quel  que  soit  l'entier  a  choin 
dans  la  première  classe  pour  la  représenter  et  l'entier  a'  choisi  dans  la 


5aO  THÉORIE    DES    NOMBRES 

seconde  classe,  la  classe  Caa',  sera  la  même  (I.  3i8).  Ainsi  la  multipli- 
cation des  classes  est  défini  par  l'égalité  Ca  X  Co,  =  Caa* 

Cette  multiplication  est  évidemment  générale,  univoque,  associative, 
et  commutative.  Mais  elle  n'est  pas  toujours  réversible  et  unipare.  En 
effet  l'égalité  C^  X  C^  =  Cj  ne  définit  pas  toujours  Cx.  vu  que  la  con- 
gruence  ax  ^  b  (mod  m)  n'a  pas  toujours  une  solution  et  une  seule 
(I.  329). 

Mais  parmi  toutes  les  classes  prenons  celles  qui  sont  formées  d'entiers 
premier  au  module  m.  (Remarquons  que  si  un  entier  d'une  classe  est 
premier  à  m,  tous  les  entiers  de  la  classe  le  sont  aussi).  Le  produit  de 
deux  de  ces  classes  est  encore  une  de  ces  classes,  car  si  a  et  a'  sont  pre- 
miers à  m,  aa'  l'est  aussi.  De  plus  on  sait  que  a  étant  premier  à  m  la 
congruence  ax  ^  b  (mod  m)  a  une  solution  et  une  seule.  De  plus  si  b 
est  premier  à  m  la  solution  de  cette  congruence  l'est  aussi.  11  en  résulte 
que  les  classes  (mod  m)  d'entiers  premiers  à  m  forment,  relativement  à  la 
multiplication  (mod  m),  un  groupe  abélien.  Ce  groupe  est  dWdre  'f{m). 
Comme  cas  particulier,  relativement  à  un  module  premier  p,  les  classes 
Cl,  C, ...  Cp-i  forment  un  groupe  abélien  d'ordre  p  —  i . 

IV.  —  Les  classes  de  formes  primitives  d'un  déterminant  donné 
forment,  relativement  à  la  multiplication  des  classes  un  groupe 
abélien.  Car  nous  avons  vu  que  cette  multiplication  jouit  de  toutes 
les  propriétés  nécessaires  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

V.  —  Considérons  les  genres  des  classes  primitives  d'un  déter- 
minant donné.  On  définit  le  produit  de  deux  genres  G,  G'  de  la 
façon  suivante.  On  prend  une  classe  du  premier  genre,  une  classe 
du  second,  on  fait  leur  produit  et  on  prend  le  genre  de  ce  produit. 
Le  produit  ainsi  défini  est  indépendant  du  choix  des  classes  prises 
dans  les  genres  G  et  G'.  Cette  multiplication  jouit  des  propriétés 
d'associativité,  de  commutativité,  etc.  Donc  les  genres  des  classes 
primitives  d'un  déterminant  donné  forment  un  groupe  abélien. 

280.  Bases  d'un  groupe  abélien.  Théorème.  —  Dans  tout  groupe 
abélien  il  existe  des  éléments  Ci,  Oj, ...  a„  tel  que  tout  élément  du  groupe 
soit  représentable  par 


ûj,  Œj,  ...  a„  étant  des  entiers.  L'ensemble  des  éléments  a^,  Oj,  ...  a„ 
sera  dit  une  base  du  groupe;  et  les  éléments  Oi,  Oi,  ...  a„  seront  dits 
générateurs  du  groupe, 
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Ce  théorème  est  évident.  L'ensemble  de  tous  les  éléments  du  groupe 
forme  une  base. 

Connaissant  une  base  du  groupe,  a^,  Oj,  ...  a„  on  peut  en  trouver 
d'autres  de  la  façon  suivante.  On  pose 

<4)  a;.  =  a>:'»...<-      0=1.2,  ...n) 

les  a  étant  des  entiers  dont  le  déterminant  est  égal  ±  i .  Les  a'  forment 
une  nouvelle  base.  En  effet  on  trouve  facilement  : 

ai  =  {a,'y^^i{ai')'^^^  ...  (a/)-'^«« 

Joij  désignant  le  mineur  de  a^^  dans  le  déterminant  des  a. 

Par  suite  tout  élément  du  groupe  étant  égal  à  un  produit  de  cer- 
taines puissances  des  a  est  aussi  égal  à  un  produit  de  certaines  puis- 
sances des  a'.  Donc  les  a'  forment  une  base. 

Bas. s  réduites.  —  Etant  donnée  une  base  Oi,  Oj,  ...  a„  il  est  évident 
que  dans  la  représentation  d'un  élément  du  groupe  sous  la  forme 

a^^a^^  ...  a"",  les  exposants  «i,  «2,  •••  «n  peuvent  varier  :  le  premier, 
d'un  multiple  de  l'exposant  Ai  de  aj  ;  le  second,  d'un[multiple  de  l'expo- 
sant ki  de  02,  etc.  Mais  cela  n'est  pas  tout.  Il  peut  arriver  que  l'on  ait 

(5)  a^'a^'  ...a^''  =  a^'a,^  ...  a^ 

«ans  que  l'on  ait  à  la  fois 

ai  ^  oi'(mod  ki)  ...  «n  ^  «n  (mod  fc„) 

On  dira  qu'une  base  est  réduite  lorsque  cette  circonstance  ne  «e  pré- 
sente pas,  c'est-à-dire  lorsque  toute  relation  de  la  forme  (5)  entraîne 

ûti  ^  a/(mod  ki)  ...  an^  a„'(mod  k„). 

Autrement  dit,  si  Ton  ne  considère  pas  comme  distincts  deux  entiers 
«i  et  a/  congrus  (mod  ki),  la  représentation  d'un  élément  du  groupe 

«ous  la  forme  al^a^*  ...  a"'  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

L'existence  des  bases  réduites  a  été  démontrée  par  Kronecker  (*). 
Nous  allons  Id  rattacher  à  la  théorie  des  tableaux  entiers  (*). 


(*)  Monatsber  d.  Berlin.  Akad.  (1870),  p.  885.  =  Werke  i,  p.  378 
{Leipzig  i8g5). 

(')  Frobbhiub  uwd  Stickelberger,  J.f  r.  u.  a.  M.,  t.  86  (1879).  ^^  méthode 
de  ces  auteurs  est  plus  détournée  que  celle  que  nous  exposons  ici. 
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Théorème,  —  Si  une  base  ai,  O],  ...  a„  n'est  pas  rédaiie  il  existe  ane 
ou  plusieurs  relations  de  la  forme 

(6)  (a.)^2(a,)Ç2...(a„)Ç"=i 

où  l'on  n'a  pas  à  la  fois  : 

Çi  ^  o  (mod  ki)  U  ^  o  (mod  ki)  ...  $„  ^  o  (mod  /f„) 

kiy  ki,  ...  kn  étant  les  exposants,  respectivement,  de  Oj,  Oj,  ...  a„. 

En  eiïet  si  la  base  ai,  a^.  ...  a„  n'est  pas  réduite  c'est  qu'il  y  a  une 
ou  plusieurs  relations  de  la  forme 

(ai)«i(a,)''»  ...  [a^f"  =  {a^f^'ia^T'  ...  (a„f-' 

où  l'on  n'a  pas  h  la  fois 

«1  ^  «i'  (mod  /ci),  or,  ^  a,'  (mod  /f»),  ...  of„  ^  «„'  (mod  /cn). 

Alors 

a,»«'-«i'aa"«-«2'  ...  a/""""'  =  i 

ce  qui  est  bien  une  relation  de  la  forme  indiquée. 

Réciproquement  s'il  existe  une  relation  de  la  forme  indiquée  la  base 
n'est  pas  réduite,  car  cette  relation  peut  s'écrire 

(aO^'(a«^  ...  K)^"  =  {aiTiarr  ...  (a„)^ 

281.  —  Remarquons  qu'une  relation  telle  que  (6)  en  donne  une 
infinité  d'autres,  en  augmentant  les  exposants  «i,  «j,  ...  a„  respective- 
ment de  multiples  de  kl,  kî,  ...  kn,  ou  bien  en  multipliant  tous  ces 
exposants  par  un  même  entier.  Si  l'on  a  deux  relations  telles  que  (5)  on 
en  obtient  une  troisième  en  Les  multipliant  membre  à  membre. 

Etant  donnée  une  base  Oi,  02,  ...  a„  considérons  tous  les  systèmes 
d'entiers  $i,  $a,  ...  S„  tels  que 

a^*a^^  ...  a^  =  i. 

De  tels  systèmes  existent  toujours,  car  il  y  a,  en  tout  cas,  ceux  dans 
lesquels  Ç^  est  un  multiple  de  l'exposant  de  Oj,  ?2  "i^  multiple  de 
l'exposant  de  Oj,  etc.  Si  la  base  est  réduite  il  n'y  a  pas  d'autres  sys- 
tèmes de  k,  et  réciproquement.  En  tout  cas  les  systèmes  de  ^forment  un 
module,  car  si  l'on  a 

a^*a^^  ...a^"=  I 

"i     a        •     n 

et  aVal''  ...  aV  =  i 
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on  en  déduit 


et 


Ce  module  n'étant  formé  que  de  systèmes  d'entiers  est  un  réseau 
(378  Corollaire  II).  On  a  ainsi 

(7)  ii  =  ^ti^i   -h  ki^i  -h  ...  linXn       (i  =  ï,  2,  ...  n) 

les  /,y  étant  des  entiers  fixes,  les  x  prenant  toutes  les  valeurs  entières. 

Ce  réseau  correspond  à  la  base  Oj,  Oj,  ...  a„  en  ce  sens  qu'il  est  déter- 
miné si  la  base  l'est.  Mais  les  coefficients  /  ne  le  sont  pas.  Si  l'on  fait 
dans  les  formules  (7)  une  substitution  unité  sur  les  x  on  a  de  nouvelles 
formules,  avec  de  nouveaux  coefficients,  mais  représentant  toujours  le 
même  réseau. 

Théorème.  —  Toutes  le»  relations 

a^a^...a^=l 


1  "a 


qui  existent  entre  les  éléments  d'une  base  résultent  d'an  nombre  fini  d'entre 
elles. 

En  efiet  une  telle  relation  s'écrit,  en  remplaçant  les  5  par  leurs 
valeurs  (7) 

(8)    (a[^^ai^^  ...  aii'«)^^(«S',"  ••.  «1")'^  .-  («'/"«'r  .-•  «1"")'"  =  i- 

En  faisant  l'un  des  x  égal  à  i   et  tous  les  autres  égaux  à  zéro  on 
obtient  les  relations 


(9) 


aW^^  ...  a"*  —  I 

I      a      •         n 

aWp  ...ab=i 


arab"  ...  0!""=  I 


Réciproquement  toutes  les  relations  (8),  c'est-à-dire  toutes  les  rela- 
tions entre  les  éléments  de  la  base  Oj,  02,  ...  a„  se  déduisent  des  rela- 
tions (9)  qui  sont  en  nombre  fini. 

Partons  donc  de  ces  dernières  et  voyons  comment  on  peut  les  modifier 
et  les  simplifier  : 

1°  Sans  changer  la  base  a^,  a^,  ...  a„  on  peut  changer  les  coeffi- 
cients lij  en  faisant  dans  les  formules  (7)  une  substitution  unité  sur 
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les  X.  Cela  vient  à  multiplier  le  tableau  des  kj  à  droite  par  un  tableau 
unité  quelconque. 

a°  On  peut  dans  les  relations  (9)  introduire  les  éléments  d'une  autre 
base  a'i,  a'2,  ...  a'n  reliée  à  la  première  par  les  relations  (4)  du  n°  280. 
Les  relations  (9)  sont  alors  remplacées  par  les  relations 

(10)     (a'O'  (a'O*  ...(a'„)'  {jZl'XZn}' 

Si  l'on  compare  ces  relations  aux  relations  (9),  on  voit  que  le  tableau 
des  exposants  qui  interviennent  dans  les  relations  (10)  se  déduit  du 
tableau  des  exposants  qui  interviennent  dans  les  relations  (9)  en  mul- 
tipliant ce  dernier  à  gauche  par  le  tableau  unité  \  Xij  \  .  Ce  tableau 
I  Xtj  I  est  d'ailleurs  un  tableau  unité  quelconque  puisque  c'est  l'inverie 
d'un  tableau  unité  quelconque. 

Faisant  sur  les  exposants  a,^  successivement  les  deux  modifications 
qu'on  vient  de  dire,  on  voit  qu'on  peut  remplacer  le  tableau  des  Uij  par 
un  tableau  équivalent  troisième  manière  (I.  38a)  quelconque. 

Or  on  a  vu  (I.  3o3)  qu'il  existe  un  tel  tableau  ayant  la  forme  dite 
réduite  : 

UiO  ...  o 
o/cj  ...  o 

00  ...  Ur 
Alors  les  relations  fondamentales  entre  les  éléments  de  la  base  seront 

(Ait  =  I 
{a.f'  =  i 

{art=i 

c'est-à-dire  qu'il  n'y  en  aura  pas  d'autres  que  celles  qui  expriment  que 
Oi  a  un  exposant  fei,  «j  un  exposant  Arj,  ...  a^  un  exposant  k^. 

On  sait  même  que  le  tableau  peut  prendre  la  forme  réduite  parfaite 
c'est-à-dire  que  les  exposants  de  Oi,  a^,  ...  a^  seront  tels  que  chacun 
soit  un  diviseur  du  suivant.  Ces  exposants  sont  les  diviseurs  élémentaires 
(I.  383)  du  tableau  des  exposants  dont  on  est  parti. 

Ainsi  :  Tout  groupé  abélien  a  une  base,  réduite  dans  laquelle  Vexposani 
de  chaque  élément  divise  Vexposani  du  suivant  ('). 

{')  Kronecker,  Momtsber.  d.  Berl.  Ak.  (1870),  p.  885.  —  Werke  i,  p.  378. 
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C'est  ce  que  nous  appellerons  une  base  réduite  parfaite. 

Remarques.  I.  —  Quand  on  a  obtenu  par  le  procédé  procèdent  une 
base  réduite  il  peut  se  faire  que  certains  exposants  k  soient  égaux  à  i. 
Les  a  correspondants  sont  alors  égaux  à  l'élément  unité  du  groupe,  et 
on  peut  les  supprimer  de  la  base.  C'est  ce  qu'on  supposera  toujours  fait, 

II.  —  Si  l'on  considère  plusieurs  bases  réduites  les  tableaux  corres- 
pondants sont  équivalents.  Par  conséquent  pour  tous  ces  tableaux  : 

le  produit  des  entiers  ki,  /cj,  ...  k^  est  le  même  et  égal  à  ei«j  ...  e^ 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs  produits  r  —  i  à  r  —  i  est  le 
même  et  égal  à  CiC^  ...  e^., 

et  enfin  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  entiers  est  le  même  et 
égal  à  ei. 

Les  diviseurs  élémentaires  sont  des  nombres  caractéristiques  de 
la  conteiture  du  groupe.  Connaissant  ces  nombres  Ci,  e^,  er  on  forme 
un  groupe  isomorphe  au  groupe  donné  en  partant  d'une  base  Oi,  Oj, 
...  a„  telles  que  ses  éléments  satisfassent  à 

a,'  =1       a^  =:  i  ...  a/=  i 

et  ne  satisfassent  à  aucune  autre  relation  indépendante  de  celles-là. 

Le  nombre  e^e^  ...  6^=  kik^  ...  kr  est  l'ordre  du  groupe. 

L'entier  r  s'appellera  le  rang  du  groupe. 

L'entier  e^  est  le  plus  grand  exposant  possible  d'un  élément  dir 
groupe. 

Pour  tous  les  éléments  a  du  groupe  on  a 

(11)  a''=i. 

Sauf  le  cas  r  =  i,  l'entier  e^  est  plus  petit  que  l'ordre  i  du  groupe. 
L'égalité  (ii)  constitue  donc  un  perfectionnement  de  l'énoncé  du 
n°  272. 

a*  =  I 

282.  —  On  peut  trouver  d'autres  espèces  de  bases  réduites  particu- 
lières. Faisons  la  remarque  suivante  : 

Dans  une  base  on  peut  introduire  des  générateurs  égaux  à  i . 

Ceci  posé  soient  k^,  ki,  ...  kr  les  exposants  d'une  base  réduite.  For- 
mons le  tableau 

/kiO  ...  o" 

(12)  lok,...o 

\oo  ...  kr. 
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Supposons  que  l'un  des  exposants,  k^  par  exemple,  se  décompose  en 
un  produit  de  deux  facteurs  premiers  entre  eux 

En  introduisant  dans  la  base  un  générateur  égal  à  i  on  peut  rem- 
placer le  tableau  (la)  par  le  suivant  : 

'hiO  ...  oc 

Okî  ...  00 


oo  ...  krO 
wOO  ...  oi 


Mais  celui  est  équivalent  (troisième  manière)  au  suivant 

'k^o  ...  00^ 
o/c»  ...  00 


oo  ...  kr'o 
,00  ...  okr'j 


car  ces  deux  tableaux  ont  les  mêmes  diviseurs  élémentaire». 

En  recommençant  cette  transformation  autant  de  fois  qu'il  est  né- 
cessaire, il  est  bien  évident  que  le  tfibleau  (ii)  se  trouve  finalement 
remplacé  par  un  autre  de  même  forme,  mais  où  les  éléments  de  la 
diagonale  principale  sont 

Pi  >  'il  I  •••  Pa  '  ïj  '  ••• 

Pi*9i  •••  étant  la  décomposition  àeki  en  facteurs  premiers,  p"',  q^^  ... 
celle  de  /fj,  etc. 

Il  lui  correspond  une  base  réduite  dont  les  générateurs  ont  pour 
exposants 

ri   »  ïi  »  •••  ra  »  'ia  »  ••• 

Il  peut  y  avoir  plusieurs  de  ces  bases  mais  les  exposants  des  générateurs 
sont  déterminés  (•).  Ce  sont  les  facteurs  premiers,  avec  leurs  exposants, 
des  diviseurs  élémentaires  du  tableau  dont  on  est  parti. 


{*)  Fhobbnius  und  Stickelbmrgkr,  J.  r.  a,  M.  86  (1879),  p.  219.  — 
H.  Webbr.  Act.  math.  8  (i886),  p.  198,  9  (1886,  7).  p.  io5.  —  Lehrbuch  d. 
Algèb.  {a»  éd.),  tome  a,  p.  38  et  siriv. 
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283.  Indiceau  —  cii,  a,,  ...  a^  étant  une  base  réduite  d'un  groupe 
-abélien«  si  un  élément  du  groupe  est  mis  sous  la  forme 

le  système  d'entiers  a,,  a,,  .,.  a„  s'appelle  sy$tème  d'indices  de  cet  élé- 
ment, En  disant,  pour  simplifier  le  langage  que  ces  indices  sont  déter- 
minés lorsqu'ils  le  sont,  le  premier  (mod  /fj,  le  second  (mod  k^)  etc.  ; 
kl,  /f,,  ...  étant  les  exposants  de  a^,  Cj,  ...  on  voit  q[ue  tout  élément 
à  un  système  d'indices  déterminé  et  réciproquement. 

On  remarquera  l'analogie  de  cette  définition  avec  celle  du  n"  21  et 
on  verra  sans  peine  que  le  système  d'indices  d'un  produit  de  facteurs  est 
égal  à  la  somme  des  systèmes  d'indices  des  facteurs,  et  les  théorèmes  ana- 
logue à  ceux  du  n"  0. 

Problème.  —  Calculer  Vexposanl  d'un  élément  déterminé  par  $on 
systèmes  d^ indices. 

On  trouve  comme  au  n''  22,  que  cet  exposant  est  : 

M  r_    ^'  ^"      1 

En  particulier  l'exposant  maximum  est  M(/(t,  k^,  ...  k,^)  et  tous  les 
autres  sont  des  diviseurs  de  celui  là.  Dans  le  cas  où  la  base  est  réduite 
parfaite,  l'exposant  maximum  est  e,.. 

TnÉORàMB.  —  Si  deux  éléments  a,  a'  appartiennent  respectivement  à 
des  exposants  d,  dl  premiers  entre  eux,  alors  aa'  appartient  à  l'exposant  dd'. 

Ce  théorème  se  démontre  comme  celui  de  la  note  I  et  du  chapitre  I. 
On  peut  aussi  le  déduire  du  résultat  précédent. 

284.  Racines  m-mei  de  l'unité  dans  un  groupe.  —  Il  s'agit  de 
trouver  les  élément  x  du  groupe  tels  que  rc"'  =  i . 

On  voit  comme  au  n°  23  que  les  indices  ai,  a,,  ...  a„  d'un  tel  élé- 
ment se  calculent  par  les  congruences 

moii  ^  0  (mod  ki) 


ma„  ^  0  (mod  k„) 
Le  nombre  de  solution  est  : 

F(m)  =  D(/n./fi)D(m,/f,)  ...  U[m,k„)  =  D(m,et).D(m,«,)  ...  D(m,e,.) 

Les  solutions  de  x"*  =  i  sont  d'ailleurs  les  mêmes  que  celles  de 
jcD(m.<2)  =  1, 

Cas  particulier.  —  Si  m  est  premier  à  chacun  des  entiers  ki,  k^, ...  kn, 
il  y  a  une  seule  solution  qui  est  x  =  1 . 
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Les  racines  m»"»»'  de  l'unité  dans  un  groupe  abélien  forment  un 
sous-groupe  dont  l'ordre  est  F(m).  Les  raisonnements  précédent» 
donnent  une  base  réduite  de  ce  groupe,  à  savoir  : 


dont  les  élément  ont  respectivement  pour  exposants  : 

D(m,/fi),      D(m.fcj).  ...       D(m,/c„). 

Ceux  de  ces  éléments  dont  l'exposant  est  i ,  se  réduisent  à  l'élément 
unité  et  peuvent  être  supprimés.  Lorsque  la  base  réduite  Oi,  a,,  ...  a^ 
est  parfaite  les  éléments  pour  lesquels  cela  arrive  sont  les  premier» 
dans  la  suite. 

Si  m  eit  un  nombre  premier  p  on  a  I>{p,ki)  =  i  ou  p.  Supposons 
que  la  base  Oi,  a,,  ...  a»,  soit  réduite  parfaite,  on  aura  comme  base 
réduite  du  sous-groupe  des  racines  p«"«'  de  l'unité 

en  désignant  par  e^  le  premier  des  e  qui  soit  divisible  par  p.  Celte  base 
réduite  est  parfaite.   Le  nombre  des  racines  pe»»»  de  l'unité  est  p''~''+*. 
Enfin,  on  voit  (^)  comme  au  n°  24  que  le  nombre  des  éléments  d'un 
groupe  qui  appartient  à  l'exposant  d  est 


FW  _  ïF(-f)  +  xF(i,). 


a,  a',  ...  étant  les  facteurs  premiers  différents  de  a,  et  F(d)  étant  : 
D{d,ki)D{d,k^)  ...  D(rf,/c„)  =  D(rf,eOD(d.Cj)  ...  D(d,e,) 

l'expression  ainsi  trouvée  étant  d'ailleurs  nulle  quand  d  n'est  pas  un 
diviseur  de  «r» 

285.  Résolution  de  œ"*  =  «.  Groupe  des  puissances  meraei.  — 
Voir  n»  25. 

La  condition  de  possibilité  est  que  D(m,A:i)  divise  aj,  D(m,/cj)  divise 
Œj,  etc.,  aijŒj,  ...  étant  les  exposants  de  a,  et  si  ces  conditions  sont 
remplies  il  y  a  F(m)  solutions,  a  est  une  puissance  m»""»  dans  le  groupe» 

Dans  un  groupe,  les  puissances  m"^"  forment  un  sous-groupe. 

Cherchons  l'ordre  de  ce  sous -groupe. 

(^)  Frobekius  und  Stickelberger,  loc.  cit.,  p.  245. 
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«i  devant  être  un  multiple  de  D(m,/i,)  et  d'ailleurs  étant  déQni  à  un 

A: 
multiple  près  de  A|,  peut  prendre  p.,   \  ,  valeurs. 

De  même  a,  peut  prendre  j^,   ^,  >  valeurs,  etc.  L'ordre  demandé 
«st  donc  : 

*       X  T^/  %  X  X  ...  ,^.  ",  .      ou        '  f/"n  "  valeurs. 


D(mi/Ci)  -^  D(m,/cj)  '^  •••  D(m,k„)  ■    F(m) 

Le  raisonnement  précédent  donne  en  même  temps  une  base  réduite 
du  sous-groupe  en  question,  à  savoir  ; 

el  c'est  une  base  réduite  parfaite,  "Si  Oi,  Oj,  ...  o,i  en  est  une  du  groupe 
total. 

Théorème.  —  Le  produit  de  l'ordre  du  sous-groupe  des  racines  m*™" 

de  Vêlement  unité,  par  celui  da  sous-groupe  des  puissances  m^™*'  est  égal 

à  l'ordre  da  groupe  total.  En  effet,  nous  venons  de  voir  que  le  premier 

k  k    .     k 
■de  ces  ordres  est  F(m)  et  le  second  -'p.,'".    " . 

Le  produit  k^k^  •••  k„  est  égal  à  l'ordre  du  groupe  total. 
Démonstration  directe  de  ce  théorème.  —  Soient  1,  a,  |3, ...  X  les  racines 
^emei  Je  l'élément  unité,  soient  : 

{i3)  1"*,  A»»,  ...  D»!» 

les  puissances  me™e»  parfaites  du  groupe. 
Considérons  le  tableau  : 


a     §  ...   X 

<i4) 

bD3  ...  DX. 


5  AAaA!3  ...  AX 
(  DD3 


Il  suffît  de  montrer  que  ce  tableau  contient  tous  les  éléments  du 
groupe  total,  chacun  une  fois. 

i'  Soit  X  un  des  éléments  du  groupe.  Sa  puissance  m«"«  est  égale  à 
l'un  des  éléments  (i3).  Soit  X"*  =  A"'.  Alors 

X  =  A  ou  Aa  ou  ...  AX. 

2°  Deux  éléments  du  tableau  (i4)  sont  différents.  S'ils  sont  dans  la 
même  ligne  c'est  évident,  et  s'ils  ne  sont  pas  dans  la  même  ligne  cela 
résulte  de  ce  que  leurs  puissances  me"»»»  ne  sont  pas  les  mêmes. 

Caben.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  34 
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286.  Calcakr  Vordn  et  le  rang  <3tan  groape  ahélien  connaissant  les^ 
relations  qui  existent  entre  les  éléments  d'une  base  de  ce  groupe.  —  Par 
hypothèse  on  connaît  les  relations  (9)  et  par  conséquent  le  tahleau 
des  lij.  Si  on  calcule  les  diviseurs  élémentaires  e,,  e,,  ...  e^  de  ce 
tableau,  le  produit  de  ces  diviseurs  est  égal  à  l'ordre,  et  le  nombre  de 
ces  diviseurs  différents  de  1  au  rang  du  groupe. 

Si  l'on  a  une  base  réduite  non  parfaite,  soient  ki,  k^,  ...  /f„  les  expo- 
sants de  ses  éléments.  Si  ki,  k^,  ...  k^  ne  sont  pas  premiers  dans  leur 
ensemble,  on  aura  e^  ^  1  et  le  rang  du  groupe  sera  n  ;  si  ki,  /c,, ...  k^ 
sont  premiers  dans  leur  ensemble  mais  que  leurs  produits  deux  à  deux 
ne  le  sont  pas,  on  aura  «i  =  i  et  «,  >>  i ,  et  le  rang  du  groupe  sera 
n  —  1,  etc. 

287.  Soit  un  groupe  G  définie  par  une  base  réduite  a^  b,  c  ;  a  élan 
d'exposant  h,  b  d'exposant  k,  c  d'exposant  l.  On  considère  : 

A  =r  a«  fc3  cY 

B  =  a«'6P'cY' 
C=fl«"63"cY" 
D  =  a«'"6rcY"' 

Ces  éléments  sont  la  base  d'un  groupe  (sous-groupe  de  G).  On  demande- 
l'ordre  de  ce  groape  {'). 
Pour  cela,  cherchons  d'abord  les  relations  de  la  forme 

A^B^C'^D^  =  1. 
Une  telle  relation  s'écrit  : 

„aÇ+a'Ti+a"!;+«"'5  t?S+P'Ti+P"!:+P"'5  jÇ+Y'T.+r";+r'"3  =  j 

et  comme  a,  6,  c  est  une  base  réduite,  cela  revient  à 

a\  4-  a'-n  +  «"C  +  a"'S  =  o  (mod  h) 
P5  4-  P'ti  H~  ^"Ç  H-p'"ô  =  o  (mod  k) 
y5  -+-  y'^I  +  y'Ç  -^y'"^  =  o  (mod  /) 
ou  au  système  d'équations  diophantiennes 

«$  +  a'rj  -+-  a"C  H-  <x"'5  -h  ha  =0 

y5  +  Y'-n  H-  y'C  +  y"'S  -f-  /w  =  o 

u,  u,  w.  étant  trois  nouvelles  inconnues. 

{^)  Nous  iupposon»  les  éléments  a,  b,  c  au  nombre  de  trois,  et  les  élément»- 
A,  B,  C,  D  au  nombre  de  quatre,  pour  fixer  les  idée»  et  simplifier  l'écriture. 
Ce»  nombres  pourraient  être  quelconque». 
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La  solution  générale  de  ce  sptème  est  de  la  forme  : 

$  =  auX  +  a^^y  4-  a^,z  H-  a^^t 
ifl  =  a^^pc  -t  Ojjj  -h  OagZ  -h  a,J 
C  =  a^jX  +  Ojjj  +  a^^  -h  a^t 
8  =  a.jX  -+-  a^2y  -+-  a^^i  ■+-  a^^t 
u  =  ... 


D'après  ce  qu'on  a  dit  (n°  281  Remarque  II)  l'ordre  du  groupe  est 
égal  au  déterminant  des  a,y.  Mais  on  sait  (I.  194)  que  ce  déterminant 
est  égal  au  rapport  dn  déterminant  formé  par  les  coefficients  de  u,  v,  w 
dans  les  équations  (ao)  au  plus  grand  commun  diviseur  des  détermi- 
nants du  troisième  ordre  extraits  du  tableau  des  coefGcients  de  toutes 
les  autres  inconnues.  En  d'autres  termes  le  nombre  que  l'on  cherche 
est  égal  à 

hkl 


a'  a'  a'"  hoo 

IH'^'  i"  Oko 

l  y'  f  i"  O  G  / 

où  le  dénominateur  est  le  module  du  tableau  qui  y  est  en  évidence  (l). 
Cas  particulier.  —  L'ordre  du   groupe    engendré  par  un  élément 
A  =  a*  6^  c^  ,  c'est-à-dire  l'exposant  de  A  est  égal  à 

hkl 


1  a 

h 

0  0 

P 

0 

ko 

ï 

0 

otl 

hkl 

D{hkl,  akU  h^l,  hk^i) 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ce  résulat  concorde  avec  e^ui  du  n°  283. 

Condition  pour  que  des  éléments  A,  B,  G  d'an  groupe  forment  une  base. 
Cette  condition  est  que  le  sous-groupe  formé  par  ces  éléments  ait  un 
ordre  égal  à  celui  du  groupe  total.  C'est  donc  : 

a  a'  c/^  a"'  ho  o 
■^  f'  ^  y'"  O  O  l 

288.  Produit  de  deux  groupes.   —  Dans  ce  qui  va  suivre  les 
groupes  dont  il  sera  question  appartiendront  toujours  à  un  même  sur- 
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groupe,  qui  sera  appelé  le  groupe  tolal.  Il  s'agit  de  groupes  abéliens. 
Le  groupe  formé  par  le  seul  élément  unité  sera  nommé  groupe  unilé 
et  désigné  par  i . 

On  appelle  produit  de  deux  groupes  G  et  Gi,  l'ensemble  formé  par 
tous  les  produits  d'un  élément  de  G  par  un  élément  de  Gi  on  voit 
immédiatement  que  ce  produit  est  lui-même  un  groupe.  En  parti- 
culier : 

i.G  =  G 

G.G  =  G. 

Le  produit  de  deux  groupes  contient  chacun  d'eux  comme  sous- 
groupe.  Réciproquement  si  K  contient  G  comme  sous-groupe  il  est  le 
produit  de  G  par  un  autre  facteur.  En  effet  on  a  toute  au  moins 

<i5)  R  =  G.  K. 

On  dit  alors  que  K  est  divisible  par  G. 

Tout  groupe  est  divisible  par  le  groupe  i,  ce  qui  justifie  la  dénomi- 
nation de  groupe  unité  donné  à  ce  groupe. 

Si  deux  groupes  ont  comme  bases  respectivement  A,  B,  C,  ...  et 
Al,  Bi,  Cl,  ...  leur  produit  a  comme  base  l'ensemble  des  éléments 
A.B,  G,  ...A„B„C„  ... 

Une  égalité  telle  que  (i5)  montre  qu'il  ne  peut  y  avoir  d'analdgie 
bien  profonde  entre  la  multiplication  des  groupes  et  celle  des  nombres. 
Pour  en  rétablir  une  nous  ne  considérerons  plus  à  partir  de  maintenant 
la  multiplication  des  groupes  que  dans  un  cas  particulier,  à  savoir 
lorsque  les  deux  groupes  qa^on  multiplie  nont  pas  d'autre  élément  commun 
que  Vêlement  unité.  On  dit  alors  qu''ils  sont  indépendants. 

Théorème.  —  Lorsque  deux  groupes  sont  indépendants  les  produits 
qu'on  obtient  en  multipliant  de  toutes  les  Jaçons  possibles  un  élément  de 
premier  par  un  du  second  sont  différents  entre  eux.  Là  réciproque  est  vraie. 

Soient  A,  B  deux  éléments  du  premier  groupe,  Aj,  B,  deux  éléments 
du  second  et  supposons  que 

AA,  ==BB,. 

On  en  déduit  : 

AB-'=B,Ar' 

d'où,  puisque  les  groupes  n'ont  d'autre  élément  commun  que  l'unité 

AB-i=BiAr'  =  I 
d'où 

A  =  B        A,  =Bi. 
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Cas  particulier.  L'égalité 

AAi  =  1 

ne  peut  exister  que  «i  A  =  Aj  =  i. 

Celte  propriété  peut-être  prise  pour  définition  de  l'indépendance  de 
deux  groupes. 

Les  réciproques  du  théorème  précédent  et  du  cas  particulier  sont 
vraies  comme  on  le  voit  facilement. 

Corollaire.  —  L'ordre  du  produit  de  deux  groupes  indépendants  est 
égal  au  produit  des  ordres  des  facteurs  (*).  La  réciproque  est  vraie. 

Théorème.  —  Si  deux  groupes  indépendants  G  et  Gj  ont  respectivement 
les  bases  réduites  A,  B,  ...et  Aj,  Bi,  ...  alors  V  ensemble  des  éléments 
A,  B,  ...  Al,  Bj,  ...  forme  une  base  réduite  de  GGi. 

On  sait  déjà  que  c'est  une  base.  Celle  base  est  réduite  car  l'égalité 

aV  ...  A**Bf •  ...  =  1 
entraîne 

A"bP...  =  Ar*'B7P»  ... 

Puisque  G  et  Gj  sont  indépendants  chacun  des  membres  de  l'égalité 
précédente  est  égal  à  i ,  ce  qui  exige  que  a  soit  un  multiple  de  l'exposant 
de  A,  ,£  un  multiple  de  l'exposant  de  B,  ...,  aj  un  multiple  de  l'expo- 
sant de  Al,  etc. 

Produit  de  plusieurs  groupes  totalement  indépendants.  Il  faut  d'abord 
remarquer  qu'un  groupe  indépendant  de  deux  autres,  n'est  pas  tou- 
jours indépendant  de  leur  produit.  Par  exemple  soient  A  et  B  deux 
éléments  d'exposant  a.  Considérons  les  trois  groupes  qui  ont  respec- 
tivement pour  bases  A,  B,  et  AB,  c'est-à-dire  que  le  premier  est  formé 
des  éléments  i,  A  ;  le  second  des  éléments  i,  B  ;  le  troisième  des  élé- 
ments I,  AB.  Ils  sont  indépendants  entre  eux  deux  à  deux,  mais  aucun 
d'eux  n'est  indépendant  du  produit  des  deux  autres. 

Nous  dirons  que  plusieurs  groupes  sont  totalement  indépendants 
lorsque  l'égalité 

AAïAj  ...  =  I 

où  A  désigne  un  élément  du  premier  groupe,  A^,  un  du  second,  ... 
entraîne 

A  =  Al  =  A,  =  ...  =  I. 

(^)  On  démontre  facilement  que  Vordre  du  produit  de  dtux  groupes  quelconquet 
est  un  diviseur  du  produit  des  ordres  des  facteurs. 
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Il  résulte  immédiatement  de  cette  définition  que  lorsque  plusieurs 
groupes  sont  totalement  indépendants  ils  sont  indépendants  deux  à  deux 
et,  plus  généralement,  que  deux  produits  formés  avec  ces  groupes  sont 
indépendants  entre  eux.  Par  suite  deux  de  ces  groupes  ou  deux  de  ce« 
produits  n'oni  pas  d'autre  élément  commun  que  i . 

Lorsque  plusieurs  groupes  sont  totalement  indépendants  les  produits 
qu'on  obtient  en  prenant  comme  facteurs  un  élément  du  premier,  un 
du  second,  etc,  sont  différents  deux  à  deux. 

Car  de 


on  déduit 

Donc 

d'où 


ABC  ...  =  A,B,C,  ... 

AAi-*.BBr'  ...=  i. 
AA,-^  =  BB,-'=  ...  =  I 


A  =  Ai,  B=Di,  ... 

La  réciproque  est  vraie,  car  cette  propriété  contient  comme  cas  parti- 
culier la  définition  des  groupes  indépendants. 

On  déduit  de  la  propriété  précédente  que  Pordre  du  produit  de 
groupes  totalement  indépendants  est  égal  au  produit  des  ordres  des  facteurs . 

Soit  A,  B  ...  une  base  réduite  d'un  groupe  G  ;  A,,  B»,  ...  une  base 
réduite  d'un  groupe  d  alors  si  G,  G,,  ...  sont  totalement  indépen- 
dants A, B,  ...  Al,  Bi,  ...  est  une  base  réduite  de  GGj  ...  La  réci- 
proque est  exacte. 

On  dit  qu'un  groupe  G  est  (i?comy)osa6/e  lorsqu'on  peut  le  mettre  sous 
la  forme  d'un  produit  de  facteurs  indépendants  dont  aucun  n'est  égal  à 
l'unité. 

On  désignera  dans  ce  qui  va  suivre  par  [A,  B,  ...  L]  le  groupe  dont 
A,  B,  ...  L  est  une  base. 

Théorème.  —  Pour  qu'un  groupe  soit  indécomposable  il  faut  et  il  sujjît 
que  son  rang  soit  égal  à  i  et  que  son  ordre  soit  une  puissance  d'un  nombre 
premier. 

i"  Si  le  rang  nest  pas  i  le  groupe  esi  décomposable.  Car  soit  le  groupe 
de  base  réduite  A,  B,  ...  ;  il  est  égal  au  produit  [A]  X  [B]  X  ....  les 
facteurs  étant  totalement  indépendants  puisque  A,  B,  ...  est  une  base 
réduite. 

a"  Le  rang  étant  d,  si  V ordre  n'est  pas  une  puissance  d'an  nombre  pre- 
mier le  groupe  est  décomposable.  Car  soit  le  groupe  [A],  et  supposons  que 
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-son  ordre,  c'est-à-dire  l'exposant  de  A,  contienne  plus  d'un  fadeur  pre- 
mier, soit  p*q"r  '  ...  cet  ordre.  Je  dis  que 

(,6)  [A]  =  [Af.']xMx[v"']... 

En  effet  on  peut  déterminer  Ç,  |jl,  C.  •••  de  façon  que 

p"5  -h  q^y\  -h  r^C  -+-...  =  « 
n  étant  un  entier  quelconque.  Donc 

Ceci  vérifie  l'égalité  (i6).  Je  dis  de  plus  que  [a^*],  [a'^],  [a'*'']... 
sont  indépendants.  En  effet  l'égalité 

(A.")UA«^)^(A'f...  =  . 
entraîne 

p"  Ç  -h  çV  -+-r"C  -+-...=  o  (mod  p*g3rï  ...) 
d'où 

k^  o  (mod  gPr^  ...) 
Tj  ^  0  (mod  p^^r^  ...) 
:  =  o(mod/qP  ...). 

Or  qf^r^  ...,  p^r^  .,.,  p'gP  ...  sont  justement  les  exposants  deA'' 

A,P 
>  ••• 

3**  Le  rang  étant  i  e<  l'ordre  étant  une  puissance  d'un  nombre  premier, 
-le  group»  est  indécomposable. 

Soit  le  groupe  [a]  do  rang  i  et  d'ordre  />".  Tout  sous-groupe  est  de 

la  forme  i^'*  \.  Supposons  donc  qu'on  ait 

(.7)  [A]=[A'][A"']. 

Mais 

[a''][a''']=[a^^'''''')]. 

Il  faut  donc  que 

fA^<'''"')]=[A] 

ce  qui  exige  que  D{n,  n')  soit  premier  à  pa,  donc  au  moins  l'un  d«s 
■deux  entiers  n,  n'  par  exemple  n  n'est  pas  divisible  par  p.  Mais  alors 
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[A"J  =  [AJ  de  sorte  que  l'un  des  deux  facteurs  du  second  membre  de 
l'égalité  (17)  est  [A]  lui-même.  Donc  [A]  est  indécomposable.  Rappro- 
chant ce  théorème  de  celui  du  n°  282  on  en  déduit  que  tout  groupe 
abélien  est  décomposable  en  un  produit  de  facteurs  indécomposable». 

289.  Caractères  des  éléments  d*un  groupe.  —  Nous  nous  pro- 
posons, étant  donné  un  groupe  abétien,  de  faire  correspondre  à  chaque 
élément  A  de  ce  groupe  un  nombre  /(A)  de  façon  que  pour  deux  élé- 
ments quelconques  A,  B,  on  ait 

X(AB)  =  x(A)x(B) 

les  nombres  y  n'étant  pas  tous  nuls.  Le  nombre  x(A^)  s'appelle  le 
caractère  de  l'élément  A. 

Pour  cela  soit  Aj,  Aj,  ...  A„  une  base  du  groupe,  k^,  /c,,  ...  k^ 
les  exposants  respectifs  de  Ai,  A2,  ...  A^.  Soit 

u)i  une  certaine  racine  de  a;*j  =  i 
ta-i  une  certaine  racine  de  a;*2  =  i ,  etc. 
Nous  prendrons 

y  (Ai)  =  0)1         x(Aî)  =  Wî  ...         x(An)  =  wn 
puis 


,.  (a!'a:-  ...  a:-) = <•, 


On  voit  sans  peine  que  ces  nombres  satisfont  à  la  condition  imposée. 
Ces  nombres  sont  d'ailleurs  complètement  déterminés  malgré  l'indéter- 
mination de  otj,  «2,  ...  En  effet  <x^  est  déterminé  au  module  /cj  près,  donc 

o),  '  est  déterminé,  etc. 

On  a  ainsi  un  système  de  caractères  correspondant  à  un  choix  de 
<à^,  toj,  ...  (o„.  Comme  ily  a  /cj  façons  de  choisir  tOj,  /fj  façons  de  choisir 
u)2,  etc,  il  y  &  k^k^  ...  kn  systèmes  de  caractères,  c'est-à-dire  un  nombre 
égal  à  Tordre  du  groupe.  Deux  de  ces  systèmes  sont  différents,  car  ils 
diffèrent  au  moins  par  le  caractère  de  l'un  des  éléments  Aj,  A2.  ...  A„, 
Nous  allons  démontrer  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  systèmes  de  caractères. 

1"  Dans  tout  système  de  caractères,  le  caractère  de  Vêlement  unité  est  i. 
Car  on  doit  avoir 

x(A)  =  x(i)x(A) 
pour  tout  élément  A  du  groupe,  et  comme  x(A)  n'est  pas  nul,  par 
hypothèse,  pour  tout  élément  A  du  groupe  il  en  résulte  : 

X(i)  =  i. 
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a'  Soit  x(Ai)  =  wj.  On  en  déduit  : 

et  puisque  A/  =  i,  il  en  résulte 

<»),   =  I. 

Donc  u)i  est  une  racine  de  x  '  =  i  ;  de  même  w,  est  une  racine  de 
a*2  =  1,  etc. 

Donc  il  n'y  a  pas  d'autres  systèmes  de  caractères  que  ceux  trouvés 
plus  haut.  Parmi  ces  systèmes  on  peut  remarquer  celui  obtenu  en  pre- 
nant co^  =  wj  =  ...  =  ii>„  =  I.  Alors  y(A)  =  i  quel  que  soit  l'élé- 
ment A. 

Cherchons  les  systèmes  de  caractères  réels.  On  les  obtient  évi- 
demment en  prenant  pour  les  w  les  valeurs  db  i .  Tout  caractère  est 
alors  égal  à  ±  [ .  On  ne  peut  d'ailleurs  prendre  tOi  =  —  i  que  si  A-,  est 
pair.  On  voit  alors  finalement  qu'en  appelant  Cf^^i  le  dernier  des  inva- 
riants e  qui  soit  impair  le  nombre  des  systèmes  de  caractères  réels 
est  2'"''+^.  Si  tous  les  invariants  sont  impairs  il  n'y  a  qu'un  système 
réel  qui  est  le  système  i,  i,  ...  i. 

Remarque.  —  Considérons  un  système  de  caractères  pour  un  groupe 
abelien  G.  Ces  caractères  forment  un  groupe  T.  A  toute  relation 

A^'B^...  =  i 

entre  des  éléments  de  G  correspond  la  relation 

x(A-r/)B?)...=  i 

entre  les  éléments  correspondants  de  r.  Mais  la  réciproque  n'est  pas 
vraie.  Il  peut  y  avoir  entre  les  éléments  de  r  d'autres  relations  que 
celles-là.  Pour  cette  raison  les  deux  groupes  ne  sont  pas  en  général 
isomorphes. 

Exemple.  —  Pour  le  système  de  caractères  i,  i, ...  on  a  /(A)  =  x(B) 
quels  que  soient  A  et  B. 

2°  Soit  le  groupe  formé  par  les  quatre  éléments  i.  A,  B,  AB,  avec 
les  relations 

A«  =  B2=i. 

Considérons  le  système  de  caractères 

X(i)  =  i     x(A)  =  i     x(B)  =  -i     x(AB)  =  -i. 
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On  a  les  relations 

/(A)  =  x(0        z(ÂB)  =  x(B) 

qui  ne  correspondent  pas  à  des  relations  entre  éléments  du  premier 
groupe. 

Théorème.  —  Pour  un  système  délerminé  de  caractères    la   somme 

^  X(^)  éi^f^à.ae  à  tous  les  éléments  du  groupe  est  nulle,  sauf  pour  le  système 

1,  1,  ...  i  pour  lequel  la  somme  ^  ^(A)  est  égal  à  l'ordre  du  groupe. 

La  seconde  partie  du  théorème  est  évidente  puisque  lorsque  -/^  est  le 
caractère  principal  on  a  /(A)  =  i  quelque  soit  A. 
Pour  démontrer  la  première  partie  écrivons  : 

«j  =0 

les  sommes  étant  entendues  par  rapport  aux  a. 

Les  w  n'étant  pas  tous  égaux  à  i ,  puisque  le  système  de  caractères 
dont  il  s'agit  n'est  pas  le  système  i,  i,  ...  i,  on  peut  en  particulier 
supposer  w^  ^  i . 

Alors 


2      x(a^)  =  1  +  co,  +  cî  +  ...  +  ^r'  =  "'^  ~  ^ 


=  o 


<e  qui  démontre  le  théorème. 

Théorème.  —  Soit  A  un  élément  déterminé.  La  somme  7^7 (A)  étendue 

à  tous  les  caractères  est  nulle,  sauf  si  A  est  l'élément  unité  auquel  cas  cette 
somme  est  égale  à  l'ordre  du  groupe. 

La  seconde  partie  du  théorème  est  évidente  puisque /(i)  =  1  quel 
•que  soit  x  et  que  le  nombre  des  caractères  est  égal  à  l'ordre  du  groupe. 

Pour  démontrer  la  première  écrivons  : 

i;x(A)= 2<'-»?  -  ■»:■ = 2-:*  X  2<'  ■■■  <' 

les  a  étant  déterminés  et  les  sommes  s'étendant  à  toutes  les  valeurs 
possibles  des  w.  Or  les  a  ne  sont  pas  tous  nuls  puisque  A  n'est  pas  l'élé- 
ment unité.  Alors  ^0)^1=0  ce  qui  démontre  le  théorème. 
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290.  Etude  de  quelques  groupes.  —  Groupe  des  racines  n»^^de 
Inanité.  Les  éléments  de  ce  groupe  sont  les  puissances  successives  de 

ai-x  aiîT 

e"*  .  Il  est  donc  de  rang  1,  l'élément  e  "*  formant  une  base  réduite.  Il 

en  est  de  même  de  tout  élément  e  "*    où  h  est  un  entier  premier  à  m. 

Il  y  a  un  système  de  caractères  où  chaque  élément  est  égal  à  son 
caractère. 

Groupe  formé  par  V ensemble  des  racines  m«'"®«,  des  racines  n*™",  ... 
des  racines  r«">"  de  Vanité.  Ce  groupe  est  identique  à  celui  formé  par 
les  racines  M«'"««  de  l'unité,  M  désignant  le  plus  petit  commua  mul- 
tiple de  m,  n,  ...  r. 

En  effet,  un  élément  de  premier  groupe  est  de  la  forme 


•et  un  du  second  à 


g        \r        n 

■■•+>)• 

e     ^ 

{x,y,  ...  /,  X 

,  entiers.) 

t  égaux  si 

X        Y 

-  -h^  H-  ... 
m        n 

t       X 

MM, 

—  X  -\ — y  -4-  •• 
m            n  '' 

-^= 

ou 

TU  \f  M 

On  voit  qu'étant  donnés  x,  y,  ...  ton  peut  calculer  X,  et  que  réci- 
proquement  étant   donné   X   on   peut  calculer  x,  y,   ...   t  puisque 

—  ,  —,  ...  —  sont  premiers  dans  leur  ensemble. 
m      n  r  ^ 

Remarque.  —  Il  n'y  a  pas  d'autres  groupes  finis,  formés  de  nombres, 

que  les  groupes  précédents.  Car  soit  a  un  élément  d'un  tel  groupe 

•et  n  l'ordre  du  groupe  on  aura 

a"  =  1 . 

Donc  a  est  une  racine  de  l'unité. 
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201 .  Groupe  des  classes  d'entiers  premiers  à  un  module  m 
(279.  III).  —  Ce  groupe  est  d'ordre  (p{m).  Ses  propriétés  se  tirent 
des  résultats  du  chapitre  II.  Soit  d'abord  m  de  l'une  des  formes 
suivantes  : 

a'^    ({ji  <;  3)  ;        p*,         2/>"    (p  nombre  premier  impair). 

On  a  vu  (n*'  20  qu'il  admet  des  racines  primitives.  Soit  g  l'une 
d'elles.  La  classe  C^  constitue  une  base  réduite.  Le  groupe  est 
donc  de  rang  i . 

Soit  maintenant  m  =  a'^  (|j.  >  3).  Les  9(2'^)  classes  relatives  à 
ce  module  sont 

C(_3)o      G(_3)'-C(.3).t^-'-|- 

D'ailleurs  C_a  ==  C_,  x  Ca.  Donc  les  classes  C_i  et  C3  forment 
une  base  réduite.  C'est  d'ailleurs   une  base  réduite  parfaite,  car 

l'exposant  de  C3  qui  est  2"^"*  est  divisible  par  celui  de  C_,  qui 
est  2. 

Enfin  si  m  n'est  d'aucune  des  formes  précédentes,  il  peut  se 
décomposer  en  un  produit  de  facteurs  qui  soient  de  ces  formes  et 
qui  soient  premiers  entre  eux  deux  à  deux.  On  n'a  donc  qu'à 
résoudre  le  problème  suivant  : 

Soient  n,  n',  ...  premiers  entre  eux  deux  'à  deux;  on  a  une 
base  réduite  pour  le  groupe  des  classes  d'entiers  premiers  à  n  : 

Cj,  Cij  ... 

une  base  réduite  pour  le  groupe  des  classes  d'entiers  premiers  à  n'  t 

Ca'  ,  Cf  »  ••• 

etc. 

former  une  base  réduite  pour  le  groupe  des  classes  d'entiers  pre- 
miers à  nn'  ... 

Pour  cela  on  détermine  des  entiers  A,  B,  .,.  par  les  conditions 

A  ^  a  (mod  n)  ^  i  (mod  n!)  ^  i  (mod  n")  ... 
B  ^  6  (mod  n)  ^  i  (mod  n')  ^  i  (mod  n")  ... 


A' ^  1  (mod  n)^a'  (mod  n')  ^  i  (mod  n")  ... 
B'=  1  (mod  n)  =  b'  (mod  n')  =  i  (mod  n")  ... 
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Les  classes  C^,  Cg,  ...  C^.,  C3',  ...  formeront  une  base  répon- 
dant à  la  question. 

1°  C'est  une  base  du  groupe  des  classes  d'entiers  premiers  à 
nn!  ...  En  effet,  soit  d  un  tel  entier,  il  est  premier  h  n,  n'  ...  Donc 
il  existe  des  exposants  a,  j3,  ...  «',  /3',  ...  tels  que 

(18)  d  =  0*6^  ...  (mod  n)  =  a'-^V^'  ...  (mod  n')  =  .. 

d'où 

A"B^  ...=d  (mod  n)  =  1  (mod  n')  =  1  (mod  n')  =  ... 
A'*'B'^'  .. .  =  1  (mod  n')  =  d  (mod  n!)  =  1  (mod  n")  =  ... 

d'où 

A"b3  ...  A'*'B'P'  ...  A'^B'^"  ...  =  d  (mod  nn'n"  ...)      • 
d'où 
.(•9)  (Cj1cjr..(c,)"'(cjr..  =  c. 

2°  C'est  une  base  réduite.  Car  en  faisant  les  calculs  précédents 
en  sens  inverse  on  voit  que  l'égalité  (19)  entraîne  l'égalité  (18). 
Donc  Cj  étant  donnés  a,  j3,  ...  a',  j8',  ...  sont  déterminés  à  des 
multiples  près  de  certains  exposants. 

L'exposant  de  C^  dans  le  groupe  relatif  au  module  nn'  ...  est  le 
même  que  celui  de  Ga  dans  le  groupe  relatif  au  module  n,  etc. 

Les  indices  d'une  classe  Ch  relatifs  à  la  base  ainsi  déterminée 
sont  les  mêmes  que  ceux  de  l'entier  k  définis  au  n"  21. 

Le  nombre  des  éléments  de  la  base  qu'on  vient  de  déterminer 
est  égal  au  nombre  des  facteurs  premiers  distincts  de  m  si  m  est 
impair,  ou  divisible  par  4  mais  non  par  8  ;  il  est  égal  à  ce  nombre 
diminué  de  i  si  m  est  simplement  pair  ;  enfin  il  est  égal  à  ce 
nombre  augmenté  de  i  si  m  est  divisible  par  8. 

La  base  réduite  ainsi  déterminée  n'est  pas,  en  général,  parfaite. 

Je  dis  que  néanmoins  le  nombre  de  ses  éléments  est  égal  au 
Tang  du  groupe. 

En  effet  les  exposants  de  ces  éléments  étant  tous  divisibles  par 
:2  on  a  ei  >  2  (n°  281). 
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Exemple.  —  Soit  le  module  36o  =  2*. 3*. 5. 

Pour  le  module  2'  on  a  la  base  —  i,3 
»  3"  »  a 

»  5  »  3. 

On  détermine  A,  B,  A',  A"  par  les  conditions 

A  ^  —  1  (mod  8)  ^  1  (mod  3')  ^  1  (mod  5) 
B  =  3  (mod  8)  =  1  (mod  3*)  =  1  (mod  5) 
A'  =  1  (mod  8)  =  a  (mod  3»)  =  1  (mod  5) 
A"=        1  (mod  8)  =  1  (mod  3»)  =  2  (mod  5). 

On  trouve 

A  =  —  89        A' =  —  79        A' =  —143        B  =  9i. 

On  a  donc  la  base 

C_89,   G9,,  G_79,   G_n» 

dont  les  éléments  ont  comme  exposants  a,  9,  6,  4.  Le  rang  du 
groupe  est  4. 

En  appliquant  la  méthode  donnée  plus  haut  on  trouve  la  base 
réduite  parfaite  : 

C_i,  Cl9,    C-,,   Ct7 

dont  les  éléments  ont  comme  exposants  2,  2,  2,  12. 

Groupe  des  classes  primitives  de  déterminant  donné.  —  Ce 
groupe  sera  étudié  dans  le  chapitre  suivant. 

Groupe  des  genres  des  classes  primitives  de  déterminant  donné. 
—  Ce  groupe  est  d'ordre  égal  à  2         (n°  215). 

L'élément  unité  est  le  genre  principal.  Tous  les  autres  sont 
d'exposants  2,  par  conséquent  bilatères.  Une  base  réduite  est 
formée  de  X  —  i  éléments. 


NOTES  ET  EXERCICES 

L  —  Dans  an  groupe  ahélien  combien  y  a-l-il  d'éléments  qai  appar- 
tiennent à  l'exposant  e^  ? 

Réponse  :  (f>r(Ci),  ^r  désignant  l'indicateur  du  r«  ordre  (I.  4i  1),  r  est 
le  rang  du  groupe. 
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II.  —  Un  groupe  abélien  G  étant  décomposé  en  un  produit  de  fac- 
teurs totalement  indépendants  G  =  HK  ...  ;  pour  trouver  les  racines 
^èraos  de  l'unité  dans  G,  il  suffît  de  trouver  ces  racines  respectivement 
dans  H,  K,  ....  puis  de  multiplier,  de  toutes  les  façons  possibles,  une 
racine  m*™'  dans  H  par  une  racine  m*"»  dans  K,  etc.   Frobenius  und 

SxiCltELBKRGER,  /.  T.  Q.  M.,  t.   86  (1879),  p.   226). 

m.  —  Soit 

m  =  m' m"  ... 

les  entiers  m',  m",  .,  étant  premiers  entre  eux  deux  à  deux.  Pour  trou- 
ver les  racines  m*""*»  de  l'unité  dans  un  groupe  il  suffit  de  trouver 
séparément  les  racines  m'*™»»,  les  racines  m"*""®*,  etc.,  puis  de  faire 
tous  les  produits  possibles  d'une  racine  m'*"""  par  une  racine  m"*"»,  etc. 
(Frobenius  und  Stickklberger,  loc.  cit.). 

IV.  —  Pour  qu'un  groupe  abélien  soit  de  rang  i  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  n'existe  pas  d'entier  m  tel  qu'il  y  ait  dans  le  groupe  plus  de  m 
racines  m*""*»  de  l'unité  (Gauss,  D.  A.,  84)- 

V.  —  Généralisation  du  théorème  de  Wilsonn  pour  un  groupe  abélien 
quelconque  (Voir  n"  15  et  exercice  IX  du  chapitre  II).  Le  produit  des 
éléments  d'un  groupe  abélien  est  égal  à  i,  sauf  si  l'équation  x'  =  1  a 
dans  ce  groupe  une  racine  et  une  seule  différente  de  1.  Dans  ce  cas  le 
produit  en  question  est  égal  à  cette  racine.   (Frobenius  und  Sticxbl- 

BERGER,   loc.  cit.). 

VI.  —  Etant  donné  un  groupe  abélien,  on  demande  le  nombre  de 
racines  de  l'équation  x"»  =  1  qui  sont  telles  que  la  première  puissance 
d'une  de  ces  racines  qui  soit  puissance  m*™*  parfaite,  soit  la  m*""*. 

Réponse  :  Soit  m  =  0*6*^  ...  la  décomposition  de  m  en  facteursP  'de- 
rniers. Le  nombre  cherché  est 

-TT  F(a')'  -  F{a*-')¥(a-+') 
ii  F(a«) 

le  signe  II  s'étendant  à  tous  les  facteurs  premiers  a,  6,  ...  (Frobenius 
und  Stickelbkrger,  loc.  cit.,  p.  245). 

VII.  —  On  considère  un  sous-groupe  d'un  groupe  abélien.  Combien 
y  a-t-il  dans  le  groupe  total  de  systèmes  de  caractères  tels  que  les 
caractères  des  éléments  du  sous-groupe  soient  tous  égaux  à  i  ? 

Réponse  :  Un  nombre  égal  à  l'indice  du  sous-groupe. 

VIII.  —  Nouvelle  démonstration  de  l'existence  des  racines  primitives 
pour  les  modules p'*  {p  nombre  premier  impair). 

L'ordre  du  groupe  des  classes  est  (p  —  i  )/'"'"  S  il  faut  démontrer 
que  son  rang  est  i . 
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Or  ejCj  ...  er  =  {p —  Op"~^  contient  comme  facteurs  premiers 
ceux  de  p  —  i,  et  /)  si  a  >  i . 

Soit  a  un  facteur  premier  de  p  —  i  et  considérons  l'équation 

(a)''  =  i. 

Le  nombre  des  racines  est  a'"~''+*  (n°  284),  d'autre  part  elle  a 
a,  racines  (n°  25,  i"  Applic).  Donc  h  s=z  r  {e^  étant  le  premier  des  e 
qui  soit  divisible  par  a). 

On  voit  de  même  que  h'  =  r,  e^  étant  le  premier  des  e  qui  soit  divi- 
sible par  p.  On  conclut  de  là  qu'il  n'y  a  qu'un  e  différent  de  i ,  etc. 

De  même  pour  le  module  a*. 


CHAPITRE  XXIV 


GROUPE  DES  CLASSES  PRIMITIVES 
DE  DÉTERMINANT  DONNÉ.  GROUPE  DES  GENRES 


292.  —  Les  classes  primitives  appartenant  à  un  déterminant 
donné  sont  en  nombre  fini  (Chapitre  XIV).  Elles  forment  un 
groupe  abélien  dont  l'ordre  est  ce  nombre.  Ce  nombre  sera  calculé 
plus  tard.  Nous  appellerons  dans  ce  qui  va  suivre,  ce  groupe,  le 
groupe  des  classes  ;  nous  le  désignerons  par  G  et  son  ordre  par  n. 

L'élément  unité  de  ce  groupe  est  la  classe  principale. 

Les  racines  carrés  de  l'unité  sont  ce  que  nous  avons  appelé  les 
classes  6//a/ère*  ;  elles  forment  un  sous  groupe  du  groupe  total. 
Les  classes  carrés  parfaits  forment  un  autre  sous  groupe. 

Le  produit  des  ordres  de  ces  deux  sous  groupes  est  égal  à  n 
(n»285). 

Exemples  I.  —  Soit  D  =  i5.  Il  y  a  deux  classes  primitives 
(i,  I,  4)  =  I        et        (a,  I,  2)  =  A. 

La  première  est  la  classe  principale.  La  seconde  forme  une  base  du 
groupe.  L'ordre  de  groupe  est  2,  son  rang  est  i, 

il.  —  Soit  D  =  104.  Il  y  a  six  classes  primitives.  La  classe 

A  =  (5,  -  4.  6) 

d'exposant  6  forme  une  base.  On  a 

Ao  =  (1,0,36)      A'=(5, -4,  6),      A»  =  (3,  2,1) 
A3  =  (2,  o,  i3)      A*  =  (3,  -  2,  2)       A«  =  (5,  4,  6) 

A  est  d'exposant  6  et  forme  une  base  ;  A*  est  la  classe  unité,  A°  est  A' 
sont  les  classes  biiatères  ;  A",  A^  et  A*  sont  les  classes  carrés  parfaits. 

Gahih.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  35 
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III,  —  Soit  A  =  96.  Il  y  a  quatre  classes  primitives 

A  =  (-  i.o,  a4)        B  =  (4,  A,  -  5) 

toutes  deux  d'exposant  2  forment  une  base.  Les  différentes  classes  pri- 
mitives sont 

A»Bo  =  i      AB<'  =  (- 1,0.  24)      A«B  =  (4,  4,  —  5) 

AB  =  (_  4,  -  4.  5) 

Elles  sont  toutes  quatre  bilatères.  Il  n'y  a  qu'une  classe  carré  parfait, 
la  classe  principale. 

293.  Théorème.  —  Le  nombre  des  genres  correspondant  à  un 
déterminant  donné  est  inférieur  ou  égal  à  celui  des  classes  bila- 
tères (•). 

Soit  g  le  nombre  des  genres.  Prenons  dans  chaque  genre  une 
classe  et  une  seule  et  soient 

I,  Cl,  C2,  •••  Cj,_i 

les  classes  obtenues,  la  première  étant  la  classe  principale  appîur- 
tenant  au  genre  principal. 

Soit  p  le  nombre  des  classes  du  genre  principal  et  soient 

I»  Tj,  r2,  ...  r^_i 
ces  classes.  Considérons  le  tableau  : 

!i        r^       Ta ...  rp_i 
Cl    Cir^    CiFg ...  Girp_i 

Gg—i     Cj_i      ij ...  Cij—ir^— 1. 

Dans  ce  tableau  la  première  ligne  contient  toutes  les  classes 
de  genre  principal. 

La  seconde  contient  des  classes  de  même  genre  que  C,  et  elle 

les  contient  toutes. 

C 
En  effet  soit  G  une  telle  classe,  soit  p-  =  F,  F  sera  de  genre 

principal  et  l'on  aura  C  =  CiF. 

La  troisième  ligne  contient  des  classes  du  même  genre  que  C2  et 
elle  les  contient  toutes,  etc. 

(*)  On  démontrera  plas  loin  qus  le  nombre  des  genres  est  égal  k  celui  des 
classes  bilatères. 
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De  plus  on  voit  que  deux  classes  du  tableau  sont  différentes. 
En  effet  si  elles  ne  sont  pas  dans  la  même  ligne  elle  ne  sont  pas  de 
même  genre,  et  si  elles  sont  dans  la  même  ligne,  elles  sont  les 
produits  d'une  même  classe  par  deux  classes  différentes. 

Il  en  résulte  que  le  tableau  est  le  tableau,  sans  omission  et  sans 
répétition,  de  toutes  les  classes  du  groupe  G  et  l'on  a  : 

(2)  pg  =  n. 

Soit  q  le  nombre  des  classes  qui  sont  carrés  parfaits. 
Comme  toute  classe  qui  est  carré  parfait  est  du  genre  principal 
on  a  : 

(3)  q<p. 

Soit  enfin  b  le  nombre  des  formes  bilatères.  On  a  (n°  292) 
<4)  bq  =  n.  ^ 

Comparant  les  relations  ('a),  (3)  et  (4)  on  a 
(5)  ^  .=  ^  <  ^  =  6. 

Remarque.  —  La  considération  du  tableau  (i)  prouve  que  dans 
chaque  genre  il  y  a  le  même  nombre  de  classes. 

294.  Calcul  du  nombre  des  classes  primitives  bilatères  de 
déterminant  donné.  —  Nous  allons  déterminer  le  nombre  b 
introduit  dans  le  n"  précédent.  INous  avons  vu  (n*  177)  que  dans 
une  classe  bilalère  il  y  a  des  formes  bilatères  simples  soit  de  pre- 
mière espèce  (a,  o,  c)  soit  de  seconde  espèce  (a,  a,  c)  ;  nous  allons 
chercher  combien  il  y  en  a. 

Pour  cela  nous  allons  chercher  les  conditions  pour  que  deux 
formes  bilatères  soient  de  môme  classe.  Pour  résoudre  cette  der- 
nière question  nous  distinguerons,  suivant  qu'il  s'agit  de  formes 
définies  ou  de  formes  indéfinies.  Nous  laisserons  de  côté  les  classes 
de  discriminant  4  et  3.  On  sait  en  effet  que  pour  chacun  de  ces 
discriminants  il  n'y  a  qu'une  classe  qui  est  bilatère. 

Formes  définies.  Théorème  I.  —  Deux  formes  définies  bila- 
tères simples  de  première  espèce  (a,  o,  c)  et  (a',  o,  c')  sont  de 
même  classe  lorsque  a  =  a'  et  c  =  c'  ou  lorsque  a  =  c'  et  c  =  a! 
et  dans  ces  cas  seulement. 
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Considérons  les  deux  formes 

(6)  (a,  o,  c)        et        (c,  o,  a) 
et  les  deux  formes 

(7)  (a',  0.0        et        (c',o,a'). 

Les  deux  formes  (6)  sont  de  même  classe  et  Tune  d'elles  est 
réduite. 

De  même  pour  les  deux  fprmes  (7).  Or  deux  formes'définies 
réduites  ne  peuvent  être  de  même  classe  que  si  elles  sont  identiques. 
Il  faut  donc  que  l'une  des  formes  (6)  soit  identique  à  l'une  de» 
formes  (7)  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Thérème  II.  —  Deux  formes  définies  bilatères  simples  de 
seconde  espèce  {a,  a,  c)  et  (a',  à,  c')  sont  de  même  classe  lorsque 

a'  =a        et        c'  =  c 
ou  lorsque 

a'  =  4c  —  0,        et        c'  =  c 

et  dans  ces  cas  seulement. 
Considérons  les  quatre  formes 

f={a,a,c) 

lyt  =  (a,  à,  c)  ^°  ~  ^  j  =  (ô,  ac  —  a,  c) 

j/j  =  (a.  a,  c)  y_^  j  °^jz=z{c,a  —  ac,  c) 
/3  =  {a,  a,  c)  (^_^  ^   —  i)  ~  ^^^  —  a,  4c—  a,  c) 
et  les  quatre  formes 
(9)  f  =  («'»  «'»  c') 


Les  formes  (8)  sont  de  même  classe  et  l'une  d'elles  est  réduite,, 
à  savoir  : 

La  première  si  o  <  a  <;  c,  la  seconde  si  c  <  a  <  2c,  la  troi- 
sième si  2C  <  a  <C  3c,  la  quatrième  si  3c  <  a  •<  4c.  (On  a  a  <C  4c 
parce  que  la  forme  a,  a,  c  est  définie  positive). 

De  même  pour  les  formes  (9).  Donc  l'une  des  formes  (8)  est 
identique  à  l'une  des  formes  (9).  D'autre  part  J'  ne  peut  être 
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identique  à/j,  car  cela  entraînerait  a:=  c^  c'est-à-dire  que /serait 
(a,  a,  a),  c'est-à-dire  (i,  i,  i)  puisqu'elle  est  primitive.  Or  ce  cas 
-est  exclu.  On  voit  de  même  que  /  ne  peut  être  identique  à  /,.  Il 
-en  résulte  que 

/'  ne  peut  être  identique  qu'à  /  ou  /j 

On  voit  de  même  que 

/'s  ne  peut  être  identique  qu'à  /  ou  /j 

fi  «  /.       Jr 

j\  »  » 

D'autre  part  on  voit  que  les  deux  derniers  cas  rentrent  dans  les 
deux  premiers  parce  que  si//  est  identique  à  /j,  alors  /  est  iden- 
tique à  /";  et  si//  est  identique  à//  alors  //  est  identique  à/,  etc. 

Donc  l'une  des  formes  f  ou  /^  est  identique  à  l'une  des  formes 
f  ou  //  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Théorème  IIl.  —  Deux  formes  définies  bilatères  simples  tune 
•de  première  espèce  (a,  o,  c)  l'autre  de  seconde  [a!,  a\  c')  ne  peuvent 
4tre  de  même  classe. 

Considérons  les  deux  formes 

Ho)  (a,  o,  c),        (c,  0,  a) 

■et  les  quatre  formes 

<i  i)  (a',  a',  c').       (c',  2c'  —  a',  c'),       (c',  a'  —  id ,  c\ 

(4c'  —  a',  4c'  —  a',  c'). 

On  verrait  comme  plus  haut  que  pour  que  (a,  o,  c)  et  (a',  a',  c') 
isoient  de  même  classe  il  faudrait  que  Tune  des  formes  (lo)  fut 
identique  à  l'une  des  formes  (ii).  Cela  n'est  possible  que  dans 
i'une  des  hypothèses  suivantes  : 

a'  =  o  ;        a'  =s  ac'  ;        a'  =  4c'. 

Alors  la  forme  (a',  a',  c),  étant  primitive,  se  réduirait  à  l'une 
•des  suivantes  : 

(o.  0,  i);        (a,  a,  i);        (4.  4.  »). 

Or  ces  trois  cas  sont  exclus,  le  premier  et  le  troisième  parce 
•qu'il  ne  s'agit  que  de  formes  à  discriminant  positif;  le  second 
|)arce  que  (a,  2,  i)  est  de  discriminant  a- 
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Corollaire.  —  Dans  chaque  classe  définie  positive  bilatère  il  y 
a  deux  formes  bilatères  simples  qui  sont  ou  bien 

(a,  G,  c)  ;         (c,  o,  a)  ,V. 

ou  bien 

(a,  a,  c)  ;         (4c  —  a,  4c  —  a,  c). 

D'ailleurs  (a,  o,  c)  ne  peut  être  identique  à  (c,  o,  a)  que  si 
a  =  c  =  I ,  et  [a,  a,  c)  ne  peut  être  identique  à  {!^c  —  a,  4c  —  a,  c) 
que  si  a  =  2C  =  2.  Dans  ces  deux  cas  la  classe  est  celle  de  la 
forme  (i,  o,  i),  cas  exclu. 

Finalement,  pour  compter  le  nombre  des  classes  primitives  bila- 
tères appartenant  à  un  discriminant  donné  positif,  différent  de  3 
ou  4,  il  faudra  chercher  combien  il  y  a  de  j ormes  bilatères  simples 
appartenant  à  ce  discriminant,  et  diviser  le  résultat  par  i. 

295.  Formes  indéfinies.  —  Voulant  appliquer  la  condition 
donnée  au  n°  174  pour  que  deux  formes  indéfinies  soient  de  même 
classe  nous  allons  d'abord  chercher  comment  est  constitué  le 
développement  en  fraction  continuelle  de  la  première  racine  d'une 
forme  bilatère  simple.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer.  Nous 
mettrons  en  évidence  les  signes  des  coefficients,  dans  ce  qui  va 
suivre  a  et  c  représenteront  des  entiers  positifs. 

Formes  bilatères  simples  de  première  espèce.  V^Cas.^o\\.(a,  o, — c) 

avec  a  "<  c.  La  première  racine  est  +  W  - ,  le  nombre  sous  radical 

étant  plus  grand  que  i . 

Le  développement  est  (n°  116) 

(12)  Y  ^  =  (ao,ai,...ai,2ao...) 

2'  Cas.  Soit  [a,  o,  — c)  avec  a  >»  c.  La  première  racine  est  -\-  i/- 

le  nombre  sous  radical  étant  plus  petit  que  i .  Le  développement 
est 

Y  -  =  (o, Oq. Oi, ... oi, 2ao ...). 
3*  Cas.  Soit  ( —  a,  o,  c)  avec  a  -<  c.  La  première  racine  est  —  ^- 
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Le  développement  est  : 

—  y/-  =  [— (flo  +  i),  i,ai—  i,a,,  ...Cl,  aoo,  fli...] 
Ceci  suppose  fli  ;z^  i .  Si  ûj  =  i  le  développement  est  : 

—  y  ^  =  [—  (oo  H-  i),  a,  +  1,03,  ...Cl,  200,01,02... 

U'Cas.  Soit  ( — a.  o,  c)  avec  a  >c.  Le  développement  de  la  première 
racine  —  v/ -  est  alors 


(—  1,  1,  Go—  I,  oi,  ...ai,aao  ...) 
siao  ;z^  i  et 


(—1,1-1-0,,    «2,  ..-  «1,  200,  «i»  •••) 

si  Oo  =  I . 

Formes  bilatères  simples  de  seconde  espèce. 

5'Ca5.Soit(a,a, — c). La  première  racme  est Le 

développement  est 


(oo,  oj.  ...  oi,  aoo  -h  1  ...). 


-■+v/'-f 

6' Cas.  Soit  (a,  a,  c). La  première  racine  est Le 

développement  est 


(—  I,  I,  1,  Oo,  Oi,  ...  a^,  aoû  -h  I  ...)- 


7*  Cas. Soit( — a,— a,c). La  première  racine  est . 

Le  développement  est 


(—  (oo  +  2),  1,  -Oi  —  1,  Oo,  ...  Oi,  aoo  -h  1,  Oi  ...) 
si  ai  ;zf  I  et  si  a,  =  i  le  développement  est 


( —  (flo  -^  2),  1  -h  «2,  «3  ...  fZi,  :*ao  H-  1,  Oi,  «2,  •••) 


8'Cas.  Soit  ( — a, — a, — c)  .La  première  racine  est — . 
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Le  développement  est  : 


(o,  a,  Oo,  fli  •••  «1.  aûo  +  I  •••)• 

Ceci  posé  nous  allons  prendre  successivement  chacune  de  ces 
huit  espèces  de  formes  et  montrer  que,  pour  chacune  il  y  a,  outre 
elle-même,  trois  forme  de  même  classe.  Pour  chaque  espèce  de 
forme  il  y  aura  plusieurs  cas  à  considérer,  cela  fera  donc  un  grand 
nombre  de  cas.  Nous  nous  bornerons  à  en  développer  quelques-uns, 
le  lecteur  complétera  (*). 

1°  Donnons-nous  une  forme  d'abord  rentrant  dans  le  V  cas, 
supposons  de  plus  le  nombre  de  termes  de  la  période  impair  soit 
ai,  ...  ap_iap_i  ...  ai2ao  cette  période. 

On  a  une  forme  équivalente  en  faisant  commencer  la  période  à 
a,  ou  Os,  ...  Mais  en  supposant  que  ai,  ...  ai,  aao  soit  la  vraie 
période  et  non  un  ensemble  de  plusieurs  périodes,  on  voit  que  la 
période  transformée  en  la  faisant  commencer  k  azou  as ...  ne  peut 
plus  se  composer  d'une  partie  symétrique  suivie  d'un  élément.  Le 
nombre  des  éléments  de  la  période  étant  impair  deux  formes  qui 
ont  cette  période  sont  de  même  classe. 

Ceci  posé  la  forme  de  première  racine 


(oo,  a,,  ...  ai,  aoo  ...) 

est  équivalente  d'abord  à  elle-même,  puis  à  une  forme  rentrant 
dans  le  second  cas  à  savoir  celle  de  première  racine 

(o,  Oo,  Cl  ...  a,,  aoo  ...) 

et  de  même  à  une  forme  du  troisième  et  à  une  du  quatrième  cas. 
2°  Soit  encore  une  forme  du  premier  cas,  le  nombre  de  termes 
de  la  période  étant  ^  2  (mod  4).  soit 


«i  •••  û/i-i»  fl/t,  «A-i  ...  Oi,  aoo  {h  impair). 

Dans  ce  cas  la  période  se  composera  encore  d'une  partie  symé- 
trique suivie  d'un  élément,  en  la  faisant  commencer  à  l'élément 
a/,_i  qui  suit  an. 

Ici  deux  formes  qui  ont  cette  période  ne  sont  équivalentes  que 
si  les  éléments  qui  précèdent  dans  les  deux  développements  un 

(^)  Nous  donnerons  plus  tard  une  démonstration  plus  élégante. 
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même  élément  de  la  période  sont  de  même  parité.  Supposons  de 
plus  Qh  pair.  La  forme  de  première  racine 


(ooCi  ...  ah^itthah^i  ...  Ciaco  ...) 
«si  équivalente  à  une  forme  de  deuxième  espèce 

(o>  ^.  «lA-j»  0^-2,  .-.  «1,  aoo,  Oi,  ...  Qh^iùk  ...) 

à  une  forme  de  troisième  et  à  une  forme  de  quatrième  espèce  que 
l'on  écrit  facilement.  Mais  elle  n'est  équivalente  proprement  à 
aucune  forme  de  S"*,  ô""*,  ...  espèce. 

3*  Supposons  maintenant  ar,  pair,  toujours  avec  h  impair.  Alors 
la  forme  de  première  racine 


(co,  ai  ...  a^-i,  «A.  «A-i  •••  fli»  aoo  ...) 

est  équivalente  à  une  forme  de  quatrième  une  de  sixième  et  une  de 
septième  espèce,  mais  à  aucune  autre. 

4"  Le  nombre  de  termes  de  la  période  est  ^  o  (mod  4)  soit 


la  période,  avec  h  pair. 

Soit  de  plus  Qh  pair.  Alors  la  forme  de  première  racine. 


€st  équivalente  proprement  à  une  autre  de  première  espèce 


'dh 


^  Oft-i  ...  aiacoOi 


...  Oa.iQa  ...  j 


■et  à  deux  de  quatrième  espèce  : 


( —  1,  i,  Oo  —  1,  Oi  ...  Oi^Qo  ...)       si       Oo  ?^  I 


( —  I,  1  -+-  Oi,  02  ...  CiacoOi  ...)       si      Oo  =  1 
«t 

(—  1,1,^  —  1.  Oa-i  ...  aiîaofli  ...  Oa-iOa  ...)       si       ^  7^  i 


«A 


< —  1,14-  Oa-i,  Oa-s  ...  OiaoeOi  ...  oa-iOaCa.!  ...)       si       "^  =  *• 

Mais  elle  n'est  équivalente  à  aucune  autre  forme  d'autre  espèce. 
On  examine  de  même  tous  les  autres  cas  et  l'on  arrive  à  la  con- 
clusion suivante  : 
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Dans  chaque  classe  hilatère  de  Jormes  indéfinies  il  y  a  quatre 
formes  bilatères  simples. 

Donc  pour  compter  le  nombre  de  classes  primitives  bilatères 
appartenant  à  un  déterminant  donné  positif  D,  il  faut  calculer 
combien  il  y  a  de  formes  bilatères  simples  de  ce  détermrnaTit  et 
diviser  le  résultat  par  4- 

296.  —  Faisons  maintenant  ce  calcul. 

Formes  définies  positives.  —  i"  Cas.  D  impair  par  suite 
D  ^  —  I  [mod  4).  —  Dans  ce  cas  il  n'y  a  pas  de  forme  bilatère 
simple  de  première  espèce.  Cherchons  les  formes  de  seconde 
espèce  (a,  a,  c). 

On  doit  avoir 

a{lic  —  a)  =  D  >.  o. 

Il  faut  décomposer  D  en  deux  facteurs  positifs,  D  =  dd',  et 

prendre 

,  d-^d' 

a  =  a,         c  =  — ^ — . 

Deux  systèmes  différents  de  valeurs  pour  d  et  d'  donnent  deux 
systèmes  différents  de  valeurs  pour  a  et  c  et  réciproquement.  Il 
faut  de  plus  que  la  valeur  de  c  soit  entière,  «t  que  a  et  c  soient 
premiers  entre  eux. 

La  première  condition  est  remplie  puisque  D  ^  —  i  (mod  4). 
Quant  à  la  seconde  elle  exige  que  d  et  d'  soient  premiers  entre 
eux. 

Donc  on  est  amené  à  décomposer  D  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs premiers  entre  eux  de  toutes  les  façons  possibles.  Pour  cela, 
soit 

la  décomposition   de  D   en  facteurs  premiers*  On  peut  prendre 
d  =  I  et  d'  =  j  ce  qui  fait  i  «olution. 

On  peut  prendre  d  =  p'^  on  q^  ...  et  d'  =  j  ce  qui  fait  v  solu- 
tions V  Étant  le  nombre  des  facteurs  p,  q,  ... 

On  peut  prendre  d  =  le  produit  de  deux  facteurs  f^,  gpP,  «.>.  et 
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d'  =  -r  ce  qui  fait  solutions,  etc.  Finalement  le  nombre 

de  solutions  est  i  H-  y  +  '     ~      4-  ...  ou  2^  solutions. 

Pour  avoir  le  nombre  b  des  classes  bilatères  il  faut  [diviser  ce 
nombre  par  2 . 

Donc  6  =  2'^""' .  Comparant  ce  résultat  avec  celui  des  n**  212 
et  215  on  voit  que  b  =  2  >  g,  ).  étant  le  nombre  de  caractères 
et  g  le  nombre  de  genres,  résultat  déjà  trouvé  au  n°  293. 

2"  Cas.  D  pair  et  par  suite  D  ^  o  [mod  4).  —  Soit  de  plus 

D'  =  ^  =  —  I  ou  3  (mod  8). 

Dans  ce  cas  il  y  a  des  formes  bilatères  simples  de  première 
espèce  (a,  0,  c)  pour  lesquelles  on  doit  avoir 

ac  =  D'. 

Leur  nombre  est  égal  au  nombre  de  façons  de  décomposer  D' 
en  deux  facteurs  premiers  entre  eux.  Les  facteurs  premiers  de  D' 
sont  les  facteurs  premiers  impairs  de  D',  leur  nombre  est  désigné 
par  V. 

Le   nombre   de   formes  bilatères  simples  de  seconde   espèce 

est  2 '' . 

D'ailleurs  il  n'y  a  pas  de  formes  bilatères  simples  de  seconde 
espèce  (a,  a,  c).  Car  on  devrait  avoir 

a(4c  —  a)  =  4D'. 

Il  faudrait  que  a  fût  pair  et  alors  c  impair.  Posant  a  =  2a', 

c  =  2C'  -h  I 

a^c'  H-  a  _  a')  =  D' 

égalité  impossible  car  le  premier  membre  est  ^  (mod  A)  à  0  ou 
à  1,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  pour  D'. 

La  conclusion  est  la  même  que  dans  le  premier  cas  6  =  2  *"'. 

3«  Cas.  D  =  4D'  avec  D'  =  i  ou  —  3  {mod  8). 

On  trouve  comme  dans  le  premier  cas  2^  formes  bilatères 
simples  de  première  espèce.  Mais,  de  plus,  on  trouve  ici  des 
formes  bilatères  simples  de  seconde  espèce.  Car  on  est  conduit 
comme  dans  le  cas  précédent  à  poser 

a  =  :ia'         c  =  2c'  -f-  I 
a'{lic'  +  2  —  a')  =  D'. 
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Il  faut  poser  D'  =  dd'  et  prendre 

a==:  a  c'  = 7 

La  valeur  de  c'  est  entière,  car  la  condition  dd'  ^  i  ou  —  3 

(«lod  8)  donne 

d  =  d'  =  rh  i  (mod  4) 

•donc 

d  -f-  cT  —  2  ^  0  (mod  4).  ' 

On  a  alors 

.  d-f-d' 

a  =  2d  c  c= • 

a 

La  condition  que  a  et  c  soient  premiers  entre  eux  donne  que  d 
et  d'  doivent  l'être.  On  trouve  donc  autant  de  formes  bilatères 
simples  de  seconde  espèce  que  de  façons  de  décomposer  D'  en 
deux  facteurs  premiers  entre  eux.  Cela  fait  encore  2^  formes.  On 
trouve  donc  en  tout  2'"'"'  formes  bilatères  simples,  d'où  2^  classes 
bilatères.  Ici  v  =  X  -+-  i.  Donc  encore  6  =  2'^"'. 

4»  Cas.  D  =  4D'  et  D'  =  ±  2,  4  (mod  8). 

Il  y  a  des  formes  de  première  espèce  {a,  0,  c)  pour  lesquelles 
on  a 

ac  =  D' 

leur  nombre  est  égal  au  nombre  de  façons  de  décomposer  D'  en 
deux  facteurs  premiers  entre  eux.  Or  ici  D'  contient  le  facteur  2, 
il  a  donc  v+  i  facteurs  premiers  difierents  et  cela  donne  2'''^' 
formes  de  première  espèce. 

Quant  aux  formes  de  seconde  espèce  il  n'y  en  a  pas,  car  on  voit 
comme  dans  le  deuxième  cas  qu'il  faudrait  poser 

a==  aa'  c  =  ac'  +  i 

-et 

a'(4c'  -i-  a  —  a')  =  D' 

D'  étant  pair  il  faudrait  que  a'  =  2a"  et  alors  le  premier  membre 
«erait  ^  o  (mod  8)  ce  qui  n'est  pas  le  cas  pour  D'. 
On  trouve  encore  b  =  2^~'. 
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5*  Cas.  Soit  enfin  D  =  4D'  et  D'  =  o  {mod  8).  —  On  trouv& 
comme  dans  le  cas  précédent  2'"^'  formes  de  première  espèce. 
Pour  celles  de  seconde  espèce  on  a  trouvé  qu'il  faut  poser 

a'  =  tia!'         c  =  ac/  4-  1      et      a''{2c'  +  1  —  a*^  =  D'. 
Donc  il  faut  poser 

a 

d  t\  d  étant  de  parités  différentes.  Alors 

a=l\d  ê  =  d-h  d'. 

I-a  condition  que  a  et  c  doivent  être  premiers  entre  eux  donne 
que  d  et  d  doivent  l'être.  Cette  condition  entraîne  la  précédente 
que  d  et  d'  doivent  être  de  parités  différentes  puisque  dd  =  D'  est 
pair. 

On  trouve  alors  autant  de  formes  de  seconde  espèce  que  de- 
façons  de  décomposer  D'  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux. 
Comme  D'  a  v  facteurs  premiers  impairs  et  aussi  le  facteur  2,  cela 
fait  2'''^'  solutions.  En  tout  on  trouve  2^"*"^  formes  bilatères 
simples,    d'où    2'''^'    classes     bilatères,    et    finalement    encore 

6  =  2^-^ 

Formes  indéfinies.  —  Le  calcul  est  à  peu  près  identique.  Il  y  a 
cette  différence  que  a  et  c  ne  sont  pas  forcément  positifs.  Par  con- 
séquent lorsqu'on  posera  D  =  rfcT  ou  D'  =  ac,  etc.,  les  facteurs 
pourront  être  pris  de  signes  quelconques.  Donc  on  trouve  deux 
fois  plus  de  formes  bilatères  simples  que  dans  le  cas  précédent. 
Mais  comme  il  y  a  quatre  formes  bilatères  simples  par  classe  au 
lieu  de  deux  le  résultat  final  est  le  même.  Donc  toujours 

6  =  a^-'. 

297.  Nouvelle  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  et 
des  théorèmes  complémentaires.  —  Les  théories  précédentes 
fournissent  une  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  et  des  théo- 
rèmes complémentaires  (n°'  193,  194). 

Nous  venons  de  voir  (n°  293)  que  le  nombre  de  genres  correspondant 
à  un  déterminant  donné  est  inférieur  ou  égal  au  nombre  de  classes 

bilatères  c'est- à-dir^  à  2       ,  et  ce  résultat  ainsi  démontré  est  indé-. 
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pendant  de  la  loi  de  réciprocité  (Ce  résultat  a  aussi  été  démontré  au 
n°  215,  mais  la  démonstration  donnée  alors  dépendait  de  la  loi  de 
réciprocité. 

i""^  théorème  complémentaire 

Il  suffit  de  démontrer  que  ( )  ^^  ^  entraîne  p  ^  i  (mod  4)  et 

réciproquement. 

Supposons  que  f ]  =  i.  On  peut  alors  déterminer  a  et  6  tels 

a^  -{-  i  =  bp. 

Considérons  la  forme  (6,  aa,  p).  Son  discriminant  est  4,  donc  elle 
est  de  même  classe  que  (i,  o,  i).  Doncp  est  représentable  primitive- 
ment par  (i,  o,  i).  Donc 

p  =  a2  +  ^6«  D(a,  |3)=i. 

De  plus  p  est  impair,  donc  p  ^  i  (mod  4). 

Réciproquement  soit  p  ^  i  (mod  4).  Considérons  ( —  i,  o,  p).  Son 
déterminant  est  4p  ;  on  a  donc  X  =  i  (n°  296),  donc  il  n'y  a  qu'un 
genre  qui  est  le  genre  principal.  Or  la  forme  ( —  i,  o,  p)  représente 
primitivement  —  i .  Donc 

(^)  =  '- 

2*  théorème  complémentaire 

Il  suffit  de  démontrer  que  (  - 1  =  i  entraîne  p  ^  ±  i  (mod  8)  <et 
réciproquement. 

Supposons  que  |  -  J  =:  i .  On  peut  déterminer  a  et  &  tels  que 
a^  —  2  =  bp. 

Considérons  la  forme  {b,  aa,  p).  Son  discriminant  est  8,  donc  elle 
est  de  même  classe  que  (i,  o,  —  2).  Donc 

p  =  «2  —  2^2  D(a,  P)  =  u 
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De  plus  p  est  impair,  donc  p  ^  dz  i  (mod  8). 
Réciproquement  soit/)  ^  ±  i  (mod  8).  Si/)  ^  i  (mod  8)  on  con- 
sidère  (2-,    I,  — ^  "7     j  ;    si    /)  =  —  1     (mod  8)    on    considère 

1 2,  I,  ^  ^  ^  I  et  dans  chaque  cas  on  achève  la  démonstration  comme 

pour  le  premier  théorème  complémentaire. 
Loi  de  réciprocité 

p—i      g— I 


im) 


p/\p. 

i'  Supposons  (^  I  =  I  et  g  ^  1  (mod  4).  On. peut  déterminer  a  et 

b  tels  que 

a^  —  q  =  bp. 

Considérons  (6,  2a,  p)  de  déterminant  47.  Il  n'y  a  qu'un  genre, 

donc  {  -  1  =  1  et  le  théorème  est  démontré. 
\V 

2"  Supposons  (1\=i  et  q^  —  1   (mod  4).  Considérons  encore 

{b,  2a,  p)  de  déterminant  liq.  Il  y  a  pour  ce  déterminant  deux  genres 
au  plus.  Je  dis  qu'il  y  en  a  deux.  En  effet  il  y  a  d'abord  le  genre  prin- 
cipal, et  ensuite  celui  de  la  forme  ( —  i,  o,  g)  qui  n'est  pas  le  genre 


principal,    car  cette    forme  a    pour  caractères   ( —  i)     ^      =  1  et 

On  voit  ainsi  que  pour  toutes  les  formes  de  déterminant  4^  les  deux 
caractères  sont  égaux.  La  considération  de  (b,  2a,/))  donne  donc 


(?)  =  ^ 


£—1 
1)      ^        =-I. 


aussi 


3°  Maintenant  le  théorème  est  démontré  quand  (  -  )  =  i  et  par  suite 
quand  (f-j  =  i ,  puisque  rien  ne  distingue  p  de  q  dans  l'énoncé. 
Reste  à  le  démontrer  quand  {"\  =  (^\  =  —  i,   c'est-à-dire,  qu'il 

faut  démontrer  que,  dans  ce  cas,  l'un  des  entiers/),  5  est^  i  (mod 4). 
Autrement  dit  il  faut  démontrer  que  les  hypothèses  : 

/)  =  g  =  — 1  (mod4),  (p)  =  ~"  ^  * 
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entraînent 


(?)  = 


1. 


Pour  cela  on  considère  (p,  o,  —  q)  de  déterminant  Upq,  il  y  a  deux 
caractères,  donc  deux  genres  au  plus.  On  voit  qu'il  existe  en  effet 
deux  genres  :  le  genre  principal  et  celui  de  la  forme  ( —  i ,  o,  pq) 

dont  les  caractères  sont  (  ^^^—  )  et  (  ~-t~  )  c'est-à-dire  —  i  et  —  i . 

Ainsi  pour  toutes  les  formes  de  déterminant  kpq  les  deux  caractères 
sont  égaux.  La  considération  de  {p,  o,  —  q)  donne  pour  le  caractère 

relatif  à  /)  la  valeur  (  ^-^  )  "^  ( j(  ^  ]  =  i .  On  a  donc  aussi 

298.  Base  réduite  fondamentale  du  soua-groupe  des 
formes  bilatères.  —  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  84  on  aura 
une  base  réduite  fondamentale  du  sous-groupe  des  formes  bilatères 
en  considérant  une  base  fondamentale  du  groupe  des  classes 

Cj,  C2,  ...  Qr 

y  prenant  celles  de  ces  classes  dont  l'exposant  est  pair  (et  qui  sont 
les  dernières  dans  la  suite),  soient 


et  les  élevant  aux  exposants  —  ...  -^ 

*■  22 


;vaui  itujL  CApusauis  —  ... 

Ainsi 


Ci  •  CÎ+.  ...c; 

est  une  base  réduite  fondamentale  du  groupe  des  classes  bilatères. 
Chacun  des  éléments  de  cette  base  étant  d'exposant  2  le  nombre 
des  classes  bilatères  est  2'"''+*. 

Mais  on  sait  qu'il  est  égal  à  2^~^.  Donc 
h  =  r  —  X  -h  2. 
et  la  base  réduite  fondamentale  cherchée  est 

i     \  fr 

r — A+a  *  r 
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299.  —  Nous  savons  déjà  que  toute  classe  carré  parfait  est  du 
genre  principal.  Nous  allons  maintenant  démontrer  la  réciproque  : 
Toute  classe  C  du  genre  principal  est  carré  parfait  (*). 

Lemme.  —  On  peut  trouver  dans  G  une  forme  dont  le  premier 
coefficient  :  i°  soit  premier  à  2A  ;  a''  nait  pas  de  facteur  carré; 
3°  ait  moins  de  1  facteurs  premiers  différents. 

i'  Nous  pouvons  prendre  dans  G  une  forme  dont  le  premier 
coefficient  soit  premier  à  2A  (no  183). 

2°  Supposons  que  le  premier  coefficient  de  la  forme  ait  des  fac- 
teurs carrés  et  appelons  le  e'a,  a  étant  son  noyau.  Soit  (e^a,  6,  c) 
la  forme  en  question.  On  a 

(e*a,  6,  c)  =  (a,  6,  e^c)  {e,  b,  eacy. 

Pour  démontrer  que  (e^a,  b,  c)  est  carré  parfait,  il  suffit  de 
démontrer  que  (a,  6,  e'c)  l'est. 

D'ailleurs  e^a  étant  premier  à  2A  par  hypothèse,  a  Test  aussi. 

On  a  donc  une  forme  jouissant  des  deux  premières  propriétés 
■annoncées. 

3*^  Supposons  que  le  premier  coefficient  de  cette  forme  (a,  6,  c) 
ait  plus  de  ).  —  i  facteurs  premiers  difl'érents.  Il  possède  alors  au 
moins  2    diviseurs,  soient  a,  a',  a",...  ces  diviseurs. 

Gonsidérons  les  formes  : 

(,3)  («,6."-'),      (.■,6,-)... 

«t  le  tableau  : 

Il  G*  D2  ...  K* 
r  rc*  rD» ...  rR^ 
A  AG*  AD*  ...  aK*. 

Q-)  Ce  théorème  fondamental  est  dû  à  Gauss  qui  l'a  démontra  par  la  consi- 
<lération  des  formes  quadratiques  ternaires  {Disq.  Arithm.,  n"  286).  =  Wkrkb 
Lejeune  DiRiCHLET  en  a  donné  une  démonstration  fondée  sur  des  considéra- 
tions analytiques  J.r.a.  M.=  Wbrke,  i,p.  4i3  et  Varies,  ub.  Zahlenth.heraasgeg. 
V.  R.  Dedekind,  §  ia5.  —  H.  Weber  en  a  donné  une  fondée  sur  la  théorie  des 
nombres  algébriques  Lehrhach  d.  Algeb.  S'  Band.  EHiptisch.  Funkt.  h.  Algeb- 
raiseh.  Zahlen.  a'*  Auflage,  p.  409.  M.  La  Vallée  Poussin  en  a,  le  premier 
donné  une  démonstration  s'appuyant  uniquement  sur  la  théorie  des  formes 
binaires.  Mém.  cour,  et  autres  mim.  publ,  par  VAc.  roy.  de  Belgique,  53  (1896) 
La  démonstration  que  nous  donnons  est  due  à  M..  Merteks,  J,  r.  a.  M, 
lag  (igoS)  p.  181. 

Cahih.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II,  34 
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Dans  ce  tableau  la  première  ligne  est  composée  des  classes  carré» 
parfaits,  il  y  en  a  -yiiY,  n  étant  le  nombre  des  classes  primitive^ 

de  déterminant  A  ;  le  tableau  est  constitué  comme  il  a  été  expli- 
qué au  n*' 272,  il  contient  toutes  les  classes  primitives  de  déter- 
minant A,  il  a  2^—'  lignes. 

Puisqu'il  y  a  au  moins  a'^  formes  (i3)  on  peut  trouver  deux 
de  ces  formes  dont  les  classes  soient  dans  une  même  ligne  da 
tableau  ii4. 

Soit  par  exemple  : 

c(o.,  6.  "-')  =  rc^     C(a'.  6,  ?f  j  =  rD«. 

On  en  déduit  : 

C(a,  b,  c)c{<x,  6,  ^)G(ct',  b,  ^^  =  C(a.  b,  c)rH:'D\ 

Pour  démontrer  que  C(a,  b,  c)  est  un  carré  parfait  il  suffit  donc 
de  démontrer  que 


C[(»,  b.  c)(.,  k,  f  )(.',  k,  ^f)] 


l'est.  Mais  ceci  est  une  classe  qui  représente,  primitivement  ou  non^ 
l'entier  a«a'  et  par  suite,  qui  représente  primitivement  un  entier  de 


aaa' 


la  forme  -t^  .  On  peut  donc  y  trouver  une  forme  ayant  comme 

premier  coefficient  -j^ .  Et  si  --r-  a  des  facteurs  carrés,  on  peut 
remplacer  cette  forme  par  une  autre  dont  le  premier  coefficient 
T2-2  n'en  a  plus.  Ce  coefficient  n'a  certainement  pas  plus  de  fac- 
teurs premiers  que  a,  puisque  «  et  a'  sont  diviseurs  de  a. 

Je  dis  qu'il  en  a  moins.  En  effet  a,  a,  a'  n'ont  que  des  facteurs 
premiers  simples.  Il  y  a  au  moins  un  de  ces  facteurs  qui  se  trouve 
dans  l'un  des  deux  nombres  a,  ex!  et  pas  dans  l'autre  (puisque  a  et 
a'  sont  différents).  Ce  facteur  se  trouve  aussi  comme  facteur  simple 

dans  a,  donc  il  est  au  carré  dans  aaa'.  Comme  ^^^  n'a  que  des 

facteurs  simples,  c'est  que  ce  facteur  disparait  dans  la  division  de 
aaa'  par  d'e^.  Le  lerame  est  donc  démontré. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  le  théorème  de  proche  e» 
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proche  en  rangeant  les  déterminants  d'âpre  leurs  degrés.  Nous 
appellerons  degré  d'un  déterminant  la  quantité  suivante.  Soit  v  le 
nombre  des  facteurs  premiers  impairs  de  A  et }.  le  nombre  de  ses 
caractères. 

Si  A  est  impair  on  si  A  ^  4  (mod  8)  nous  appellerons  degré  de 
A  la  quantité  v  H-  X.  Si  A  ^  o  (mod  8)  nous  appellerons  degré  de 
A  la  quantité  v  -h  X  4-  i. 

On  voit  facilement  qu'il  n'y  a  pas  de  déterminants  du  premier 
degré,  mais  il  y  en  a  du  second  degré.  Cela  arrive  quand  v  =  X  =  i . 

Alors  le  tableau  (i/i)  se  réduit  à  sa  première  ligne,  toutes  les 
formes  primitives  de  déterminant  A  sont  carrés  parfaits  elle  théo- 
rème est  vérifié. 

Nous  allons  donc  démontrer  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  tous 
les  déterminants  d'un  degré  inférieur  à  celui  d'un  déterminant  A 
il  est  encore  vrai  pour  celui-là. 

1^'  Cas.  A  impair.  Soit  (a,  t,  c)  une  forme  du  genre  principaU 
le  coefficient  a  satisfaisant  aux  conditions  données  plus  haut. 

Considérons  la  congruence 

z*  ^  a  (mod  A). 

Elle  est  soluble  puisque  A  est  impair  et  que  pour  tout  facteur 
premier  de  Aon  a  (-1  =  i,  (a,  b,  c)  appartenant  au  genre  prin- 
cipal. 

On  en  conclut  l'existence  d'une  forme  (A,  n,  r)  de  déterminant 
égal  à  4a- 

Cette  forme  est  primitive.  En  effet  son  déterminant  ^a  n'a  d'autre 
facteur  carré  que  4-  Donc  A,  a,  n  ne  pourraient  avoir  d'autre  divi- 
seur commun  que  2.  Mais  A  est  impair. 

Elle  est  du  genre  principal.  En  effet  puisque  6*  —  kac  =  A,  le 
caractère  quadratique  de  A  par  rapport  à  n'importe  quel  facteur 

premier  impair  de  ka  est  h-  i.  De  plus  -j  étant  impair  le  seul 

A— I 

caractère  relatif  au  facteur  2  qui  puisse  exister  est  ( —  i  )    "    qui 
est  aussi  égal  à  i  puisque  A  ^  i  (mod  4). 

Le  degré  de  4a  est  moindre  que  celui  de  A.  Car  pour  A  on  a 
X=  V  et  le  degré  est  2X.  Mais  4a  a  au  plus  X  —  i  facteurs  premiers 
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impairs,  et  le  nombre  de  ses  caractères  est  au  plus  X  (car  -j  est 

impair).  Donc  son  degré  est  au  plus  2X  —  i .  Le  théorème  à  démon- 
trer est  donc  vrai  pour  la  forme  (A,  n,  r)~*,  donc  cette  forme  est 
carré  parfait.  Son  inverse  l'est  aussi.  Alors  (A,  n,  /')  est  de  même 
xîlasse  qu'une  forme  (a,  jS,  7)*  où  l'on  peut  supposer  a  premier  à  A 
et  à  a. 

Alors  (A,  /i,  r)  (a,  ]S,  7)*  est  de  la  classe  principale,  c'est-à-dire 
■que  (A,  n,  r)  (a,  |3,  7)*  est  de  même  classe  que  (1,0,  —  a). 

Or  (A,  /i,  r)  représente  primitivement  A,  et  (a,  ^^S,  7)''  représente 
primitivement  a'.  De  plus  A  et  «'  sont  premiers  entre  eux.  Donc 
(i,  o,  —  a)  représente  primitivement  Aa^.  Ainsi 

Aa»  =  $*  —  OT)*  avec  D($,'ifj)  =z  i 

De  D(^,  >3)  =  I  il  résulte  que  D(A,  yj)  =  i. 
On  a  : 

«7l«  ==  $«  —  Aa«  =  (5  —  a)»  4-  (S  —  et) .  aa  4-  ^-=-^  (a«)». 

Donc  a>j*  est  rcprésen table  par  la  forme  principale  de  détermi- 
nant A. 

Alors  appliquant  le  théorème  VII  (n"  266)  on  voit  que  toute 
classe  susceptible  de  représenter  a  est  carré  parfait,  et  le  théorème 
«st  démontré. 

2®  Cas.    A  =  4  (mod  8). 

Mêmes  notations.  La  congruence 


s'  ^  a  (  mod  -.  \ 


«st  soluble.  On  en  conclut  l'existence  d'une  forme  ( -?,  /i,  r)  de 


(i  "'  '■) 


déterminant  4a.  Elle  est  primitive  car  -7  est  impair.  Elle  appartient 


.A 


«u  genre  principal.  En  effet  si-7^^  i  (mod  4)  on  le  voit  comme 


,.  A 


plus  haut.  Si  -^  ^  —  i  (mod  4)  alors  dans  les  classes  de  détermi- 

a — I 

nant  A  il  y  a  le  caractère  ( —  i)   ^    ;  donc  puisque  (a,  6,  c)  appar- 
tient au  genre  principal  c'est  que  a  =  i  (mod  4)  ;  alors  dans  les 
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formes  de  déterminant  4^  il  n'y  a  pas  de  caractère  relatif  au  fac- 
teur 2. 

Le  degré  de  4a  est  moindre  que  celui  de  A.  Pour  le  démontrer 

nous  distinguerons  encore  suivant  que  t  ^  +  ou  —  i  (mod  4)» 

^  Si  -T  ^  I  (mod  4)  on  a  X  =  y  et  le  degré  de  A  est  2).,  tandis  que 

a  a  au  plus  X  —  i  facteurs  premiers  impairs  et  au  plus  X  caractère» 
de  sorte  que  son  degré  est  au  plus  2X  —  i . 

Si  -7  ^  —  I  (mod  4),  alors  X  =  y  +  i  et  le  degré  de  A  est 

2X  —  I ,  mais  4a  possède  au  plus  X  —  i  facteurs  premiers  impairs 
et  de  plus  a  ^  i  (mod  4)  (voir  plus  haut)  donc  4a  a  X  —  i  carac- 
tères et  son  degré  est  2X  —  2. 

On  a  alors,  comme  dans  le  premier  cas 

3*  Cas.  T  simplement  pair  et  a  ^  i  (mod  8). 
La  congruence 

2'  ^  a  (  mod  -.  ) 

est  soluble.  Relativement  au  facteurs  premiers  impairs  de  A  on  le  voit 
comme  dans  le  premier  cas  ;  relativement  au  facteur  2  cela  tient  à 

ce  que  -j  est  simplement  pair.  On  en  conclut  l'existence  d'une  forme 

l-7,n,rjde  déterminant  4a.  Elle  est  primilive.  En  efiFet,  ici  -r 

et  n  sont  pairs,  mais  r  est  impair  ;  on  peut  même  ajouter  qu'il 
^  I  (mod  4).  En  efiFet  : 

a  étant  impair  et  ■?  pair,  cette  égalité  montre  d'abord  que  -  est 

impair,  et  elle  donne 

j  ^^  I  — «  (mod  8). 

.  A  ««-1 

Si  -  ^  2  (mod  8),  la  quantité  ( —  i)~"8~  est  un  caractère,  dona 

a^±:  1  (mod  8). 
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Or  a  n'est  pas  ^i  (mod  8)  par  hypothèse.  Donc  a  ^ —  i(raod8). 
Alors  la  congruence  précédente  donne 

ar  ^  2  (mod  8) 
d'où 

r  ^  I  (mod  4). 

Si  -7  ^—  2  (mod  8),  la  quantité  ( —  i)  ~T  "^  8~  est  un  carac- 
tère. 

Donc  a  ^  I  ou  3  (mod  8),  et  par  suite  a  ^  3  (mod  8)  ;  alors 

—  ar  ^  —  a  (mod  8) 
d'où 

r^  1  (mod  4). 

La  forme  l -,,  n,  r)  est  du  genre  principal. 

En  effet  puisque  (-)   —  ac  =  t  ,  le  caractère  quadratique  de  -r 

par  rapport  à  n'importe  quel  facteur  premier  impair  de  a  est  i . 
Relativement  au  facteur  2,  on  vient  de  voir  que  r  ^  i-  (mod  4). 

Donc  (-^,  n,  r)  est  du  genre  principal. 

Elajin  le  degré  de  4<2  est  moindre  que  celai  de  A.  Car  ici  conmie 

7-  n'est  pas  cong^  à  zéro  (mod  8)  on  a  X  =  v  -+-  i ,  et  le  degré  de  A 

est  2)1.  Quant  à  4a  il  au  plus  X  —  i  factears  premiers  impairs  et 
au  plus  X  caractères  ;  son  degré  est  au  plus  2I  —  i. 
On  achève  comme  dans  le  second  cas. 

4*  Cas  -,  simplement  pair  et  a^  i  (mod  8). 

On  considère  la  congruence 

z^  ^  a  (mod  A). 

Elle  est  soluble.|  Il  en  résulte  l'existence  d'une  forme  l-,,  n,  rj 
de  déterminant  a.  Elle  est  primitive  car  n  est  impair. 

Elle  est  du  genre  principal  (ici  le  facteur  2,  n'entre  pas  en  ligne 
de  compte). 

Le  degré  de  a  est  moindre  que  celui  de  A,  car  ici  le  degré  de  A 
est  2X  —  I  et  celui  de  a  au  plus  2X  —  2 
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On  en  tire 


•d'où 


^2         ta     .    ï       ,     ï  —  "s 


atl^  ==  (2^  +  r)^  _  ^  (aa)S  etc. 


5«  Cajf.  -7^0  (mod  8).  Il  en  résulte  a  ^  i  (mod  8)  et  la  démons- 
tration est  la  même  que  dans  le  4^  cas. 

6'  Cas.  7^4  (mod.  8).  Il  en  résulte  a  ^  i  ou  5  (mod  8). 
Si  a  ^  I ,  on  considère 

2*  ^  a  (mod  A) 

soluble  puisque  a  ^  i  (mod  8^  ;  puis  la  forme  (  t  .  «>  r),  primi- 
tive car  n  est  impair,  du  genre  principal  (il  n'y  a  pas  de  caractère 
relatif  à  a). 

Le  degré  de  A  est  2X  —  i  et  celui  de  a  est  au  plus  aX  —  2. 

Si  a  ^  5  (mod  8),  on  considère  la  congruence 

2^  =  a  (  mod  j  \ 

et  la  forme  (-^,  ai,  a\  puis  on  continue  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

300.  Conséquences  du  théorème  fondamental.  —  Reve- 
nons aux  relations  (5). 

Nous  venons  de  démontrer  que  p  =  q.  Donc  ces  relations 
deviennent. 

n n , 

Alors  l'énoncé  du  théorème  du  n°  293  est  modifié  de  la  façon 
suivante  :  Le  nombre  des  genres  correspondant  à  un  déterminant 
donné  est  égal  à  celui  des  classes  bilatères,  c'est-à-dire  a  2^—'.  Il  en 
résulte  le  théorème  annoncé  au  n''  215.  Etant  donnés  des  caractères 
satisfaisant  à  la  relation  fondamentale  du  chapitre  XVIII,  il  y  a  un 
genre  correspondant  à  ces  caractères. 
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On  a  vu  aussi  (Remarque  du  n"  293)  que  dans  chaque  genre  il 
y  a  le  même  nombre  de  classes.  Nous  voyons  maintenant  que  ce 

nombre  est  -jzTi  ('i  =  ordre  du  groupe  des  classes). 

301.  Etude  du  groupe  des  genres.  —  L'ordre  du  groupe  des^ 
genres  est  2^— ^  L'élément  unité  est  le  genre  principal.  Sauf  celui- 
là  tous  les  autres  éléments  sont  d'ordre  2. 

Cherchons  une  base  réduite  du  groupe.  Remarquons  tout  de 
de  suite  qu'une  base  réduite  est  nécessairement  fondamentale  puis- 
que tous  ses  éléments  ont  un  ordre  égal  à  2. 

Supposons  qu'on  ait  une  base  réduite  parfaite  du  groupe  de» 
classes,  et  d'après  les  résultats  du  n°  298  écrivons-là  : 

les  r  —  X  H-  I  premiers  éléments  ayant  un  exposant  impair,  les 
X  —  I  suivants  un  exposant  pair.  Nous  remarquerons  d'abord  que  : 
Toute  classe  d'exposant  impair  appartient  au  genre  principal. 
Eu  effet,  soit  : 

Il  en  résulte  :  • 

Donc  C  est  carré  parfait  et  par  suite  appartient  au  genre  prin- 
cipal. Ceci  posé  appelons  Gj  le  genre  de  Ci.  Il  est  évident  que 
Gj,  Gj,  ...  Gr  forment  une  base  du  groupe  des  genres.  Mais. 
Gi,  Ga,  ...  G^_)4.,  sont  identiques  au  genre  principal. 

Donc  on  peut  les  supprimer.  Il  reste 

Gr—X-fa,^     G,._?k4.3i  •••  Gr 

qui  forment  une  base,  chacun  des  éléments  étant  d'exposant  i  ou  a. 

Je  dis  que  cette  base  est  réduite.  En  effet,  si  cela  n'était  pas^ 
comme  cette  base  contient  X  —  i  éléments  qui  sont  chacun  d'expo- 
sant I  ou  2,  le  groupe  des  genres  aurait  moins  de  2^—'  éléments^ 
ce  qui  n'est  pas. 

Comme  conséquence  tous  les  éléments  de  cette  base  sont  d'ordre  a . 
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302.  Des  formes  à  coefficients  entiers  qui  se  déduisent 
l'une  de  l'autre  par  une  substitution  fractionnaire  de  déter- 
minant égal  à  +  ou  —  i .  —  Appliquons  à  une  forme  (a,  6,  c)  uiie 
substitution  fractionnaire  de  déterminant  égal  à  •+•  ou  —  i .  Ecri- 
vons cette  substitution  en  supposant  ses  coefficients  réduits  à  leur 
plus  petit*dénominateur  commun. 

Soit 

l   .|  =  (A.B,C) 

avec  a(^  —  jSy  =  ±  ô*. 

Les  deux  formes  (a,  b,  c)  et  (A,  B,  C)  ont  même  déterminant. 
Il  peut  arriver  qu'elles  aient  toutes  deux  leurs  coefficients  entiers. 

Par  exemple 


(««a,  o,  Pc) 


Dans  ce  qui  va  suivre  nous  supposerons  toujours  que  a,  b,  c 
et  A,  B,  G  sont  entiers. 

Mais  il  peut  arriver  que  l'une  des  formes  soit  primitive  et  que 
l'autre  ne  le  soit  pas.  Exemple  : 

!  o 

(a',o,P'c)l    "  I  =  (a?',  0,  a>«). 

°     l 

Si  a  ^  I  est  premier  à  ^'c  la  première  forme  est  primitive  et  la 
seconde  ne  l'est  pas. 

A  ce  sujet  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  d  est  premier  au  déterminant  A,  les  demc 
Jormes  (a  b,  c)  et  (A,  B,  C)  ont  le  même  diviseur. 

En  effet 

Aô'  =  aa»  -H  6ctY  ■+-  CY*.      BO»  =  aaa^  +  6(a8  +  Py)  -+-  ^cy^, 
C9«  =  a^«  -h  6^8  4-  cS«. 
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Tout  commun  diviseur  de  a,  b,  c  divise  A,  donc  il  est  premier  à  $. 
Mais  il  divise  Ad^,  B5',  Cô*  ;  donc  il  divise  A,  B,  C.  On  démontre 
de  même  que  tout  commun  diviseur  à  A,  B,  C  divise  a,  b,  c; 
donc  les  deux  formes  ont  même  diviseur.  En  particulier,  si  d  est 
premier  a,u  déterminant  A,  et  si  tune  des  deux  formes  est  primitive 
l'autre  l'est  aussi. 

Théori;me.  —  Si  deux  formes  primitives  (a,  6,  c)  et  (A,  B,  C) 
se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  substitution  de  déterminant 
égal  à  ±1  et  de  dénominateur  premier  à  A,  ces  deux  formes  appar- 
tiennent au  même  genre. 

En  efFet  soit  p  un  facteur  premier  impair  de  A.  On  peut  supposer 
A  non  divisible  par  p.  En  effet  on  peut  trouver  une  forme  (A',  B',  G') 
de  même  classe  que  (A,  B,  G)  telle  que  A'  ne  soit  pas  divisible 
par  p.  Soit 

(A',B',C')  =  (A,B.G)(^  ^). 
On  a  alors 


(A',  B'.  C')  =  (a.  6,  c)  I    ^     g    )Ç    p)  =  K&,o) 


«t  au  lieu  de  démontrer  que  (a,  6,  c)  et  (A,  B,  G)  sont  de  même 
genre,  il  suffit  de  démontrer  que  (a,  6,  c)  et  (A',  B',  G')  le  sont. 
Ainsi  je  suppose  A  ^  o  (mod/)).  Alors  le  caractère  de  (A,  B,  G) 

par  rapport  à  /)  est  (  —  j.  Gomme  Q  n'est  pas  divisible  par  p  on  a 

/A\  _  /A0^\  _  /ga^  H-  fegy  4-  cy^ 

\pj~\pj~\     P     y 

Soit  d  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  y.  Alors 
/A\  ^  nac^y"  -[-  fcûtiYi  +CYi')c/n  _  /qg,"  -4-  Kyi  H-  cyi'X 

«,  et  7j  étant  premiers  entre  eux.  Alors  aouî^  +  tar/i  -t-cyj*  est  un 
entier  représenté  primitivement  par  (a,  6,  c). 

Donc  ^— î— ^li li- j  est  le  caractère  de  (a,  b,  c)  par  rap- 

jport  à  p.  Donc  ce  caractère  est  le  même  poîir  les  deux  formes. 
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La  dénionstration  est  la  même  pour  les  caractères  relatifs  au 
facteur  2  s'ils  existent,  en  remarquant  que  dans  ce  cas  d  et  d  sont 
impairs  et  que  l'on  &  9*  =  d^  ^  i  (mod  8). 

Réciproquement.  Deux  formes  primitives  de  même  déterminant  A 
et  appartenant  au  même  genre  sont  transformables  Fane  dans 
l'autre  par  une  substitution  rationnelle  de  dénominateur  premier 
à  A. 

Il  suffit  de  le  démontrer  pour  deux  formes  qui  soient  respecti- 
vement de  mêmes  classes  que  les  deux  formes  considérées.  Soit  C 
la  classe  de  la  première  forme,  C  celle  de  la  seconde.  Puisque 

C 
C  et  C  sont  de  même  genre  7^  est  carré  parfait.  Soit 

C  =  CT^ 

r^  peut  se  représenter  par  une  forme  dont  le  premier  coefficient 
est  carré  parfait  (a*,  6,  a'c)  et  C  par  une  forme  immédiatement 
composable  avec  celle-là  (a',  6,  a^c).  Alors  G  est  représentable  par 
(a^a',  6,  c).  Ceci  posé  on  passe  de  {a*a',  b,  c)  à  (a!,  b,  a'^c]  par  la 

substitution  /  -     o  \  ce  qui  démontre  le  théorème. 


303.  Une  dernière  question  se  pose  :  calculer  l'ordre  du  groupe 
des  classes,  c'est-à-dire  le  nombre  des  classes  primitives  de  déter- 
minant donné.  Ce  problème  sera  résolu  plus  tard.  Pour  le  moment 
nous  allons  nous  borner  à  montrer  qu'il  suffît  de  le  résoudre  pour 
les  déterminants  n'ayant  pas  de  facteur  carré.  C'est-à-dire,  en 
appelant  /i(A)  le  nombre  des  classes  primitives  correspondant  à  un 
déterminant  A,  nous  allons  établir  une  relation  entre  n{A)  et 
n(m*A).  Pour  cela  il  suffît  évidemment  d'établir  une  relation  entre 
n(A)  et  n{p^A),  p  étant  un  nombre  premier. 

Pour  cela  nous  allons  montrer  comment  connaissant  les  classes 
primitives  de  déterminant  A  on  peut  Jormer  celles  de  déterminant 
p'A. 

En  appliquant  à  une  forjne  de  déterminant  A  une  substitution 
linéaire  de  déterminant  p,  on  obtient  une  forme  de  déterminant 
p^A.  Nous  allons  démontrer  la  réciproque. 

Toute  forme  primitive  de  déterminant  />*A  peut  s'obtenir  en  appli- 
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quant  à  une  Jorme  primitive  de  déterminant  A  une  substitution  de- 
déterminant  p. 

Soit  (A,  B,  C)  =  F  primitive  et  de  déterminant  p'A.  Nous  vou- 
lons déterminer  (a,  b,  c)  =/de  déterminant  A  et  (^     g )  =  ^  *®^* 

que   F=/2. 

i"  On  peut  supposer  A  ^  o  mod/>),  car  on  peut  en  tout  ca& 
trouver  (A',  B',  C)  telle  que 

(A',  B',  G')  =  (A,  B,  C)S    (S  =  une  substitution  moléculaire) 
et  telle  que  A'  ^  0  (mod  p).  Si  ensuite  on  a 
(A',  B',  C')=/s 


on  a 


a*  Ayant 


(A',  B,  C)  =y(i:S-») 

F=ys 


on  a 


F  =  (ys-')(Si) 

s  étant  une  substitution  modulaire  quelconque.  Or  on  peut  choisir 
S  de  façon  que  S2  ait  la  forme  réduite  seconde  manière  (I.  376). 
On  peut  donc  se  borner  à  chercher  les  substitutions  2  dans  les- 
quelles 

Y  =5  0,      a  >  o,      S  >  o,      0  <  p  <  8. 

3°  Ceci  posé  écrivons  que 

(A,  B,  C)  =  (a.  6,  c)  (;    l^ 

c'est-à-dire 

[  aoL^  =-A 

(i5)  I  -xaa^  +  6a8  =  B 


avec  les  conditions 

(16) 

•  (  «S  =  /) 

ï  a  >0           S  >0 

(17) 

0  <  §  <  S. 

La  condition  6'  —  ^ac  =  A  peut  être  négligée  car  c'est  une 
conséquence  des  précédentes. 
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De  même  la  condition  que  (a,  6,  c)  soit  primitive  résulte  de  ce 
<ïue  (A,  B,  G)  l'est. 

Les  conditions  (i6)  nous  donnent  soit 

a  =  p         8  =  1 
■soit 

a  =  1  B  z=  p. 

La  première  de  ces  deux  solutions  est  inacceptable,  car  la  pre- 
mière des  équations  (i5)  donnerait  ap^  =  A.  Or  A  n'est  pas  divi- 
sible par  p. 

Prenons  donc  a=i,   â'=p.   L'équation  (17)  donne  alors 

•et  les  équations  (i5)  donnent 

a  =  A 

aap  -+-  6p  =  B 
a^«  -h  bpp  -+-  cp^  =  G. 

Ainsi  a  =  A  et  il  reste  à  déterminer  6,  c,  |3  par 

(17)  ,  0<^</) 

(18)  iAp-hbp  =  B 
<i9)                             A^>  -+-  bp^  +  c/3»  =  G. 

11  faut  distinguer  deux  cas 
i"  Cas.  />  ?^  2. 

L'équation  (i8)  donne 
(ao)  aAp  =  B(modp). 

Cette  congruence  en  |S  est  possible  puisque  A  ^  o  (modp),  et 
jointe  à  (17)  elle  détermine  complètement  p. 
On  a  alors 

^  ^  B  —  2AP 

P 
_  A^^  —  B^  -f-  G 
p' 

La  valeur  trouvée  pour  b  est  entière  à  cause  de  (20),  nous  allons 
montrer  que  la  valeur  trouvée  pour  c  l'est  aussi,  c'est-à-dire  que 

A^»  _  B^  -+-  G  =  o  (mod  p^) 
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c'est-à-dire,  en  multipliant  par  4A  qui  est  ^  o  (mod  p) 

(2A^  —  B)^  —  Ap2  =  o  (mod  p') 

ce  qui  résulte  de  (20). 

2*  Cas.  p  =  2.  Dans  ce  cas  B  est  pair.  L'équation  (17)  donne 

p  =  o        ou        p  =  1 . 
prenons  d'abord  ^3  =  o.  Alors 

24' 

La  première  valeur  est  entière,  donc  acceptable.  La  seconde  est 
entière  aussi  si  C  est  pair. 

Car  si  C  était  simplement  pair,  comme  de  plus  A  est  impair,  la 

/B\2 
quantité  (  -  )   —  AG  serait  ^  2  ou  3  (mod  4)  et  ne  serait  pas  un 

déterminant. 

Ainsi  16  =  0  convient  si  C  est  pair  et  ne  convient  pas  si  C  est 
impair. 

Prenons  maintenant  ^=1.  Alors 

,        B  —  aA  A  —  B-hC 

6  = c  = -, 

a  4 

La  première  valeur  est  entière.  La  seconde  l'est  aussi  si  C  est 
impair.  Car  elle  est  égale  à 


r-fr-[(^y--c] 


/iA 

Si  -  est  impair  les  deux  entiers  (A j    ®M~)   —  ^^  ^^^^ 

pairs  tous  deux  et  tous  les  deux  divisibles  par  4  ;  le  premier  parce 
que  c'est  un  carré,  le  second  parce  que  c'est  un  déterminant. 

Si  -  est  pair,  ces  deux  entiers  sont  ^  i  (mod  4)  pour  les  mêmes 

raisons.  Dans  les  deux  cas  leur  difierence  est  divisible  par  4. 

Ainsi  jS  =  I  convient  si  C  est  impair,  mais  il  ne  convient  pas  si 
C  est  pair.  Le  théorème  est  démontré  dans  tous  les  cas. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  si  nous  appliquons  à  toutes  les 
Jormes  primitives  de  déterminant  A  toutes  les  substitutions  de  déter- 
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minant  /),  nous  obtiendrons  toutes  les  formes  primitives  (*)  de  déter- 
minant p^A. 

304.  —  Mais  si  on  considère  deux  formes  de  déterminant  A  qui 
soient  de  même,  classe.  /  et  /S  (S  =  substitution  modulaire)  si 
l'on  applique  à  la  première  une  substitution  1  de  déterminant  p  et 
et  la  seconde  la  substitution  S"'2  également  de  déterminant /)  on 
obtient  le  même  résultat.  Donc  il  suffit  de  choisir  arbitrairement 
dans  chaque  classe  primitive  de  déterminant  A  unejorme  et  d'appli- 
quer à  toutes  les  formes  obtenues  toutes  les  substitutions  de  déter- 
minant p  pour  avoir  des  formes  de  déterminant  p^A  appartenant 
à  toutes  les  classes  primitives  de  ce  déterminant. 

Mais,  de  plus,  si  on  applique  à  une  forme/  une  substitution  1 
de  déterminant  p,  ou  la  substitution  21S  (S  substitution  modulaire 
quelconque)  les  deux  formes  obtenues  sont  de  même  classe.  Or  on 
peut  choisir  S  de  façon  que  2S  soit  réduite  première  manière 
(I  374).  Les  substitutions  réduites  première  manière  sont  :  1°  la 

substitution  (  "      j  ;  2°  les  substitutions 


(;;) 


(Y  =  o.  1,  ...p—  1). 


Donc  :  il  suffit  de  choisir  arbitrairement  dans  chaque  classe  pri' 
mitive  de  déterminant  A  une  forme  et  d'appliquer  à  toutes  les 
formes  obtenues  toutes  les  substitutions 

(S  :).  -  (;  ;)  (ï=-.-p-') 

pour  avoir  des  formes  de  déterminant  Ap^  appartenant  à  toutes  les 
classes  primitives  de  ce  déterminant. 

Le  nombre  des  classes  de  déterminant  A  étant  n(A)  et  le  nombre 
des  substitutions  appliquées  étant  p  -4-  i ,  on  obtient  ainsi  (p  -+- 1  )n(A) 
classes  de  déterminant  p^ A.  Mais  les  classes  ainsi  obtenues  ne  sont 
pas  toutes  primitives  comme  nous  allons  le  voir  et  il  faut  éliminer 
celles  qui  ne  le  sont  pas. 

On  peut  supposer  que  la  forme  primitive  {a,b,c)  choisie  dans 
une  classe  de  déterminant  A  soit  telle  que  c  ne  soit  divisible  par  p. 

(*}  Et  d'autres  non  primitives  comme  on  le  verra  plus  loin. 
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Alors  la  forme 

(a.b.c)(P^f)={ap\bp,c) 

^st  primitive. 

Reste  à  examiner  les  p  formes 

(21)  (a.  6,  c)  Q  °)  =  [a  -+-  6y  H-  cf.  (6  4-  2C^)p,  cp']. 

Or,  a,  b,  c  étant  premiers  dans  leur  ensemble  il  en  est  de  même 
de  a  -H  67  -f-  cp^,  b  ■+-  2cy  et  c.  Donc  la  forme  (21)  sera  primitive 
ou  non  suivant  que  a-\-  b^  -\-  cy^  ne  sera  pas  ou  sera  divisible  par  p. 

Or,  la  congruence 

cy'  +  6y  •+■  °  ^  0  (mod  p) 
-admet  un  nombre  de  solutions  (mod  p)  égal  à  i  +  (  -  j  (n*'  37). 

Donc  chaque  classe  primitive  de  déterminant  A  donne  naissance  à 


p-h  I 


{'-^it)]   0»  .'-(I) 


classes  primitives  de  déterminant  p^A.    Donc   on    trouve   ainsi 
P  —  (  ~  )  U(^)  classes  primitives  de  déterminant  p^A  et  toutes  les 

-classes  primitives  de  déterminant  p'  A  sont  ainsi  obtenues.  La 
-question  n'est  cependant  pas  encore  achevée  parce  qu'il  reste  à 
savoir  combien  de  fois  chacune  de  ces  classes  est  obtenue 

305.  —  Deux  des  formes  de  déterminant  p"  A  obtenues  ainsi 
Jie  peuvent  être  de  même  classe  que  si  elles  proviennent  d'une 
même  forme  de  déterminant  A.  En  effet,  cela  résulte  du  calcul  fait 
au  n°  303.  Etant  donnée  la  classe  de  (A,  B,  C),  celle  de  (a,  b,  c) 
est  déterminée.  Car  de  (A,  B,  C)  on  déduit  (A'B'C)  qui  est  de 
même  classe  ;  puis  de  (A'B'C)  on  déduit  sans  ambiguité  les  coef- 
iicients  (a,  6,  c)  de  la  forme /S~'  qui  est  de  même  classe  que/. 

Reste  enfin  à  voir  si  deux  formes /2  et/Zj  (2,  2i,  substitutions 
jéduites  première  manière,  de  déterminant  p)  peuvent  être  de 
même  classe,  2  et  1^  étant  deux  substitutions  de  déterminant  p. 
Pour  cela  il  faut  et  il  suffit  que 

/£S=/2. 
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S  étant  modulaire,  ou 

Donc  la  condition  est  que  2S(2,)  *  soit  une  siAstitution  aulo- 
morphe  de/. 

SS(2,)-i  =  A 

ou 

s  =  S-'  ASj. 

La  condition  pour  que  /2  et  /Z,  soient  de  même  classe  peut 
donc  s'énoncer  :  il  existe  une  substitution  automorphe  A  de  f  telle 
que  Ir^Ali  soit  modulaire. 

Mais  la  substitution  ^~*Ij  a  un  déterminant  égal  à  i.  Pour 
écrire  qu'elle  est  modulaire  il  suffît  d'écrire  que  ses  coefficients 
sont  entiers. 

On  est  amené  à  considérer  différents  cas  suivant  les  différentes 
valeurs  de  A. 

i^'Cas.A<o,     A;zf  — /iet  — 3. 

Alors  A  =  f      i)°"(      o i)*^^  seconde  valeur  de  A  donne 

les  mêmes  résultats  que  la  première  on  peut  la  négliger. 

Soit  d'abord  2  ^  (^     j.  On  a  la  solution  évidente  2,  =  2.  II 

faut  voir  s'il  y  a  des  solutions  1,  de  la  forme  (         ),  On  trouve 

''  VYi  PJ 

2-* As,  =/-  o  jdont  les  coefficients  ne  sont  pas  entiers. 

Donc  pas  de  solution  de  la  forme  2i  =  (        j. 

Soit  ensuite  2=  (       j,  il  faut  essayer  2,  =  (^    jet2,  =  (''^) 

(7i  *  7  (niod  p)). 

/    P      °\      .      . 
On  trouve  I  i  1  qui   n'a  pas    ses  coefficients   entiers  et 

\""^    P/ 

I  Yi  —  ï      1  ^"^  °®  ^®^  ^  P*^  ^^^  P^"^- 
\      P  / 

La  conclusion  est  que,  dans  ce  cas,  chacune  des  classes  primi- 

Cahbsi.  —  Théorie  des  noiabi««,  t.  II.  37 
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tives  obtenues  de  déterminant  pA  n'est  obtenue  qu'une  fois  et  que 
l'on  a 

4p^A)  =  [p-(^)]n(^). 

2«  Cas.   A  =  —  4. 

Alors  A  =  (-)  ou  (_°„^)  ou  (-■_»)  ou  (»-;). 
Les  deux  dernières  valeurs  de  A.  donnent  le  même  résultat  que 
les  deux  premières,  on  peut  les  négliger. 

Si  l'on  prend  A  =(  q  r  )  Q'^  trouve  comme  précédemment  2,  =2. 

Mais  si  l'on  prend  A  =  ( j  pour  chaque  valeur  de  Z  on 

trouva  deux  valeurs  de  2^  à  savoir,  d'abord  2^  =  2,  et.  ensuite,,  si 
2  =  (^  °)  on  trouve  I,  =  (^  ^)  et  si  2  =  (^'  °)  on  trouve  2,  = 

(01)  P^^*^  7  =  oet2|=(  ,°j  avec  yy'  ^  —  i  (mod  p)  si  y  ;zl  o. 

Dans  ce  dernier  cas  2,  ne  peut  être  identique  à  2  c'est-à-dire  y' 
égal  à  y,  car  il  faudrait  que  y^  -f-  1^0  (mod  p)  ;  or,  les  valeurs 
de  y  satisfaisait  à  cette  condition  ont  été  exclues  comme  ne  don- 
nant pas  de  formes  primitives. 

La  conclusion  est  que,  dans  le  cas,  de  A  =  —  4  chacune  des 
classes  primitives  de  déterminant  p^A  est  obtenne  deux  fois  et  l'on  a 

c'est-à-dire  : 


ni-Ap')  =  l[p-{-i{  '  ] 


3'  Cas.   A  =  —  3. 

Alors  A  =  (  ^  °  )  ou  r      ^  1  ou  (       ^       *  )  ou  trois  autres 

substitutions  qui  ne  diffèrent  de  celles-là  que  par  les  signes  des 
coefficients  et  qui  donnent  les  mêmes  résultats. 

Si  on  prend  A  =  (^  j  )  on  trouvera  2i  =  1. 

Si  on  prend  A  =  (  _  ^ î  )  pour  chaque  valeur  de  2  on  trouve 

deux  valeurs  de  \  à  savoir  d'abord  \  =  2,  et  ensuite,  si  2  =  (  J  ^  ) 
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■on  trouve  1^  =M°jetsii;  =  (^pjoii  trouve  ^j  =  (^  °  j  pour 

7  =  —  I  et  II  f  ^  °  j  ave7i(7  +  i)  -4-  i  ^o  (mod/))si  7  ;zf  —  i. 

Dans  aucun  cas  on  n'a  li  =  2,  on  le  voit  comme  plus  haut. 

Si  on  prend  A.  =  (       J       o)*^'^  trouve  encore  deux  valeurs  de 
2,  à  savoir  2,  =  2  et  si  - 

^  =  (o  ?)  °^  *^°^^«  ^.  ==  (p  -  ,  p)  et  si 

.2  =  Q°)ontrouve2,  =  (^°)si7  =  oet 

2i=  (  '  °)  avec  771  +  7  +  1^0  (mod  p)  si  7  ;2f  0. 

On  n'a  non  plus  dans  ce  cas,  jamais  2,  =  1. 
Ainsi  dans  le  A  =  —  3,  chacune  des  classe  primitives  de  déter- 
minant p^  A  est  obtenue  trois  fois  et  l'on  a 


é'est-à-dire 


„(p-A)=^p_(^)].(â). 
„(- 3p.)  =  ^[p -(?)]. 


4*  Cas.  —  Soit  enfin,  A  >  o.  Soit  d'abord  -S  =  (^  j].  Il  y 
a  d'abord  la  solution  évidente  2,  =  2.  Ensuite  il  faut  voir  s'il  y  en 
a  de  la  forme  2,  =  (^   °). 

Ici  (n«  173). 


A=- 


t,  u,  étant  une  solution  de  l'équation  de  Fermât.  Un  calcul  facile 
donne  ici 


L-*As 


*  =  /^('-^-^"-'^T^»")  ° 
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et  par  conséquent  il  faut  écrire  que 

(ai)  i ; — -  u  —  cyj  u  ^  0  (mod/)). 

Par  hypothèse  c  ^  o  (modp).  Si  de  plus  m  ^  o  (mod  p),  la 
condition  (21)  donne  une  valeur  et  une  seule  pour  -yi,  à  savoir  : 

(22)  Yi  =  c  [^ T^]  ("™o^  P)    (o  <  ïi  <  P)- 

Au  contraire  si  u  ^  o  (mod  /)),  on  a  /  ^  o  (mod/))  à  cause  de 

/*  4-  ptu  —  — T-^  u'  =^  I  ;  alors  la  congruence  (21)  est  impos- 
sible. 

Reste  donc  à  voir  combien  de  valeurs  différentes  (mod  p)  prend 
l'expression  (22)  lorsqu'on  remplace  /,  u  par  les  différentes  solu- 
tions de  l'équation  de  Fermât. 

D'abord  les  solutions  i,  u  et  —  t,  —  u  donnent  la  même  valeur 
pour  7j.  Il  suffit  donc  de  considérer  les  solutions  t,  u  déduites  de 
la  formule  (28)  du  chapitre  X. 

f„  —  oiu„  =  (<j  —  Wj Oj)"    (n  entier  §  o). 

Voyons  à  quelles  conditions  deux  solutions  h,  U/,  et  t^^^a  u^^a 
donnent  la  même  valeur  (mod  p)  pour  y^ .  Il  faut  pour  cela  et^il 
suffit  que  : 

^  =  ^  (mod  p). 

Or 

Uft+ff  =  {tk  -+-  pu/,)uff  H-  Uht7. 
La  condition  devient,  après  simplification, 

«»(<A^  ■+■  PYa«a  —  /^wa")  =  o     (mod  p) 
ou 

«(T  ^  o  (mod  p). 

Donc  on  aura  toutes  les  valeurs  de  7^  en  donnant  k  t,  u  les 
valeurs 

'ij  v,^;  t^,  Mj  ;  ...  tc_i,  «ff—j.  ] 

Il  y  a  donc  (7  —  i  substitutions  2,  satisfaisant  à  la  question. 
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En  y  adjoignant  la  substitution  1  elle-même  cela  en  fait  a: 
Soit  maintenant  1  =  1^'). 

Si  2t  =  (^  °)  on  trouve,  par  un  calcul  analogue,  la  condition 

(aS)  (ycu  -+-  t  H ^^  «  ^  0  (mod  p) 

et  ai  2,  =  (        ),  on  trouve  la  condition  : 
\Yi  PJ 

(a4)    Y,  l  —  ^cu-ht-h  ^-^  u\  —^  (t  —  ^-^\  -ï-aa=  o  {mod p). 

Si  —  ycu  -+- 1  H u  ^  o  (modp),  la  condition  (28)  n'est 

pas  satisfaite  et  la  substitution  K  °  J  ne  répond  pas  à  la  question, 
mais  la  condition  (24)  donne  une  valeur  de  y, 

«t  par  conséquent  une  substitution  2,. 

Si  —  ycu  H-  t  H ^  G  (mod  p)  alors  (  ^    j  satisfait  à  la 

question,  mais  la  condition  (2^)  est  impossible  car  on   n'a  pas 

—  7  N — ^  uj  -H  au  ^  G  (mod  p).  En  effet  si  cela  était,  de 

l'ensemble  des  deux  congruences. 

(h—  j(™odp) 

(ï  —^  -f  a  j  a  —  Yi  =  o  ^ 

on  déduirait  [/,  u  n'étant  pas  tous  les  deux  ^  o  (mod  p)] 

—  Y  (-  YC  +  — ^)'  —  (y  -=-^^  -t-  a)  =  o 

OU 

a  4-  6y  -+-  ^'  ^  o     (mod  p). 

Or^  les  valeurs  de  y  satisfaisant  à  cette  condition  ont  été  exclues 
comme  ne  donnant  pas  de  classes  primitives. 
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Ainsi  pour  toute  solution  /,  u  on  trouve  une  valeur  de  1,  répon- 
dant à  la  question.  On  verrait  comme  plus  haut  que  deux  solutions 
ih,  Uh  dont  les  indices  diffèrent  de  c  donnent  la  même  substitution 
2, ,  et  que  cela  n'a  pas  lieu  pour  deux  solutions  dont  les  indices 
diffèrent  de  moins  de  a. 

Finalement  chacune  des  classes  primitives  de  déterminant  p*A 
est  obtenue  a  fois  et  l'on  a 


n(p^A)  =  l[p-{^)]n{^). 


En  résumé  on  a  la  formule  générale 
(a5)  ,(^.^)_l[-p_^^^]„(^) 

dans  laquelle 

ff  =  I  lorsque  A<o,  ;2f  —  3,;zf  —  4 

ff  =  2      »        A  =  —  4 

ff  =  3      »        A  =  —  3 

a  =  le  plus  entier  positif  tel  que  Uq  ^  (mod  p)  lorsque  A  >■  o. 

Remarque.  —  Ceci  prouve  que  l'entier  a  existe,  n'est  pas  infini. 

Car  on  sait  que  n(p'A)  est  différent  de  o.  Donc  étant  donné  un 
nombre  premier  p  quelconque,  [il  existe  toujours  des  solutions  de 
l'équation  de  Fermai  dans  lesquelles  la  valeur  de  u  est  divisible  par 
p.  On  étendra  facilement  ce  théorème  au  cas  oii  p  serait  un  entier 
non  premier. 

!•'  Exemple.   A  =  —  3,  p  =  3.  La  formule  donne 

"(27)  =  l  K3)[3  —  o] 
ou 

n(27)  =  n(3)] 

ce  qui  est  conforme  à  la  table  annexée  à  la  fin  de  ce  chapitre. 

ti"  Exemple.   à=z  21,  p  ==  5. 

Ici  l'équation  de  Fermât  est  (^  -h  ta  —  5u^  =  i.  La  solution  fonda- 
mentale est  <i  =  a,  «1  =  I  et  l'on  calcule  facilement  i^  =  9,  U2  =  5.- 

Donc  <i  =  a.  D'ailleurs  /^  ^  |  =  i.  Donc 

'il525)  =  -Ai(2i)(5—  1) 
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OU 

n(525)  :=:  2n(2l). 

La  table  donne  n(2i)  =  2,  donc  7i(525)  =  4- 

On  trouve  bien  en  effet  quatre  classes  primitives  de  déterminant 
625,  à  savoir  celles  représentées  par  les  formes 

(i,  —  21,  —  2J),  (21,  —  21,  i),  (3,  —  21,  —  7),  (7,  —  21,  —  3). 

3"  Exemple.   A  =  2 1 ,  /)  =  3 . 

L'équation  de  Fermât  est  la  même  que  dans  l'exemple  précédent. 
On  a  vu  que  t^  =  2 ,  u^  =  1  ;  t^  =  q,  u.^  =  b  et  Ton  calcule  facile- 
ment ts  =  43,  «3  =  24.  Donc  d  ==  3.  D'ailleurs  (  -^  j  =  o.  Donc 

n(i89)  =  ô  n(2i).3=  n(2i)  =  a, 

ce  qui  est  conforme  à  la  table. 
4*  Exemple.  —  A  =  5,  p  =  2. 
Equation  de  Fermât  t^  -\-  lu  —  u^  =  1,  t^=  i,   n,  =  i  ;  ^3=  2, 

Ua  ::=:  3  ;  <3  =  5,  «3  =  8.  Donc  <T  =  3.  D'ailleurs  (  -  )  =  —  J. 

;n(2D)  =  2  /i(5)(2  -H  1)  =  n(5)  ; 
ce  qu'on  vérifie  sur  la  table. 
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L  —  Dans  le  groupe  des  classes,  le  nombre  des  classes  fondamen- 
tales qui  n'appartiennent  pas  au  genre  principal  est  X  —  i . 

n.  —  L'équation  t^  —  p2m-i-2y2  __  —  j  où  p  est  premier  impair 
^  1  (mod  4)  est  possible  (Legendre,  T.  d.  N.,  3'  éd.  =  4®  éd.,  t.  r, 
p.  64  pour  m  =  o). 

En  effet  considérons  les  classes  de  déterminant  ^p^"'+^.  On  a  X  =  1, 
donc  une  classe  bilatère.  Donc  la  classe  principale  et  cette  classe 
changée  de  signe  sont  identiques.  Le  théorème  annoncé  en  résulte 
immédiatement. 

Corollaire.  —  Dans  le  développement  en  fraction  continuelle  de 
/>"•  \/p  il  y  a  un  nombre  impair  d'éléments  à  la  période. 

Remarque.  —  Si/)^ —  i  (mod  4)  l'équation  est  impossible  (n°  128). 
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III.  —  L'équation  l^  -h  tu  —  *- ^ u^  =  —  i  ou  /)  est  premier 

=  1  (mod  4)  est  possible.  Même  démonstration  en  considérant  les 
classes  de  déterminant  p''"+*.  Corollaire  sur  le  développement  de 
—  1  -h  p^Vp 

2 

IV.  —  L'équation  t^  —  3p*'*"^*u'  =  —  i  où  p  est  premier  ^  5  (mod  8) 
est  possible. 

Dém.  analogue. 

V.  —  L'équation  t^  —  p'»'+'u*  =  a  où  p  est  premier  ^  7  (mod  8)  est 
possible  (Leg.,  toc.  ci^,  p.  65  pour  m  =  o).  On  considère  A  =  4P*'""'"*' 
On  a  X  =  2. 

La  classe  principale  et  la  classe  principale  changée  de  signe  ne  sont 
pas  identiques  parce  que  i*  —  y>*"'+*u'  =  —  1  est  impossible  (trans- 
former en  cong.  (mod  4)),  donc  ce  sont  les  deux  classes  bilatères.  Or 

2  est  représentable  par  I  2,  2,  — ' \  qui  est  bilatère.  Donc 

l'une  des  équations  t^  —  p'^'"^"^^*  =  a,  —  t*  -h  p^"'+^u*  =  a  est  pos- 
sible. Or  la  seconde  ne  l'est  pas  (transformer  en  cong  mod  8),  donc  la 
première  l'est. 

VI.  —  L'équation  <*  —  p^"*+^u^  =  —  2  où  p  est  premier  ^  3  (mod  8) 
est  possible  (Leg.,  lac.  cit.,  p.  66  pour  m  =  o).  Démonstration  ana- 
logue. 

VII.  —  L'équation  t*  —  p2m+ig2rt+iy2  __  —  j  où  p  et  9  sont  pre- 
miers ^  1  (mod  4)  et  où  (  ^  j  =  —  1  est  possible.  On  prend 

A  =  4p2»«-t-iç»«+». 

On  a  X  =  2.  Or  (i,  o,  —  p^^'+YV)  et  (p^'^+ï,  o,  —  9»"+»)  sont 
bilatères  et  ne  sont  pas  de  même  classe,  car  p^^'+^x^  —  q^n+^y^  =  1 
est  impossible  (transformer  en  congruence  mod  q).  Maintenant 
(—  1,0,  pïm+i^în+ij  est  aussi  bilatère  et  n'est  pas  de  même  classe  que 
(p2"'+i,  o,  —  9"»+»)  car  —  a;2  +  p2m+ig2n4y  _  _  ^2»+!  gg^  impos- 
sible (transformer  en  cong  modp).  Donc  ( —  1,  o,  p^m+iq^n^t^  gjt  de 
même  classe  que  (i,  o,  —  p*'»+*g»«^»),  etc. 

VIII. —  L'équation  p^'w+ifa  —  q^n+i^i  s=  i  où  p  et  q  sont  premiers 

^  3  (mod  4)  et  où  (  M  =  i  est  possible,  mais  l'équation 

pim+iti  _  qin+1^2  __  —  I 

est  impossible  (Leg.,  loc.  cit.,  p.  67  pour  m  =  n  =  o).  Démonstration 
analogue. 
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IX.  —  L'équation  2t^  —  p^m+ijja  __  j  q^  p  ggj  premier  ^  —  i 
(mod  8)  est  possible. 

L'équation  2t^  —  p^"*+^u^  =  —  i  où  /)  est  premier  ^  3  (mod  8) 
«si  possible. 

L'équation  t^  —  ap*"'+^u^  =  —  i  où  p  est  premier  ^  —  3  (mod  8) 
«st  possible. 

X.  —  Sur  le  nombre  de  classes  primitives  appartenant  à  un  détermi- 
nant /c*A  ('). 

Par  l'application  répétée  de  la  formule  (26)  on  trouve 

n(p^-^)  =  ,,>  ..;,(.-x,  [p  -  (j)y-'n{A) 

•a'  est  le  a  relatif  à  Ap',  <j"  le  u  relatif  à  Ap*,  etc. 
Si  A  <;  o  on  a  ff  =  <i"  =  ...  =  I.  Donc 

n(p""A)  =  i[p-(^)]p'«-MA). 

Donc  «(p^^A)  augmente  indéûnimenl  avec  m. 

Il  n'en  est  pas  de  même  si  A  >  o.  Cherchons  a(').  C'est  le  rang  de 

la  première  solution  de  i*  -+-  p/«  —  " — - — ^  u*  =  1  pour  laquelle 

u^.  est  divisible  par  p.  Cette  équation  s'écrit  : 

Il  faut  donc  résoudre 
(a6)  T«  4-  pTU  —  ^-^  U«  =  1 

né  garder  que  les  solutions  où  U  est  divisible  par  p*  et  chercher  dans 
celles-ci  le  rang  de  la  première  qui  est  divisible  par  p^+^,  de  sorte 
qu'en  appelant  a(p')  le  rang  de  la  première  solution  de  (26)  qui  est 
divisible  par  p^  [de  façon  que  <j(p)  =  a],  on  a 


Il  en  résulte 


"(p'-A) = ^Ip  -  {i)y-'4A). 


(*)  Lbj.  Dirichlbt,  Bericht.  âb.  Verhandlang  d.  Kônig  preuss.  Akad.  d.  Wiss.f 
î855  (p.  AgS)  =  Werke,  t.  2,  p.  i85,  traduit  dans  J.  d.  M.,  série  a,  t.  i 
(i856),  p.  76  =  Werke,  2,  p.  191. 
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Pour  avoir  cj(p'")  remplaçons  dans  (26)  U  par  pU  de  façon  à  obtenir 
les  solutions  divisibles  par  p.  Nous  obtenons 

T^  -f-  ppTU'  -  ^-^  p*U'»  =  I 


ou,  en  posant 


4 

0 P~  ^  U'  =  r 


^  4 

La  solution  générale  de  celte  équation  est  donnée  par 

d'où  l'on  conclut  d'abord  que  les  rangs  des  solutions  de  (26)  pour  les- 
quelles U  est  un  multiple  de  p  sont  lés  multiples  de  a.  Ensuite 

u'=au;[(t,'-h«u,')''" 

+(t=if^)(T;+a,u,f'(P)'AU,"-^...] 

On  démontre  que  la  quantité  entre  crochets  n'esl  pas  divisible  par  p. 
L'exposant  de  p  dans  U'  est  donc  égal  à  celui  qu'il  a  dans  U,'  plus 
celui  qu'il  a  dans  h.  Donc  (t(p"')  =  /w,  h  étant  le  plus  petit  entier  tel 
que  hVi  soit  divisible  par  p'"~^.  En  appelant  p*  la  plus  haute  puis- 
sance dep  qui  divise  U/  on  voit  que,  aussitôt  que  m  dépasse  /c  -h  i 
cette  valeur  de  h  est  p"'-^~*.  Donc 

«(P^'"A)  =  i[p-(^)]pMA) 

c'est-à-dire  que,  à  partir  de  cette  valeur  de  m  la  valeur  de  nfp^^A)  ne 
dépend  plus  de  m. 

Plus  généralement  on  verra  que  n(a'A)  ne  dépend  que  des  facteurs 
premiers  de  a  mais  non  de  leurs  exposants  aussitôl  que  ces  exposants 
dépassent  certaines  limites. 

Les  recherches  précédentes  font  partie  de  l'étude  de  n(A)  comme 
fonction  de  A,  étude  abordée  pour  la  première  fois  par  Gauss  (Disq. 
arithm.,  n"  3oi  et  suiv.)  et  qui  est  encore  bien  incomplète.  En  parti- 
culier comment  se  comporte  n(A)  quand    |  A  |    croît  indéfiniment  ? 

On  voit  tout  de  suite  que  si  le  nombre  de  facteurs  premiers  diffé- 
rents de  A  croît  indéfiniment,  n(A)  croît  aussi  indéfiniment. 

En  effet  n(A)  est  plus  grand  que  2  ,  nombre  des  genres  ;  or  dans 
le  cas  qui  nous  occuppe  en  ce  moment  X  croît  indéfiniment. 
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Mais  si  le  nombre  de  facteurs  différents  de  A  reste  fini  la  question 
n'est  pas  résolue  en  général.  On  a  vu  plus  haut  qpue  si  A  ]>■  o  croît 
indéfiniment  en  conservant  les  mêmes  facteurs  premiers  n[\)  ne  croît 
pas  indéfiniment. 

M.  Joubert  a  démontré  Q)  que  pour  A  <C  o,  n(\)  augmente  indéfi- 
niment avec    I  A  I    dans  les  circonstances  suivantes  : 

Considérons  un  nombre  premier  p  et  les  déterminants  A  =  —  D 

tels  que  f      1  =  i. 

L'entier  p  est  représenlable  dans  une  classe  C  de  déterminant  A* 
Soit  m  l'exposant  de  cette  classe.  Alors  p"*  est  représentable  dans  la 
classe  C"'  c'est-à-dire  dans  la  classe  principale.  On  a  donc 

D-f-.o^, ,       D  +  pV,    .       2pa    \='  D        ,. 


2    ■       ^    ,    D-f-p2    -        D  +  pY,    ,       2pa    \ 


On  en  déduit 
d'où 


pV   ^D-f-p» 


D  +  p' 


m> 


logp 
Or  le  nombre  de  classes  est  au  moins  égal  à  m.  Donc 

Si  donc  D  augmente  indéfiniment  en  restant  toujours  dans  une  pro- 
gression arithmétique  telle  que  ( ]  =  i  on  voit  que  le  nombre 

de  classes  augmente  indéfiniment. 

Pour  démontrer  que  n(^)  augmente  indéfiniment  quelle  que  soit  la 
façon  dont  D  augmente  indéfiniment,  il  suffirait  de  montrer  que  pour 

tout  entier  positif  D  on  peut  déterminer  p  premier  tel  que  ( ]  =:  i 

et  que  y^ —  augmente  indéfiniment  avec  D. 

On  peut  aussi  considérer  la  fonction  -rH  =  ^^^=^  =  nombre  de 

classes  contenues  dans  chaque  genre.  Lejeune  Dirichlet  a  démontré 
[loc.  cit.)  que  l'on  peut  trouver  une  infinité  de  déterminants  positifs 
tels  qu'il  n'y  ait  qu'une  classe  par  genre.  Pour  les  déterminants  néga- 
tifs il  semble  que  -y— ^  augmente  indéfiniment  avec   |  A  I  . 

(1)  Joubert,  C.  R.  A.  P.,  5o  (i86o},  p.  774  et  882. 


Table  des  classes  primitives  définies  positives  jusqu'à  D  =  200 

D 

D 

i5 

(a,  I,  a)2 

112 

(4,  0,  7)2 

20 

(2,  3,  3)î 

ii5 

(5,  5,  7)2 

a3 

(a,  —  i,  3)3 

116 

(3,  -  a,  10)6 

a4 

(a,  0,  3)2 

»'9 

(5,  I,  16)10 

3i 

(a,—  I,  4)8 

120 

(3,  0,  10)2  (5,  0,  6)2 

32 

(3,  -  a,  3j2 

123 

(3,  3,  11)2 

35 

(3.  I,  3)2 

ia4 

(5.  4,  7)3 

36 

(a,  2,  5)8 

127 

(a,  1,  16)6 

39 

(a.  I,  5)4 

ia8 

(3,  2,  11)2 

4o 

(a,  0,  5)8 

i3i 

(3,  1.  11)5 

44 

(3,  2,  4), 

i3a 

(3,  0,  11)2,6,  6,  7)2 

47 

(a.  -  1,  6)4 

i35 

(a,  I,  17)6 

48 

(3,  0,  4)8 

i36 

(5,  a,  7)4 

5i 

(3,  3,  5)2 

139 

(5.  I,  7)3 

5a 

(a,  2.  7)8 

i4o 

(3,  a,  ia)6 

55 

(a.  I,  7)3 

i43 

(2,  1,  18), 0 

56 

(3.  a,  5)4 

i44 

(5,  4,  8)4 

59 

(3,  1,5)3 

i47 

(3,  3,  i3)2 

60 

(3,  0,  5)a 

i48 

(2,  a,  19)2 

63 

(a,  I,  8)« 

i5i 

(a,  1,  19)7 

64 

(4,  4,  5)2 

l52 

(3,  3,  i3j6 

68 

(3,  —  2,  6)3 

i55 

(3,  I,  i3)4 

71 

(a,  I.  9)* 

i56 

(5,  a,  8)4 

7a 

(a,  0,  9)2 

iSg 

(a,  I.  20)10 

75 

(3,  3,  7)2 

160 

{4,4,11)2(5,0,8)0 

76 

(4,  2,  5)3 

i64 

(3,  a,  i4)8 

79 

(a,  —  I,  10)5 

167 

(a,  I,  3i)i, 

80 

(3,  2,  7)4 

168 

(a,  0,  ai)a(3,  0,  i4)2 

83 

(3,  I,  7)8 

171 

(5,  3,  9)5 

'   84 

(2,  a,  11)2(3,  0,  7)2 

172 

(4,  3,  11)3 

87 

(a,  T,  11)6 

175 

(2,  I,  23)6 

88 

(2,  0,  11)2 

176 

(3,  a,  i5)6 

91 

(5,  a,  5)2 

Ï79 

(3,  1,  15)5 

9a 

(3,  3,  8), 

180 

(a,  a,  33)2(5,0,  9)2 

95 

(a,  I,  ia»2 

i83 

(a,  I,  a3), 

96 

(3,  0,  8)2  (5,  a,  5)2 

i84 

(5,  4,  10)4 

99 

(5,  I,  5)2 

187 

(7,  3,  7)2 

100 

(a.  a,  18)2 

188 

(3,  a,  16), 

io3 

(a.  I.  i3)5 

19Ï 

(2,  I.  a4),3 

io4 

(5,  -  4,  6), 

19a 

(3,0,  16)2(4,  4,  i3)2 

107 

(3,  I.  9)3 

195 

(3,  3,  17)2(7,  I,  7)2 

108 

(4,  2.  7)3 

196 

(5,  3,  10)4 

m 

(a,  I,  i4)8 

199 

(a,  I,  a5)9 
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Nota.  —  Dans  la  première  colonne  sont  inscrites  les  valeurs  du  dis- 
criminant D,  c'est-à-dire  tous  les  entiers  positifs  ^  o  ou  —  i  (mod  4) 
de  I  à  aoo.  Cependant,  pour  abréger,  nous  n'avons  pas  inscrit  les. 
valeurs  du  discriminant  auxquelles  ne  correspondent  qu'une  classe  de 
formes  primitives,  laquelle  est  alors  forcément  la  classe  principale. 
Exemple  D  :=  3,  4,  etc. 

Dans  la  seconde  colonne  sont  inscrites  des  formes  appartenant  à  des 
classes  formant  une  base  fondamentale  de  groupe  des  classes.  Le 
nombre  de  ces  formes  est  donc  le  rang  de  ce  groupe.  On  voit  que 
jusqu'à  D  =  200  il  ne  dépasse  pas  2.  L'indice  dont  sont  affectées  ces 
formes  est  leur  ordre.  On  reconstituera  donc  facilement  toutes  les 
classes  du  groupe. 

Exemples.  —  D  =  47»  les  classes  du  groupe  sont,  en  posant 
(a,  —  i,6)  =  A: 

I,  A,  A\  A\ 

D  =  180.  En  posant  (a,  a,  23)  =  A  (5,  o,  9)  =  B  les  classes  du 
groupe  sont  : 

I,  A,  B,  AB. 

On  trouve  aussi  facilement  la  division  en  genres. 

1"  Exemple.  —  D=i5.  Il  y  a  deux  classes  i  et  A*-.  La  classe  A* 
est  carré  parfait,  la  classe  A'  ne  l'est  pas.  Donc  il  y  a  deux  genres  : 
le  genre  principal  et  celui  de  Aq. 

a*  Exemple.  —  D  =  3i.  Il  y  a  trois  classes  i,  A*  et  A*.  Ici  l'expo- 
sant de  A  étant  impair  toutes  ces  classes  sont  carrés  parfaits.  Donc  il 
n'y  a  qu'un  genre,  le  genre  principal. 

3*  Exemple.  —  D  =  84.  H  y  a  quatre  classes  i,  A,  B,  AB.  La  seule 
classe  carré  parfait  est  i .  Donc  le  genre  principal  ne  contient  qu'une 
classe.  Il  en  est  de  même  de  tous  les  autres  genres.  Donc  il  y  a  quatre 
genres. 
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Table  des  classes  primitives  indéfinies  jusqu'à  A.  s>  aoo 


à 

A 

12 

(-  I,  0,  3)j 

i»7 

(—  I.—  I,  29)2 

ai 

(-1.  — I.  5)» 

lao 

(—1,0,  30)2(2,  0,  —  i5)a 

24 

(~  I,  0,  6)2 

ia4 

(—  I,  0,  3i), 

28 

(—1,0,  7), 

laS 

(—1,0,  3a), 

3a 

(-1,0,8)2 

lag 

(—  I,—  i,3a)2 

33 

(—  I,  -  I,  8)2 

l32 

( —  1,0,  33)2      • 

Âo 

(3,  0,  -  5>o 

i33 

(_  ,,  _  ,,  33)2 

44 

(—  I,  0, 11)2 

i36 

(—  1,  0,  34)2(3,  3,  —  11)2 

45 

(—  I.—  I,  11)2 

i4o 

(—  I,  0,  35)o(5,  0,  —  7)2 

48 

(—  I,  0,  la).. 

i4i 

(-1,-1,35)2 

56 

(—  I,  0,  l4)2 

i45 

(2,  1,-18)3 

57 

(—  I,—  I,  14)2 

i48 

(3,  2,  —  12)3 

6o 

(~  I,  0,  15)2(3,  0,  —  5)2 

i5a 

(—1,0,  38)2 

65 

(5,  5,  -  a)2 

i53 

(_  I,  _  I,  38)2 

69 

(—1»  —  r,  17)2 

i5C 

(—  1,0,39)0(2,  2,  —  19)2 

72 

(—  I.  0,  18)2 

157 

(—  I,  —  I,  39V 

76 

(—  I,  0,  19)2 

160 

(-1,0,  4o),  (5,  0,  —  8)a 

77 

(—  I,  —  I.  19)2 

161 

(—  I,  —  I,  40)2 

80 

(—  I,  0,  ao)2 

i65 

(- 1,-1,  41)2(3,  3, -i3)2 

84 

(—  I,  0,  ai)2 

1&8 

(—1,  0,  42)j(2,  0,  —  ai)2 

&5 

(5,  5,  -  3)2 

172 

(—  I,  0,  43)2 

88 

(—  I,  0,  aajs 

176 

(—1,0, 44)2 

93 

<—  r,  0,  a3)2 

177 

(—  I,  —  1, 44)2 

93 

(—  I,  —  I,  23)2 

180 

(—1,-0,  45)2 

96 

(—  I,  0,  a4)2(3,  0,-8)2 

184  , 

(—  I,  0, 46)2 

io4 

(—1,0,  a6)2 

i85 

(—1,—  1,46)2 

io5 

(-i,-i,26)2(a,  I,  — i3)2 

188 

(—  I,  0,  47)2 

108 

(—1,0.  27)2 

189 

(—  I,  —  1, 47)2 

lia 

(—  I,  0,  28)0 

192 

(— ï,o,  48)2(3,0,  —16)2 

Mêmes  remarques  que  dans  la  table  précédente.  Sont  de  plus  exclues 
ici  les  valeurs  de  A  carrés  parfaits. 


CHAPITRE  XXY 


LE  PROBLÈME  DE  FERMAT  POUR  LE  DEUXIÈME, 
LE  TROISIÈME  ET  LE  QUATRIÈME  DEGRÉ 


306,  — Nous  désignerons  par  le  nom  de  problème  de  Fermât 
le  problème  de  la  résolution  de  l'équation  diophantienne 

a;"  +  j"  =  2"  ; 

l'exposant  n  supposé  donné  est  un  entier  positif  ;  x,  y,  z  sont  des* 
entiers  inconnus. 

Il  y  a  des  solutions  évidentes  dans  lesquelles  l'une  des  trois 
inconnues  a  une  valeur  nulle,  à  savoir  : 
si  n  pair 


et 

si  n  impair 


X  =jO,  y  =  ±z 

y  =  o,  X  =  zïz  z, 

X  =  o  y  =  z 

y  =  o  X  =  z 


r  =  G        X  =  —  y. 

C'est  ce  que  nous  appellerons  les  solutions  banales.  Mais  y  en 
a-l-il  d'autres  ?  Fermât  a  énoncé  que  pour  n  ^  2  il  ny  en  a  pas 
d'autres.  C'est  ce  qu'on  appelle  ordinairement  le  grand  théorème 
de  Fermai  (^) . 

(>)  Fermât  a^  cru  posséder  la  démonstration  de  son  théorème.  II  nous  en  a 
laissé  l'énoncé  manuscrit  dans  la  marge  d'un  exemplaire  des  Œuvres  de  Dio- 
phante  éditées  par  Bachet,  et  voici  ce  qu'il  ajoute  :  a  Cujus  rei  demonstratio- 
nem  mirabilem  sane  detexi,  hanc  marginis  exiguitas  non  caperet  ».  Mais  il  est 
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Actuellement  ce  théorème  a  été  démontré  pour  les  valeurs  de  n 
ayant  un  facteur  premier  plus  petit  que  loo  (sauf  69  et  67).  Mai» 
absolument  rien  n'indique  qu'il  soit  vrai  pour  toute  valeur  de  n. 
Pour  cette  raison  nous  continuerons  à  parler  du  problème  et  non 
du  théorème  de  Fermât. 

Négligeant  le  cas  de  n  =  i  où  la  solution  est  évidente  nous 
allons  traiter  ici  les  cas  de  n  =  2,  3,  4- 

Solutions  primitives.  —  Nous  distinguerons  d'abord  les  solu- 
tions primitives  dans  lesquelles  les  valeurs  d'à?,  y,  z  sont  première» 
dans  leur  ensemble,  et  les  solutions  non  primitives  dans  lesquelles 
ces  valeurs  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  d  différent  de  i . 
Il  est  évident  qu'on  peut  se  borner  à  la  recherche  des  solutions 
primitives,  et  c'est  ce  que  nous  ferons  toujours  dans  la  suite. 

Dans  les  solutions  primitives  les  valeurs  de  deux  quelconques 
des  inconnues  sont  premières  entre  elles.  Car  si  les  valeurs  de  x 
et  y  par  exemple  ont  un  facteur  commun  d,  il  est  évident  d'après 
l'équation  x"  H-  y"  =  z",  que  la  valeur  de  z  l'a  aussi. 

307.  —  Solution  du  problème  de  Fermât  dans  le  cas  de 
n  =  2. 

11  s'agit  de  trouver  les  solutions  primitives  de  l'équation  dio- 
phantienne  : 

(i)  x«4-/-=z*. 

Ce  problème  se  nomme  aussi  le  problème  de  la  recherche  des- 
triangles  rectangles  en  nombres  entiers.  On  peut  en  effet,  sans^ 
restreindre  la  généralité  du  problème  se  borner  aux  valeurs  posi- 
tives de  X,  y,  z;  alors  d'après  l'équation  (i)  x,y  sont  les  côtés  de 
l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  z  est  l'hypoténuse.  Les 
triangles  correspondant  à  des  solutions  primitives  seront  dits 
triangles  primitifs  (^). 

plus  que  probable  que  cette  démonstration  n'était  pas  valable  puisque  lui-même 
n'a  pas  jugé  k  propos  de  la  faire  connaître  et  qu'aucune  démonstration  n'a  pu 
être  retrouvée  malgré  les  efforts  des  plus  grands  mathématiciens  et  les  progrès 
considérables  de  la  Théorie  des  Nombres  depuis  le  temps  de  Fermât. 

(i)  Voici  comment  le  problème  s'est  imposé  aux  mathématiciens  grecs.  Jus- 
qu'à la  découverte  du  théorème  de  Pythagore  (vi'  siècle  avant  J.  G.)  il» 
croyaient  que  toute  longueur  était  mesurable  par  un  nombre  rationnel,  autre- 
ment dit  que  deux  longueurs  quelconques  ont  une  commune  mesure.  Or  le 
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Nous  voyons  d'abord,  en  transformant  l'équation  (i)  en  con- 
gruence  (mod  2),  que  sur  les  trois  valeurs  de  x,  y,  z,  il  en  faut 
zéro  ou  deux  qui  soient  impaires.  Mais  si  aucune  des  trois  valeurs 
«'était  impaire  la  solution  ne  serait  pas  primitive,  ce  cas  est  écarté. 

Il  y  a  donc  deux  des  valeurs  d'à?,  y,  z  qui  sont  impaires.  Ces 
valeurs  ne  sont  pas  celles  de  x  et  y.  En  effet,  si  a?  et  y  étaient 
impairs  et  z  pair,  en  transformant  l'équation  en  congruence 
^mod  4),  on  trouverait  2^0  (mod  /j)  ce  qui  n'est  pas. 

Donc  l'une  des  deux  valeurs  de  a;  ou  de  j  est  paire,  et  l'autre 
impaire.  Nous  ne  restreindrons  pas  la  généralité  de  la  solution  en 
supposant  x  pair  et  y  impair.  Quant  à  2:  il  est  impair. 

Ceci  posé,  l'équation  s'écrit 

y^  =  z'  —  x^ 
OU 

y^  =  {2  —  x){i  -h  x). 

Or  z  —  X  et  z  4-  X  sont  premiers  entre  eux.  En  effet  tout  fac- 
teur commun  à  ces  deux  nombres  divise  leur  somme  22  et  leur 
différence  2x.  Comme  as  et  2  sont  par  hypothèse  premiers  entre 
eux,  ce  facteur  commun  divise  2.  Mais  de  plus  2  —  x  ei  z  -\-  x 
sont  impairs  ;  donc  leur  facteur  commun  ne  peut  être  que  i . 

Les  entiers  2  —  x  et  2  +  a;  étant  premiers  entre  eux  et  leur 
produit  étant  un  carré,  c'est  que  chacun  est,  au  signe  près,  un 
carré.  On  a  donc 

z  -\-  X  =  tl^ 

z  —  a;  =  eu' 

£  étant  égal  à-f-iouà  —  i,  fêta  étant  des  entiers  impairs  pre- 
miers entre  eux. 


théorème  de  Pythagore  démontrait  l'existence  de  triangles  rectangles  où  Thypo- 
iénuse  est  incommensurable  avec  les  côtés  de  l'angle  droit.  Il  était  dès  lors 
indiqué  de  rechercher  les  triangles  rectangles  dont  les  trois  côtés  fussent 
commensurables  ;  c'est-à-dire,  en  choisissant  ^convenablement  l'unité  de  lon- 
gueur, dont  les  trois  côtés  fussent  mesurés  par  des  nombres  entiers.  On  trouva 
d'abord  des  solutions  particulières.  La  solution  générale  est  dans  EucUde 
(ive  siècle  avant  J    G.). 

Ca»b!«.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  38 
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On  tire  de  là 

X  =  -^ '- 

a 

3 

et  alors  (i)  donne 

^  =  ±  ta. 

On  peut  se  borner  à  chercher  les  solutions  primitives  positive» 
de  l'équation.  On  voit  qu'elles  sont  données  par  les  formules 

(a)  a;  =  — - —         y  =  i\x         z  —  — - — 


t,  «,  étant  deux  entiers  positifs^  impairs,  premiers  entre  eux  et  t 
étant  plus  grand  que  u. 

On  peut  écrire  ces  formules  autrement.  Posons 

i  -h  u       .,         t  —  u        , 

=  t  =  u  . 

a  a 

On  voit  sans  peine  d'après  les  hypothèses  faites  sur  i,  u  que  t',  u' 
sont  deux  entiers  positifs,  de  parités  dififérentes,  premiers  entre 
eux  et  que  t'  >>  u'.  Réciproquement  si  /',  a'  satisfont  à  ces  condi- 
tions, t  et  u  satisfont  aux  conditions  précédentes.  On  peut  donc 
dire  que  les  solutions  primitives  positives  de  l'équation  sont 
données  (en  écrivant  t,  u  à  la  place  de  t',  «'),  par 

(3)  X  =  ata  j  —  i2  —  u«  2  =  <2  H-  «2 

t,  u  étant  deux  entiers  positifs,  de  parités  différentes,  premiers 
entre  eux,  et  t  étant  plus  grand  que  u. 

Quant  à  la  solution  générale  (comprenant  les  solutions  primi- 
tives ou  non,  positives  ou  non)  elle  est  donnée  par  les  formules 

z  =  ±  a 


(4) 

X 

a 

il" 

■y 

=  ±: 

d.tu 

ou  ] 

par 

les  formules 

(5) 

X  ■■ 

=  ±d.a«u 

y  = 

:± 

dil^- 

-«') 

Z=:±d{l}  -h  u}) 

t,  U  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  que  plus  haut,  d  étant  un 
entier  quelconque. 
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Voici  le  tableau  des  premières  solutions  positives  primitives. 


u 

X 

y 

2 

I 

4 

3 

5 

3 

12 

5 

i3 

I 

8 

i5 

17 

3 

24 

7 

25 

a 
3 
4 
4 

Aufre  méthode.  —  Voici  pour  résoudre  Téquatioxi  (i)  une  autre 
méthode  qui  a  l'avantage  de  se  généraliser. 
L'équation  (i)  peut  s'écrire 

Posant  -  =  X  et  ^  =  Y  on  est  ramené  à  trouver  les  solutions 

X  z  ' 

rationnelles  de  l'équation 

(6)  X2  -+-  ¥="  =  I 

c'est-à-dire  les  points  à  coordonnées  rationnelles  du  cercle  repré- 
senté par  l'équation  (6). 

Or  on  en  connaît  un  à  priori,  à  savoir  le  point  X  =  i,  Y  =  o. 

Si  on  en  considère  un  autre  X,  Y,  le  coefficient  angulaire  de  la 

,  .       Y 

droite  qui  joint  ce  point  au  précédent,  à  savoir  ^ est  ration- 
nel. 
On  a 

f  ^  Y  t 

t,  Ur  étant  deux  entiers  premiers  entre  eux. 

De  (6)  et  (7)  on  tire,  d'abord  la  solution  X 
ensuite  la  solution 

t^  —  u^         ,,  atu 


Y  =  o  et 


X  = 


Y  = 


Si  on  suppose  que  t  et  u  varient  en  restant  entiers  et  premiers 
entre  eux,  on  obtient  ainsi  la  solution  générale  de  l'équation  (6) 
(y  compris  la  solution  X  =  i ,  Y  =  o    que    l'on  obtient  pour 

t=^  i,  u  =  o).  Remplaçant  X  par  -  et  Y  par  ^  on  a 


t^  —  u» 


Jl  — _ 
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Si  l'on  ne  veut  que  les  solutions  primitives  positives,  il  faudra 
prendre  /  >»  u  et  écrire 

_  t^  —  u»  _2ta  _  t*-hj^ 

X—    p       y—f)      ^—    D 

D  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /*  —  u},  itu  et  /*  4,  u*. 
Mais  D  =  I  ou  2  suivant  que  t  ti  u  sont  de  parités  différentes 
ou  de  même  parité.  D'ailleurs  s'ils  sont  de  même  parité  ils  sont 
tous  les  deux  impairs  puisqu'ils  sont  premiers  entre  eux.  Donc  si 
/  et  u  sont  l'un  pair,  l'autre  impair  on  a 

et  si  <  et  u  sont  tous  les  deux  impairs  on  a 

X  = y  =  ta         z  = . 

D'ailleurs  on  a  vu  plus  haut  que  ces  deux  systèmes  de  solutions 
n'en  font  qu'un  et  finalement  on  retrouve  les  mêmes  résultats  que 
par  la  première  méthode. 

308.  —  La  deuxième  méthode  indiquée  au  n**  précédent 
s'applique  à  toutes  les  équations  homogènes  du  second  degré  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  dont  on  connaît  une  solution 
rationnelle. 

1*'  Exemple.  —  Soit  l'équation 

x^  -hy^  =  (a2  -f-  6*)z«. 

On  en  connaît  la  solution  x  =  a^  y  =  b,  z  =  i .  On  posera 


y  _ 

-h 

2 

—  i 

x 

a 



-  a 

z 

et  l'on  trouvera 

—  af^  -\-  abia  +  au^  bt^  -+■  aatu  —  6u* 


X  = 


D  -^  ~"  D  ""-      D 


<,  u  étant  deux  entiers  premiers  entre  eux,  D  étant  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  trois  numérateurs.  On  voit  facilement  que  D  est 
un  diviseur  de  2(0^  +  6*)  ;  il  restera,  pour  des  valeurs  données  de  a 
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et  b,  à  discuter  suivant  les  valeurs  de  t,  u.  Soit,  par  exemple  a  =  i^ 
6  =  I ,  de  façon  que  l'équation  à  résoudre  est 

^2    ^    yi    —.    2Z^, 

On  voit  facilement  que  l'on  a 

a;  =  <2  -f.  2<u  —  u2        j  =  _  ^2  ^  aiu  _j_  u2         ^  =  t"^  -^  u} 

si  f  et  «  sont  de  parités  différentes,  et 

i2  H-  ^tvL  —  u2  —  l^  -h  2ia  -h  u^  t^  -h  u« 

X  = y  = z  = 


si  t,  u  sont  tous  les  deux  impairs.  Mais  les  secondes  formules  rentrent 
dans  les  premières  qui  donnent  ainsi  la  solution  générale  du  pro- 
blème. 

Remarque.  —  On  a  ainsi  les  solutions  de 

rr"  -f-  j*  =  Az^ 

quand  A  est  une  somme  de  deux  carrés.  Quand  A  n'est  pas  une  somme 
de  deux  carrés  cette  équation  est  impossible.  En  effet  si  elle  est  pos- 
sible elle  a  des  solutions  primitives.  Soit  Xq,  yot  ^0  l'une  d'elles.  Soit  d 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  Xq,  Jo>  il  est  premier  à  z,.  On  a  en 
posant  0*0  =  dxi,  jo  =  ''v, 

d'(x,'-\-y,')  =  ^ZoK 
Or  d'  étant  premier  à  Zq*  divise  A.  Soit  A  =  d'^A',  on  a 

L'entier  A'  divisant  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux 
est  lui-même  une  somme  de  deux,  carrés  (n"  190)  et  il  en  est  de  même 
de  A. 

a®  Exemple.  —  Trouver  les  parallélipipèdes  rectangles  dont   les  arêtes 
et  les  diagonales  sont  commensnrables  entre  elles. 
C'est-à-dire  résoudre  en  nombres  entiers 


t=  I. 


a;*  + j2 

+  2^  =  i\ 

On  connaît  la  solution 

X  =  0        y  =  0 

Z  =   I 

On  pose 

X      y 

t  _  t 

Û          V 

Z 

—  w 
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et  l'on  trouve 

2UW  2VW  U^  -h  V^  tU^  «° 

X  —  -pr-      y  —  -p-      z —  pj  t  — 


D       *^  ~    D  D  D 

a,  V,  w  étant  trois  entiers  premiers  dans  leur  ensemble,  D  étant  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  quatre  numérateurs. 
On  démontrera  que 

D  =  2D  (u'  -f-  v^,w)  si  10  est  impair  et  u,  v  de  parités  différentes  ; 
D  =  D(u*  -f-  v^,  lo)  dans  tous  les  autres  cas  (le  cas  de  u,  v,  w  tous 
les  trois  pairs  étant  écarté  puisque  D  (u,v,iu)  =  i). 
Une  solution  analogue  s'applique  à 


La  méthode  s'appliquerait  même  à  des  équations  d'un  degré  supé- 
rieur au  second.  Nous  reviendrons  sur  ce  problème. 

309.  Théorème  de  Fermât  dans  le  cas  de  n  =  4  (0*  —  ^^ 
théorème  s'énonce  :  L'équation  x*  +  y*  =  2*  n'a  pas  d'autres 
solutions  que  celles  où  l'une  des  deux  inconnues  x,  y,  reçoit  une 
valeur  nulle.  Nous  allons  démontrer  ce  résultat  pour  une  équa- 
tion plus^générale,  à  savoir  l'équation 

(S)  '  X*   -i-  J'*  =  Z2 

Celte  équation  n'a  pas  d'autres  solutions  que  celles  où  les  valeurs 
de  îc  ou  y  sont  nulles. 

On  peut  supposer  que  les  valeurs  de  x,  y,  z  soient  premières 
dans  leur  ensemble. 

Supposons,  en  effet,  qu'elles  aient  un  facteur  premier  commun/). 
Posant  : 

X  =  px'      y  =  py'      z  =■  pzf 
l'équation  devient 

p\x'^ -h  y")  =  z'K 

Donc  z'  doit  être  divisible  par  p.  Posant  z'  =  pz"  il  vient  : 
a;'4  _|_  yi  _  2"2, 

Si  les  valeurs  de  x' ,  y'^z"  avaient  encore  un  facteur  premier 

(^)  Frénicle  de  Besst,  Traité  des  triangles  rectangles  ennombres,  Parii,  1676. 
Frénicle  de  Bessy  tenait  de  Fermât  le  principe  de  sa  démonstration. 
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<;ommun  on  recommencerait  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  équation, 
toujours  de  la  forme  (8)  dans  laquelle  les  valeurs  des  inconnues 
n'auraient  plus  le  facteur  commun.  D'ailleurs  aucune  de  ces  valeurs 
ne  serait  nulle. 

En  particulier  les  valeurs  des  trois  inconnues  ne  sont  pas  paires  ; 
il  ne  peut  non  plus  y  en  avoir  deux  paires  et  une  impaire,  ni  trois 
impaires.  Donc  il  y  en  a  une  paire  et  deux  impaires. 

En  transformant  l'équation  en  congruence  (mod  4)  on  voit  qu'il 
n'est  pas  possible  que  x  et  y  aient  des  valeurs  impaires  et  z  une 
valeur  paire.  Donc  z  a  une  valeur  impaire,  l'une  des  deux  incon- 
nues X,  y,  par  exemple  x,  a  une  valeur  paire,  et  l'autre  y  une  valeur 
impaire.  Soit 

X  =  a^x' 

y  étant  impair.  L'équation  devient 

x',  y,  z  ayant  des  valeurs  impaires,  sans  facteur  commun.  Nous 
allons  faire  la  démonstration  pour  une  équation  plus  générale  : 

t2^"X^  =  2*  —  y* 
(e  =  dr  I       n  >>  0       x,  y,  z  impairs  sans  facteur  commun). 
Cette  équation  s'écrit  : 

(9)  £a2'Hc*  =  (z  — y2)(2  4__y2). 

On  voit  sans  peine  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  z  —  y^ 
Qt  z  -\-  y^  est  égal  à  2.  Donc  on  a  : 

z  —  y^  =■  &'3w*     et    z  -h  y*  =  e"2*''~^u* 
ou 

z  —  y^  =z  e'22~-ïa*     et     z  -^  y^  =  e"2u* 
(s',  e"  =db  I,  u  et  u  impairs  et  premiers  entre  eux). 

Mais  le  second  système  se  tire  du  premier  en  changeant  zen  —  z, 
s!  en  —  s",  s"  en  —  s',  u  en  y  et  y  en  u.  Il  suffit  donc  de  consi- 
dérer le  premier.  On  en  tire. 

Se)  y»  =  e"a2n-2y4  _  e'„4. 

Si  n  >•  I,  cette  équation  transformée  en  congruence  (mod  4) 
donne 

1  =  —  e'  (mod  4). 
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Donc  s'  =  —  I  et  l'équation  (lo)  devient 

g"2«n-2y4  —  y2  _  ui 

c'est-à-dire  une  équation  de  même  forme  que  (g)  mais  l'exposant 
n  ayant  diminué  d'une  unité.  En  répétant  ce  procédé  autant  de  fois- 
qu'il  est  nécessaire  on  arrive  à  une  équation  de  même  forme  quer 
(9)  mais  où  n  =  i ,  soit 

»  4sa;*  =  z^  —  j*     (x,  y,  z  impairs). 

Or,  en  transformant  cette  dernière  en  congruence  (mod  8)  on- 
voit  qu'elle  est  impossible. 

Le  théorème  de  Fermât  est  donc  vrai  pour  n  =  4. 

Remarque.  —  Il  est  évident  que  si  le  théorème  de  Fermât  est 
vrai  pour  une  valeur  de  n,  il  l'est  aussi  pour  toute  valeur  de  n 
multiple  de  la  précédente.  Donc  le  théorème  de  Fermât  est  vrai 
pour  toute  valeur  de  n  divisible  par  4. 

310.  —  Théorème  de  Fermât  dans  le  cas  de  n  =  3.  —  Nous 
écrivons  l'équation  de  Fermât  sous  une  forme  plus  symétrique  en 
changeant  z  en  —  z 

(11)  x'  -4-  j3  -h  2'  =  o. 

Lemme  I.  —  5i  ton  a 

x2  —  a;y  4-  j*  =  «'     avec    D(x,j)  =  i 

l'une  des  quantités  x,  y,  x  —  y  est  divisible  par  6. 

En  effet,  u'  étant  représentable  primitivement  par  la  formfr 
(i,  —  I,  i),  comme  il  n'y  a  qu'une  classe  de  déterminant  3,  u  est 
représentable  par  la  même  classe,  et  l'on  déduit  les  représentations 
primitives  de  u'  de  celles  de  u  par  les  formules  de  la  multiplica- 
tion des  formes  (n"  264). 

En  posant  : 

u  =  ?2  _  ^^  _^  ^2 

la  formule  de  la  multiplication  des  formes  donne 

u»  =  X»  —  XY  -h  Y* 
avec 

(  X=  $3  _  3^^î  +  ^3 

(Y  =  3?ri($_,l). 
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Donc  une  représentation  de  u*est,  ou  bien  celle-là,  [ou  bien  une 
de  celles  qu'on  en  déduit  par  les  substitutions  automorphes  de 
(i,  —  I,  i),  c'est-à-dire 

X,  Y    ou    —  X  -h  Y,  -  X    ou    —  Y,  X  —  Y 

ou  l'un  de  ces  trois  systèmes  changé  de  signe. 

Dans  la  première  de  ces  représentations  la  valeur  de  la  seconde 
inconnue  à  savoir  3^/j(^  —  'f))  est  divisible  par  6,  dans  la  seconde 
c'est  la  différenca  entre  les  valeurs  des  deux  inconnues  à  savoir 
(—  X  +  Y)  +  X,  etc. 

Lemme  II.  —  Sur  les  trois  valeurs  de  x,  y,  z  constituant  une 
solution  primitive  de  l'équation  {ii)  il  y  en  a  une  qui  est  divisible 
par  6  (^). 

Il  y  a  au  moins  une  des  trois  valeurs  qui  n'est  divisible  ni  par 
2  ni  par  3.  Supposons  que  ce  soit  z.  Ecrivons  : 

^3   _|_  y3  __  2-' 

OU 

(i2)  (x -}- y) (x^  —  xy -h y^)  =  —  z^ 

Les  valeurs  de  x  -\-  y  etx^  —  xy  -{-y^  sont  premières  entre  elle»^ 
car  un  facteur  premier  commun  devrait  diviser 

(as  +  yY  —  {x-  —  xy-\-  y*)  ou  3xj. 

Mais  ce  ne  peut-être  3  puisque  z  n'est  pas  divisible  par  3. 

Donc  ce  serait  un  facteur  de  x  ou  de  y,  et  divisant  x  h-  y  il  di- 
viserait à  la  fois  a:  et  y  ce  qui  est  impossible. 

Dans  ces  conditions  l'égalité  (  1 2)  exige  que  x  +  yetx^  —  ocy-\-  y* 
soient  tous  les  deux,  des  cubes.  Soit 

jr2  —  xy  +  V*  =  u'. 

Alors,  d'après  le  lemme,  si  ni  oc  ni  y  n'étaient  divisible  par  6,  il 
faudrait  que  x  —  y  le  fut. 

Mais  cela  est  impossible  parce  que  a;  et  y  sont,  Tun  pair,  l'autre 
impair. 

Ces  deux  lemmes  démontrés  revenons  à  l'équation  (11)  où  nous 

(1)  On  voit  facilement  qu'il  y  en  a  une  qui  est  divisible  par  2,  et  une  qui 
est  divisible  par  3  [en  transformant  en  congruence  (mod  9)  et  s'appuyant  sur 
ce  que  (3/i  ±  1)'  ^  d:  1  (mod  9)].  Mais  on  ne  démontre  pas  ainsi  que  ce  soit 
la  même  valeur  qui  est  divisible  à  la  foi»  par  2  et  par  3. 
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supposerons  que  c'est  z  qui  est  divisible  par  6.  Nous  posons  en 
conséquence 

z  =  —  2'"3"f         {m,n  >  o). 

On  a 

{x  +  y)  (x*  —  xy-\-  ^2)  ==  a»«  3»«f» 

a;,  y,  ^  n'étant  divisibles  ni  par  2  ni  par  3. 

Cherchons  comment  les  facteurs  2  et  3  se  distribuent  dans  le  pre- 
mier membre.  Or,  a;  -+-  y  est  pair  tandis  x^  —  a;j  -+-  y*  est  impair, 
donc  le  facteur  2""  est  contenue  dans  x  -\~y. 

D'autre  part  on  a 

^^^|(mod3)  (e,  e'=±i). 

y  =  £  ) 
Alors 

a:  4-  J  5E  e  +  e' 
a;2  —  xy  r+-  j*  ^  2  —  ee' 

On  voit  qu'on  a  pas  s  =  ê'  car  si  cela  était  aucun  des  facteurs 
05  4-  y ,  œ'  —  '^y  -^'f'  ne  serait  divisible  par  3.  On  a  donc  e  =  —  s'. 

Comme  d'ailleurs  rien  ne  distingue  encore  x  de  y,  on  peut  sup- 
poser 

(  y  ^  —  1  (mod  o). 

Alors  les  deux  facteurs  a:  4-  y  et  ce'  —  ajy  -f-  y'  sont  tous  les  deux 
divisibles  par  3.  Mais  le  second  n'est  pas  divisible  par  9,  car  en 
posant  X  =  3h  -+-  i ,  y  =  3/c  —  i ,  on  trouve 

ic*  —  a;y  H-  y2  =  9  (/i^  —  hk  -h  h^  -h  h  —  k)  -h  3. 

D'ailleurs  oî  +  y  et  œ*  —  xy  -+-  y^  ne  peuvent  avoir  d'autres 
facteur  commun  que  3,  car  on  voit  comme  plus  haut  qu'un  facteur 
premier  commun  divise  3a;y.  Il  résulte  de  tout  ceci  que 

(i4)  ix-i-y— 2     0       u 

(a;*  —  xy  ->r  y^  =  3u' 

U,  y  n'étant  divisibles  ni  par  2  ni  par  3  et  étant  premiers  entre  eux. 
La  seconde  de  ces  équations  s'écrit  : 
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les    valeurs    de    — s— ^  et  — o-^  étant   entières    d'après   (i3). 
Alors  on  voit  comme  plus  haut  qu'on  a  pour  v  l'expression 
V  =  ^*  —  h  +  '^.^ 
et  pour  — ô— ^  et  — 0—=^  1  un  des  systèmes  de  valeurs  suivants  : 


3 

ou 


ou 


?^  =  _  3ïri{t  _  rj)         ^  =  $3  _  3t^2  _^  ^3  _  3t^^($  _  ^) 

OU  les  systèmes  de  valeurs  précédents  changés  de  signes,  et  qu*il 
est  inutile  d'écrire  puisqu'on  les  déduit  des  précédents  par  le  chan- 
gement de  signe  de  Ç  et  yj. 

De  ces  trois  systèmes  de  valeurs,  les  deux  derniers  sont  inac- 
ceptables. 

En  effet  le  second  donne 

3X  —  y         X  -\-Y  o>-    ft  \ 

g-^ 3--^    =  3$T,($   _   Tl) 

d'où 

x-{-y=  9^T,(£  —  r.)  H-  3/ 
ou 

23m  _  33„-lu3  ^  gï^^(^  —  n)-\-Sy 

égalité  impossible  puisque  les  termes  2*"'3^"~'u'  et  9ç/;(|  —  y3)sont 
divisibles  par  9  tandis  que  3j  ne  l'est  pas. 

L'impossibilité  du  troisième  système  se  voit  de  même  en  écri- 
vant :  X  -+-  y=  9|/;( —  ç  —  y}) -+-  3x.  Il  reste  donc  : 


Alors  la  première  des  équations  (i4)  devient  : 

?T,(?  — Ti)  =  23'"3'(''-')u3. 
Deux  quelconques  des  facteurs  du  premier  membre  ^,  yj  et  ^  —  yi 
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sont  premiers  entre  eux,  car  un  facteur  commun  à  ces  nombres 
diviserait  a:  et  y.  Donc  chacun  d'eux  est  un  cube  et  l'on  a  : 

Y]  =  —  r' 

i5)  qrs  =  a"'3'*~*u 

l£  facteur  3  n'entrant  que  dans  l'un  des  facteurs  </,  r,  s. 
On  a  alors 

g3    _j_   ^3    ^   j3  __  Q 

équation  de  même  forme  que  l'équation  (i  i).  Les  valeurs  des  in- 
connues y  seraient  premières  entre  elles  deux  à  deux.  De  plus  elles 
seraient  toutes  différentes  de  zéro,  car  sinon  u  serait  nul  et  par 
suite  aussi  z.  Mais  celle  des  trois  valeurs  de  q,  r,  s  qui  contien- 
drait le  facteur  3  ne  le  contiendrait  qu'à  la  puissance  n  —  i^ 
d'après  (i5). 

Ainsi  on  aurait  déduit  des  solutions  supposées  de  l'équation  (i  i), 
d'autres  solutions,  dont  aucune  ne  serait  nulle,  de  la  même  équa- 
tion et  où  le  facteur  3  entrerait  avec  un  exposant  diminué  de  une 
unité. 

De  proche  en  proche  on  arriverait  donc  à  des  solutions  dans  les- 
quelles le  facteur  3  n'entrerait  pas  ce  qui  est  impossible. 

Corollaire.  —  Le  théorème  de  Fermât  est  vrai  pour  toute  valeur 
de  n  divisible  par  3. 


NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  Dans  un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  i"  l'un  des  côtés 
de  l'angle  droit  est  un  multiple  de  4,  2"  Tun  des  côtés  de  l'angle  droit 
est  un  multiple  de  3,  3°  l'un  des  trois  côtés  est  un  multiple  de  5. 

n.  —  Déterminer  un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  connais- 
sant un  côté  de  l'angle  droit.  Nombres  des  solutions  Nombre  des  solu- 
tions primitives. 

III.  —  Déterminer  un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  con- 
naissant l'hypoténuse.  Le  problème  n'est  pas  toujours  possible. 

IV.  —  Déterminer  un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  con- 
naissant la  différence  des  deux  côtés  de  l'angle  droit. 


NOTES    ET    EXERCICES  6o5 

V.  —  Il  n'y  a  pas  de  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  où  la 
bissectrice  de  l'angle  droit  (extérieure  ou  intérieure)  soit  un  nombre 
rationnel. 

VI.  —  Dans  un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  les  deux  bissec- 
trices de  l'un  des  angles  aigus  sont  en  même  temps  rationnelles  ou  irra- 
tionnelles. Déterminer  les  triangles  dans  lesquels  elles  sont  rationnelles. 
Déterminer  les  triangles  dans  lesquels  elles  sont  entières.  Ce  dernier 
cas  ne  peut  se  présenter  dans  les  triangles  primitifs.  Les  bissectrices 
des  deux  angles  aigus  ne  peuvent  être  rationnelles  en  même  temps. 
{Bahier.  Recherche...  des  triangles  en  nombres  entiers.  Paris  Hermann 
1916). 

VII.  —  Trouver  les  triangles  rectangles  en  nombres  entiers  où  la 
hauteur  est  un  nombre  entier.  Gela  n'arrive  jamais  pour  les  triangles 
primitifs  (Bahier  loc.  cit.). 

VIII.  —  Trouver  les  triangles  rectangles  en  nombres  entiers  dans 
lesquels  le  périmètre  est  un  carré. 

IX.  —  Trouver  les  triangles  rectangles  en  nombres  entiers  dans 
lesquels  la  somme  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  est  un  carré. 

X.  —  Trouver  les  triangles  rectangles  en  nombres  entiers  dans 
lesquels  deux  médianes  sont  orthogonales. 

Les  3  questions  précédentes  se  ramènent  à  des  équations  diophan- 
tiennes  homogènes,  du  second  degré,  à  trois  variables,  dans  lesquelles 
«ne  solution  est  évidente. 

XL  —  Résoudre  en  nombres  entiers  x-  -h  ly^  =  52*. 

XII.  —  Problème  de  Héron.  —  Déterminer  les  triangles  dont  les  côtés 
tt  la  surface  sont  des  entiers. 

Dans  un  tel  triangle  les  tangentes  des  ~  angles  sont  rationnelles. 


Posant 
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D  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  trois  numérateurs.  On 
démontrera  que  réciproquement  ces  trois  formules  répondent  à  la 
<jue8tions  c'est-à-dire  donnent  pour  S  une  valeur  entiire. 

XIII.  —  La  surface  d'un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  n'est 
jamais  un  carré  ni  le  double  d'un  carré  (Fermât). 
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C'est-à-dire  que  le  système  diophantien 

yx  =  lhtt       (^>'^     impair     x,  y  >  o) 

est  impossible.  On  peut  se  borner  aux  solutions  primitives.  D'après  la 
première  équation  on  sait  que  x,  y  sont  premiers  entre  eux,  que  Tun 
d'eux  X  par  exemple  est  pair  et  l'autre  impair.  Alors  d'après  la  seconde 

X  =  2*U^     y  =  v^ 
et  la  première  devient 

Or  on  sait  que  cette  équation  est  impossible  pour  a,  v,  iv  çzi  o. 

XIV.  —  Aucun  nombre  triangulaire  sauf  l'unité  n'est  égal  à  un 
bicarré. 

XV.  —  Résoudre  le  système  diopliantien 

X»  -+-  <  =  y2 
x'^  —  t  —  z^. 

XVI.  —  L'équation  diophantienne 

Ax»  -h  z(3j2  _,_  .2^  =  o 

n'a  pas  d'autres  solutions  que  celles  où  x  =  —  z. 

Si  l'on  coupe  la  courbe  X'  -h  Y^  =  i  par  la  droite  Y  =t{X  —  i)  on 
est  conduit,  après  avoir  supprimé  la  solution  X  =  i  Y  =  o  à  une 
équation  du  second  degré.  Or,  d'après  le  théorème  de  Fermât,  la 
courbe  n'a  pas  d'autre  point  rationnel  outre  X  =  i,  Y  =  o  que 
X  =  o,  Y  =  1 ,  Il  en  résulte  que  le  déterminant  de  l'équation  du  second 
degré  ne  peut  être  carré  parfait  pour  d'autre  valeur  rationnelle  de  t  que 
t  =  —  1 .  En  transformant  légèrement  cette  propriété  on  obtient  le 
théorème  annoncé. 


CHAPITRE  XXYI 
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311.  —  C'est  Euler  qui  le  premier  a  été  amené  à  la  considé- 
ration des  propriétés  arithmétiques  des  nombres  quadratiques. 
Ayant  à  décomposer  un  entier  de  la  forme  x^  -+■  cy*  en  facteurs, 
il  le  décompose  d'abord  en{x-\-  y  /^^^^)  {x  —  y\/ —  e).  et  ajoute  : 
Pour  que  x*  +  cy'  se  décomposera  en  deux  facteurs  WJautque 
X  +  y^ —  c  se  décompose  lui-même  en  deux  facteurs,  qui  seront 
nécessairement  de  même  forme 

X  -i-y  / —  c  =  ip  -h  q  s/ —  c)  ^r  -f-  s  /—  o) 
d'où 

X  =  pr  —  cqs         y  =ps  -^  qr 

et  pour  ces  valeurs  de  x,  y,  on  a  bien  en  effet 

ipr  —  cqs)^  -h  c{ps  -h  qr)- =  (p*  H-  cg*)  (r»  +  es*). 

Mais  le  raisonnement  d'Euler  est  inexact.  On  n'obtient  pas  ainsi 
toujours  toutes  les  décompositions  de  x^  H-  cy^.  C'est-à-dire  que 
les  diviseurs  d'un  nombre  de  la  forme  x^  H-  cy^  ne  sont  pas  tou- 
jours de  cette  forme.  Exemple  :  i^  H-  5  .  2^  =  21  se  décompose  en 
3  X  7.  Or  ni  3  ni  7  ne  sont  représentables  par  la  forme  x^  -h  5y^. 
On  voit  que  la  question  est  intimement  liée  à  celle  de  la  mul- 
tiplication des  formes.  Si  une  forme  primitive  (a,  6,  c)  a  un  dis- 
criminant D  auquel  ne  correspond  qu'une  classe  primitive,  tout 
diviseur  d'un  nombre  représenté  primitivement  par  cette  forme  le 
sera  aussi.  Mais  s'il  y  a  plusieurs  classes  primitives  de  déterminant  D, 
ces  diviseurs  peuvent  n'être  représentés  que  par  d'autres  classes. 
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Dans  l'exemple  précédent  D  =  20  et  il  y  a  deux  classes  primitives 
(i,  o,  5)  et  (2,  2,  3).  Les  nombres  3  et  7  ne  ne  sont  pas  représentés 
par  (i,  o,  5)  mais  il  le  sont  par  (2,  2,  3).  Au  contraire  pour  les 
formes  x^  H- y',  £c'  H-  ay'^,  x^  -+-  3j^,  ce*  +  ^j',  les  résultats  d'Euler 
sont  exacts.  Ainsi  le  besoin  d'une  théorie  exacte  se  faisait  sentir. 
C'est  Gauss  qui  l'a  donnée  le  premier  pour  les  nombres  du  corps 

312.  —  On  a  déjà  défini  (n°  39)  ce  que  c'est  que  le  corps 
C(v/m).  C'est  l'ensemble  des  nombres  p  4-  ç  v^m  p  e\  q  étant 
rationnels. 

En  particulier  pour  m  =  —  i  et  posant  pour  abréger  i  =  \/ —  i, 
on  a  le  corps  C(/).  C'est  l'ensemble  des  nombres  imaginaires 
p  -+-  qi  où  p  el  q  sont  rationnels. 

Toute  opération  rationnelle  effectuée  sur  des  nombres  du  corps 
C(i)  donne  comme  résultat  un  nombre  du  même  corps  en  vertu 
des  identités 

(p  +  gi)  -+-  (p'  +  9'0  =  (P  +  p')  +  (?-+-  q')i 
(p  +  qi)  -  (p'  +  g'O  =  (p  -  p')  -H  (9  —  q'y 

f/> -+-  qi)  (p'  -+-  q'i)  =  pp'  —  qq'  +  {pq'  -h  p'q)i 

p-+-9t'  _  pp'  -H  gq'  _  pq'  —  p'q  .• 
p'  +  q'i  "~  p"  -^-  q'*     p"  -+-  q"' 

La  norme  du  nombre  p  -h  91  est  par  définition  le  nombre/)*  -j-  9*. 
Nous  la  désignerons  par  %(p  +  qi). 

C'est  un  nombre  réel  et  positif,  sauf  le  cas  de  p  -h  qi  =  o  dont 
la  norme  est  nulle  (n°  40). 

La  norme  d'un  produit  de  facteur  est  égale  au  produit  des  normes 
des  facteurs  (n"  AO). 

La  norme  du  rapport  de  deux  nombres  est  égale  au  rapport  des 
normes  de  ces  nombres. 

Les  propriétés  précédentes  ont  un  caractère  algébrique.  Nous 
passons  maintenant  à  des  propriétés  d'un  caractère  arithmétique. 

313.  —  On  appelle  entier  du  corps  C(i),  tout  nombre  a  4-  bi 
dans  lequel  a  et  6  sont  entiers. 

0)  Gauss.  Werke  II,  p.  171. 
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La  somme,  la  différence,  le  produit  de  deux  entiers  sont  des 
entiers.  En  général  toute  opération  rationnelle  entière  effectuée  sur 
des  entiers  donne  un  résultat  entier. 

Anneau  des  entiers  imaginaires.  —  Tout  ensemble  de  nombres, 
ou  plus  généralement  d'éléments,  jouissant  de  la  propriété  précé- 
dente s'appelle  un  anneau.  Ainsi  les  entiers  imaginaires  forment 
un  anneau. 

Le  rapport  de  deux  entiers 

a  -\-  bi       ac  -\-  bd    .    bc  —  ad  . 


rapport  qui  existe  et  est  déterminé  si  c  -f-  di  ;zf  o,  n'est  un  entier 
que  si  ac  -+-  hd  et  bc  —  ad  sont  divisibles  par  c^  +  d^,  dans  ce 
cas  on  dit  que  a  -H  6c  est  divisible  par  c  +  di,  mais  cela  n'a  pas 
lieu  en  général. 

Théorème.  —  Pour  quun  entier  soit  divisible  par  un  autre,  il 
faut  que  la  norme  du  premier  soit  divisible  par  celle  du  second. 

En  effet  il  faut  que  la  norme  du  dividende  soit  égale  à  celle  du 
diviseur  multipliée  par  celle  du  quotient. 

Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante.  Les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  ont  été  données  plus  haut. 

Mais  il  existe  en  tout  cas  une  opération  analogue  à  la  division 
des  entiers  ordinaires  (L  83). 

Etant  donnés  deux  entiers  imaginaires  A,  B,  (A  dividende  et  B 
diviseur)  on  veut  déterminer  un  entier  Q  (quotient)  et  un  entier  R 
[reste)  tels  que  A  =  BQ  H-  R  ef  que 

%(R)  <  %(B). 

La  première  condition  est  satisfaite  en  prenant 

R  =  A  — BQ 

et  la  seconde  condition  s'écrit 

%(A  —  BQ)  <  U(B). 
ou 

et  il  suffit  de  déterminer  l'entier  Q  par  cette  condition.  Si  l'on  pose 

^=p  -]-  qi,         Q  =  x-i-yi, 
Cahsn.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  89 
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elle  s'écrit 

<i)  (p-^)*  +  ('?-y)'<i- 

On  y  satisfait  en  prenant  pour  x,  y,  les  valeurs  entières  les  plus 
rapprochées  respectivement  de  /)  et  q. 

En  effet,  dans  ce  cas,  les  valeurs  absolues  de  p  —  x  et  gr  —  y 

sont  au  plus  égales  à  -  et  l'inégalité  (i)  est  satisfaite. 

On  voit  d'ailleurs  que  ce  n'est  pas  la  seule  solution  et  qu'il  peut 
y  en  avoir  jusqu'à  quatre,  obtenues  en  prenant  pour  x  et  y  des 
valeurs  approchées  à  moins  d'une  unité  près  de  p  et  9. 

On  le  voit  facilement  par 
une  représentation  géomé- 
trique. 

Nous     représentons     le 
nombre  a  H-  6/,  à  la  façon 
ordinaire  par  le  point  de 
coordonnées  a,  b,   dans  un 
système    d'axes    rectangu- 
laires,qui  est  dit  son  aflixe. 
Alors  les  entiers   sont    re- 
présentés par  les  points  du 
réseau    formé  par  les  pa- 
rallèles à  Oy  d'abcisses  en- 
tières et  les  parallèles  à  Ox 
d'ordonnées  entières. 
Si  un  nombre  a  comme  affixe  un  point  M  la  norme  de  ce  nombre 
est  OM  .  Plus  généralement  si  deux  nombre  ont  comme  affixes  M 
et  M' la  norme  de  leur  différence  est  MM'* . 

Le  problème  posé  plus    haut  revient  donc  au  suivant  :  étant 

,  A 

donnée  l'affixede  g  trouver  un  point  du  réseau  qui  en  soit  distant 

de  moins  de  i . 

Un  tel  point  ne  peut  être  que  l'un  des  sommets  L,  M,  N,  P  du 

carré  dans  lequel  se  trouve  l'affixe  de  g .  Traçant  de  chaque  point 

du  réseau  comme  centre  un  cercle  de  rayon  i ,  on  partage  chaque 
carré  en  9  régions  (fig.  2). 


Fig.  9. 
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A  ,    .  '. 

Lorsque  ^  est  dans  la  région  Rj  il  est  distant  de  chaque  sommet 

A 

<de  moins  de  i  et  il  y  a  quatre  solutions,  lorsque  «  est  sur  le  con- 

A 

*our  de  R,  ou  dans  Rj,  R3,  R^,  R5  il  y  en  a  trois,  lorsque  «  est 

sur  la  partie  du  contour  de  ces  dernières  qui  n'appartient  pas  au 
contour  de  R,  ou  dans  Rs,  R7,  Rg  et  Rg  ou  enfin  sur  les  côtes 

A 

du  carré  sans  être  en  un  sommet  il  y  en  a  deux.  Enfin  lorsque  d 

est  un  point  du  réseau,  c'est-à-dire  est  entier  il   n'y  a  qu'une 

A 
solution,  à  savoir  g=^,  R  =  o. 

La  division  d'un  entier  A  par  un  entier  B  peut  ainsi,  sauf  le  cas 
où  elle  se  fait  exactement,  se  faire  de  plusieurs  façons.  On  peut 
donc  considérer  plusieurs  restes,  absolument  comme  dans  la  divi- 
sion des  entiers  ordinaires  on  peut  considérer  un  reste  positif  et  un 
reste  négatif  (L  87)  (').  Il  faut  pouvoir  distinguer  entre  ces  restes. 

A 

Considérons  le  point  -5  et  supposons  d'abord  qu'il  soit  à  l'inté- 
rieur d'un  carré  LMNP. 

Nous  considérons  les  sommets  de  ce  carré  successivement  en 
partant  de  celui  qui  a  la  plus  petite  abcisse  et  la  plus  petite 
ordonnée  et  tournant  dans  le  sens  positif.  Certains  de  ces  sommets 
(tous  dans  le  cas  de  la  figure  (2)),  correspondent  à  un  reste. 

Nous  appellerons  premier  reste  celui  qui  est  ainsi  placé  le  pre- 
mier, second  reste  celui  qui  est  placé  le  second,  etc.  Il  peut  ainsi 
arriver  qu'il  n'y  ait  pas  de  quatrième  reste,  ou  qu'il  n'y  en  ait  ni 
troisième  ni  quatrième. 

A 

Par  exemple  si  0  est  sur  le  côté  d'un  carré,  sans  être  en  un 

sommet,  il  y  aura  deux  restes,  celui  qui  correspond  au  sommet 
de  gauche  sera  le  premier  reste  l'autre  sera  le  second.  (Lorsque  A 
et  B  sont  réels,  le  premier  reste  est  aussi  le  reste  qu'on  a  appelé 
positif,  l'autre  lereste  négatif). 

Enfin  si  o  est  un  point  du  réseau,  c'est-à-dire  est  entier,  il  n'y 

a  qu'un  reste  qui  est  zéro. 

(')  A  ce  propos  voir,  au  commencement  de  ce  volume,  l'erratum  relatif  à  la 
,page  57  du  premier  volume. 
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De  tous  ces  restes  celui  qui  a  la  plus  petite  norme  s'appellera- 
reste  minimum.  Il  peut  d'ailleurs  y  en  avoir  plusieurs  ;  cela  arrive 

A 

quand  la  partie  réelle  ou  la  partie  imaginaire  de  g  est  de  la  forme 

a  H~ -{à  entier). 

314.  Unités.  Nombres  associés.  —  Nous  appellerons  unités 
les  entiers  imaginaires  qui  divisent  tous  les  autres.  Dans  l'ensemble 
des  entiers  ordinaires  il  y  a  deux  unités  &  savoir  ±  i.  Ce  sont 
aussi  des  unités  dans  l'ensemble  des  entiers  imaginaires  mais  nous 
allons  voir  qu'il  y  en  a  deux  autres. 

Pour  qu'un  entier  imaginaire  soit  une  unité  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  divise  i .  C'est  évident. 

Pour  qu  un  entier  imaginaire  soit  une  unité  il  faut  et  il  suffit 
que  sa  norme  soit  égale  à  i . 

La  condition  est  nécessaire  puisqu'une  unité  devant  diviser  i^ 
sa  norme  doit  diviser  la  norme  de  i  c'est-à-dire  i .  Donc  cettô 
norme  doit  être  égale  à  i . 

Elle  est  suffisante  parce  que  tout  entier  divise  sa  norme.  Donc 
si  un  entier  a  pour  norme  i  il  divise  i. 

Reste  donc  à  trouver  les  entiers  x  -4-  yi  tels  que 


a;'  H-  j»  =  I . 


Il  y  a  quatre  solutions 


donc  quatre  unités 


X  =  ±  l  X  =  0 

y  =  0  y  =  ±:  i. 


±1,         ±i, 

Nombres  associés.  —  On  a  : 

a  -\-  bi  ...        a  -h  bi  , .        a  -^  bi       , 

=  a  +  01        =  —  a  —  01        — r—  ==  b  —  ai 

I  '  —  I  i 

a  -4-  6i  L    ,      • 
7—  =  —  0  -\-  ai. 


On  dit  que  deux  nombres  sont  associés  lorsque  leur  rapport  est 
une  unité.  On  voit  alors  que  tout  entier  a  -\-  bi  a  quatre  associés- 
à  savoir 

a  -{-  bi,         —  a  —  bi,         b  —  ai,         —  6  +  ai. 
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Dans  l'ensemble  des  entiers  ordinaires  tout  entier  a  a  deux 
associés,  à  savoir  a  et  —  a. 

Deux  nombres  associés  ont  les  mêmes  diviseurs  et  les  même  mul- 
diples. 

Soit  en  eJBFet  A  et  AU  deux  nombres  associés,  U  étant  une  unité. 

M 
Tout  multiple  de  A  soit  MA  est  égale  a  ^  .  AU  donc  c'est  aussi 

■un  multiple  de  AU. 

A  AU 

Tout  diviseur  de  A  soit  p  est  égal  à  ^ ,  donc  c'est  aussi  un 

-diviseur  de  AU. 

Tout  cela  est  une  généralisation  de  ce  qui  se  passe  pour  les 
«entiers  ordinaires. 

Représentation  géométrique  des  nombres  associés.  On  voit  immé- 
iiiatement  que  les  affixes  de  quatre  associés  a  -h  bi^  —  a  —  bi, 
h  —  ai,  —  6  -h  ai  forment  les  sommets  d'un  carré  dont  le  centre 
est  à  l'origine.  On  les  obtient  en  faisant  tourner  l'un  d'eux  succes- 
sivement de  G,  -,  Tt,  — '  autour  de  l'origine. 

Représentation  géométrique  des  multiples  d'un  nombre  a  -h  bi. 
Un  tel  multiple  est 

(x  H-  yi)  (a  -h  bi)         ou         x{a  -h  bi)  H-  y{a  H-  bi)i. 
Soit  A  l'affixe  de  a  -f-  bi,  celle  de  i{a  h-  bi)  s'obtient  en  faisant 
tourner  A  de  -  autour  de  o,  soit  A'.  Alors  les  affixes  des  nombres 
x{a  -+•  bi)  -h  y{a  -\-  bi)i 

^sont  les  sommets  du  réseau  construit  sur  le  carré  dont  o,  A,  A'  sont 
trois  sommets.  Ce  réseau  reste  identique  à  lui-même  quand  ont  le 

o 

fait  tourner  de  o,  -,  it,  —  autour  de  l'origine,  ce  qui  revient  à 

<lire  qu'un  nombre  et  ses  associés  ont  les  mêmes  multiples.  (Dans 
la  représentation  géométrique  des  entiers  ordinaires  (I.  i44)  le 
réseau  des  multiples  d'un  nombre  reste  identique  à  lui-même 
quand  on  le  fait  tourner  de  o,  ou  n  autour  de  l'origine).  Tout  ceci 
ne  suppose  pas  a  et  6  entiers. 

315.  Plus  grand  commun  diviseur.  —  De  la  théorie  de  la 
division  (n°  313)  on  déduit  comme  par  les  entiers  ordinaires  (I.  96) 
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que  les  diviseurs  communs  à  deux  entiers  sont  les  mêmes  que  les 
diviseurs  communs  à  l'un  d'eux  et  au  reste  de  la  division  du  premier 
par  le  second. 

Soient  A  et  B  deux  entiers,  supposons  %(A)  >  %(B).  Soit  R  le 
reste  de  k  division  de  A  par  B. 

La  recherche  des  diviseurs  communs  à  A  et  B  est  ramené  par  le 
théorème  précédent  à  celle  des  diviseurs  communs  à  B  et  R.  Mais 
il  en  résulte  qu'en  recommençant  celte  opération  autant  de  fois 
qu'il  est  nécessaire,  comme  %(R}  <  %(B),  on  arrive  à  une  divi- 
sion ou  le  reste  a  une  norme  nulle,  c'est-à-dire  à  une  division  qui 
se  fait  exactement.  Soit  D  le  diviseur  de  cette  division. 

Les  diviseurs  communs  A  et  B  sont  les  diviseurs  de  D,  et  D  es* 
dit  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  B. 

Mais  il  y  a  quatre  entiers  qui  jouissent  de  la  même  propriété  à 
savoir  les  quatre  associés  de  D.  Dans  les  entiers  ordinaires  nous 
avons  fixé  le  plus  grand  commun  diviseur  par  la  condition  qu'il 
est  positif  (L  97).  Ici  nous  le  fixerons  de  la  façon  suivante  : 

Traçons  dans  le  réseau  des  entiers  imaginaires  les  bissectrices 
OD,  OD'  des  angles  xoy  et  x'oy  et  considérons  la  partie  dn  plan 
comprise  entre  ces  deux  demi-droites,  et  sur  OD'  (mais  non  sur 
OD).  Nous  appellerons  cette  partie  du  plan  le  domaine  A. 

Nous  appellerons  domaines  A,,-A2,  A3,  ceux  qui  se  déduisent  de 

q 

A  par  rotations  autour  de  0  de  - ,  t^,  —  • 

De  quatre  nombres  associés,  il  y  en  a  toujours  un  et  un  seul  qui 
est  dans  le  domaine  A. 

Analytiquement  cela  veut  dire  que  quatre  nombres  associés  il  y. 
en  a  un  et  un  seul  x  -\-  yi,  partie  satisfaisant  à  la  condition 


ou  aux  conditions 


x>\  y 


■^  =  \y  \    y  <o. 


Remarquons  que  les  nombres  du  domaine  sont  deux  à  deux  ima- 
ginaires conjugués  sauf  ceux  dont  les  affixes  sont  situées  sur  OD', 
c'est-à-dire  ceux  de  la  forme  x  —  xi.  * 

Ceci  posé  nous  pourrons  fixer  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  entiers  imaginaires,  en  disant  qu'il  est  dans  le  domaine  A. 
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Exemple,  soient  les  entiers  67  —  791  et  64  —  601.  On  a  les  opéra- 
lions  suivantes  : 

I         4  H-  3i     —  2  +  { 
64  —  601  3  —  191"  —  5-1-71 


67  -  79' 


—  5  +  7/ 

On  trouve  comme  plus  grand  commun  diviseur  —  5  4-  71  qui, 
ramené  dans  le  domaine  A  devient  7  +  5i. 

Les  diviseurs  communs  à  67  —  79(  et  64  —  6oi  sont  les  diviseurs 
de  7  -1-  5i. 

Quant  à  la  question  de  trouver  tous  les  diviseurs  d'un  entier 
a  4-  bi,  elle  se  résout  de  la  façon  suivante.  On  cherche  tous  les 
diviseurs  positifs  de  a^  -h  6^  ce  seront  les  seules  valeurs  possibles 
pour  les  normes  des  diviseurs.  On  décompose  chacun  de  ces  divi- 
seurs lorsque  cela  est  possible  en  une  somme  de  deux  carrés, 
di  _|_  y  2  lesquels  fournissent  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire 
de  diviseurs  possibles.  Reste  à  voir  si  les  entiers  d  -i-  fi  obtenus 
sont  bien  des  diviseurs  de  a  -4-  bi. 

On  trouve  ainsi  que  les  diviseurs  de  7  -f-  5/,  appartenant  au  domaine 
A  sont  I,  I  —  i,  &  —  i,  7  +  oi. 

316.  —  Toutes  les  théories  développées  sur  les  entiers  ordinaires 
dans  le  tome  I  de  cet  ouvrage  s'appliquent  aux  entiers  imaginaires 
avec  quelques  petites  modifications  évidentes.  Rappelons  les  prin- 
cipales. D'abord  celles  du  chapitre  Yll,  sur  les  entiers  premiers 
entre  eux,  le  plus  grand  commun  diviseurs  de  plus  de  deux  entiers, 
le  plus  petit  commun  multiple. 

Il  en  est  de  même  de  la  théorie  des  équations  diophantiennes 
du  premier  degré  (I  chap.  IX,  Xet  XII)  saufquelques  petites  modi- 
fications. 

Par  exemple  dans  le  théorème  (I.  187)  la  condition  à  laquelle 
doivent  satisfaire  les  X  est  que  leur  déterminant  soit  égal  à  l'une  des 
quatre  unités  :  ±1,  ±ii.  Dans  la  remarque  I.  188  il  faut  dire 
«  norme  »  au  lieu  de  «  valeur  absolue  ».  Dans  le  théorème  I.  190, 
s  désignera  une  quelconque  des  quatre  unités.  Le  théorème  d'Heger 
est  applicable  ainsi  que  sa  généralisation  (I.  196  et  196). 

Le  problème  :  Former  avec  des  entiers  imaginaires  tous  les  dé- 
terminants d^ordre  n  égaux  à  une  unité  se  résout  comme  pour  les 
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entiers  ordinaires  (I.  209  à  212).  La  théorie  arithmétique  des 
formes  linéaires  à  coefficients  entiers  s'applique  aux  entiers  imagi- 
naires. 

Les  substitutions  unités  seront  ici  des  substitutions  de  détermi- 
nant égal  à  d=  I,  =t  I.  En  appliquant  une  telle  substitution  à  une 
forme  ou  à  un  système  de  forme  on  obtient  une  forme  oii  un 
système  équivalent. 

Toute  forme  linéaire  a  une  forme  réduite  dxi  {l.  281),  d  appar- 
tenant au  domaine  A(').  Pour  un  système  de  formes  linéaires,  il  y 
a  une  forme  réduite  imparfaite  (L  286),  les  coefficients 0^, , ,  cJ^as»  ••• 
ârr  appartenant  au  domaine  A,  et  une  forme  réduite  parfaite  dans 
laquelle  les  conditions  supplémentaires  sont  que  chaque  coefficient 
âij{i  ">])  soit  par  rapport  à  o\,  un  premier  reste  (*).  Deux  formes 
réduites  ou  deux  systèmes  réduits  parfaits  ne  peuvent  être  équiva- 
lents que  s'ils  sont  identiques. 

Toute  forme  bilinéaire  se  ramène  à  une  forme  réduite  (I.  802)  et 
même  à  une  forme  réduite  parfaite  (L  3o3)  dans  laquelle  les  coef- 
ficients sont  des  entiers  du  domaine  A  dont  chacun  divise  le  sui- 
vant. Les  coefficients  sont  les  diviseurs  élémentaires  du  tableau  des 
coefficients.  Leurs  propriétés  sont  les  mêmes  que  pour  les  entiers 
réels. 

Les  propriétés  des  congruences  (I  chap  XVII)  sont  vraies  aussi). 

317.  Ensemble  complet  (mod  a  -+-  bi).  —  C'est  un  ensemble 
d'entiers  jouissant  de  la  propriété  que  tout  entier  est  congru 
(mod  a  H-  bi)  à  l'un  d'eux  et  à  un  .seul.  (Généralisation  de  I.  3i4). 

Proposons- nous  de  former  un  tel  ensemble  et  de  compter  le 
nombre  de  ses  éléments. 

Pour  que  x  •+-  yi  et  x'  ■+■  yi  soient  congrus  (mod  a  -h  bi)  il  faut 
et  il  suffit  que  x  -h  yi  —  {x'  -+-  y'i)  soit  divisible  par  a  -H  bi  c'est- 
à-dire  que  a{x  —  x')  -f-  b[y  — y')  et  b{x  —  x')  —  a{y  — y')  soient 
divisibles  par  a*  -+-  b^  ou  encore  que 

ax  -h  by  :^  ax'  -h  by'   )         ,  ,  „        , ,, 
bx  —  ay  ^  bx'  —  ay    ) 


'^)  Cette  condition  remplace  la  condition  d  >  o  de  I.  281. 
(*j  Cette  condition  remplace  la  condition  o  <  Sj;  <  8,,. 
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La  question  est  donc  un  cas  particulier  de  celle  traitée  déjà 
<I.  341). 

Le  nombre  d'éléments  du  système  complet  est,  avec  les  notations 
employées  à  cet  endroit 

nV^ 

D(e,,m)D(e2,m)  ...  D{e,,,m) 

Ici 

m  =  a*  -h  6* 
r  =  2 

car  le  déterminant  a*  -f-  b^  des  deux  formes  ax  -h  by  et  bx  —  ay 
est  différent  de  zéro. 
De  plus 

e,  =  D(a,6) 

^'  ~  D(a.6)  • 

Donc  le  nombre  cherché  est  a*  +  6*. 

Le  nombre  des  éléments  d'un  système  complet  (mod  a  -4-  ^0  ^^' 
égal  à  la  norme  de  a  -\-  bi. 

On  peut  retrouver  ce  résultat  directement,  par  exemple  au 
moyen  de  la  représentation  géométrique.  Soit  A  l'affixe  de  a  -+-  bi. 

Considérons  le  réseau  des  multiples  de  A  (n**  314 j. 

Prenons  dans  le  plan  un  carré  G  quelconque  équipollent  au  carré 
OAA'A"  et  supposons  qu'il  n'y  ait  aucun  point  du  réseau  sur  le 
contour  de  G.  Alors  les  points  du  réseau  situés  à  l'intérieur  de  G 
Jorment  un  système  complet  (mod  a  -f-  bi). 

En  Qffet  :  1°  si  l'on  prend  deux  de  ces  points  M'  et  M"  ils  sont 
incongrus  (mod  a  -h  bi).  Gar  si  l'on  mène  de  l'origine  un  vecteur 
01  équipollent  à  MM'  le  point  I  est  évidemment  à  l'intérieur  du 
carré  OAA'A"  donc  I  n'est  pas  l'affixe  d'un  multiple  de  a  +  61, 
donc  la  différence  des  affixes  de  M  et  M' n'est  pas  divisible  par  a  ■+■  bi; 
2°  Si  on  prend  un  point  quelconque  M  du  réseau  il  y  a  un  point 
du  réseau  situé  à  l'intérieur  de  G  et  qui  est  congru  à  M  (mod  a  -{-bi). 

En  effet  construisons  un  réseau  sur  G.  Le  point  M  sera  à  l'inté- 
rieur d'un  carré  G' de  ce  nouveau  réseau.  Gonsidérons  la  translation 
qui  amène  G'  sur  G  ;  elle  amène  M  en  un  point  du  premier  réseau 
intérieur  à  G  et  qui  répond  à  la  question. 

Quant  au  nombre  des  éléments  du  système  complet  nous  voyons 
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d'après  le  théorème  (I.  149)  qu'il  est  égal  &  la  surface  du  carré  C, 
c'est-à-dire  à  a*  -+-  t'. 

Si  l'on  prenait  un  carré  C  tel  qu'il  y  aurait  des  point  du  réseau 
sur  un  côté  (mais  non  en  un  sommel)  la  solution  précédente  s'ap- 
pliquerait encore,  sauf  qu'il  y  aurait  autant  de  points  du  réseau 
sur  le  côté  opposé  et  qu'il  ne  faudrait  prendre  que  les  points  qui 
seraient  sur  l'un  de  ces  deux  côtés. 

De  même,  si  l'un  des  sommets  de  C  est  un  point  du  réseau,  les 
quatre  sommets  de  C  en  sont  aussi  et  il  n'en  faut  prendre  qu'un. 

318.  Systèmes  de  congruenoes.  —  Les  conditions  de  possi- 
bilité sont  les  mêmes  que  pour  les  entiers  ordinaires  (I.  334  à  336). 
Cherchons  le  nombre  de  solutions.  Soît  d'abord  une  seule  con- 
gruence  (voir  I.  23o). 

AX  =  B  (mod  M). 

La  condition  de  possibilité  est  que  D(A,M)  divise  B,  et  la  solu- 
tion générale  est  donnée  par 

X  =  Xo  -H  p...   j.,.  (A  entier  complexe  arbitraire) 

Il  faut  voir  combien  il  y  a  de  ces  nombres  incongrus  deux  à 

M 

deux  (mod  M).  Or,  si  l'on  prend  deux  solutions  Xo  -+-  rv,  »  %,^  A 

M 
et  Xp  H-  t)/A  iyiv  A',  pour  qu'elles  soient  incongrues  (mod  M)  la 

.  .  '  M 

condition  est  que  t^,  .  wv  (A  —  A)  ne  soit  pas  divisible  par  M, 

c'est-à-dire  que  A'  —  A  ne  soit  pas  divisible  par  D(A,M). 

Le  nombre  cherché  est  donc  le  nombre  des  éléments  d'un  sys- 
tème complet  (mod  D(A,M),  c'est-à-dire  %[D(A,M)]. 

Partant  de  là  on  généralise  facilement  le  résultat  L  337  ^^  ^^ 
trouve  pour  le  nombre  des  solutions  incongrues  (mod  M)  d'un 
système  de  congruences  linéaires  (mod  M)  supposé  possible  le 
nombre 

[%(M)]»-"[%D(E,,M)]  X  [UD(E2.M)]  x  ...  X  [^lJ)(En,M)]. 

319.  Substitutions  linéaires  (mod  M).  —  (Voir  L  339).  Il  y  » 
[%(M)J^   substitutions  linéaires  à  n  variables  incongrues  deux  à 


LES    NOMBRES    PREMIERS    OU    CORPS    C    (/)  6l9> 

deux  (mod  M).  Celles  dont  le  déterminant  est  premier  à  M  sont 
réversibles.  Deux  systèmes  de  p  formes  linéaires  à  n  variables- 
(/)  <  n  dans  lesquelles  le  module  est  premier  à  M  sont  équivalents 
entre  eux. 

Tableaux  entiers  (I,  chapitres  XIX  et  XX).  Le  lecteur  trouvera 
sans  peine  les  légères  modifications  à  apporter  à  cette  théorie. 

320.  Nombres  premiers  absolus .  —  On  appelle  nombre  pre- 
mier un  entier  appartenant  au  domaine  A  et  qui  n'a  d'autres  divi- 
seurs appartenant  à  ce  domaine  que  lui-même  et  le  nombre  i . 

Il  en  résulte  qu'il  n*a  d'autres  diviseurs  que  lui-même,  ses  asso- 
ciés et  les  unités  ±  i,  =h  /.  Réciproquement  tout  entier  qui  n'est 
divisible  que  par  lui-même,  ses  associés  et  les  unités  est  premier 
s'il  appartient  au  domaine  A.  S'il  n'appartient  pas  au  domaine  A 
il  est  seulement  associé  d'un  nombre  premier 

Exemples.  —  On  constatera  que  i  —  /,  3,  2  -f-  î,  2  —  i  sont 
premiers.  Le  nombre  i  -\-  i  n'est  pas  premier,  il  est  seulement 
associé  du  nombre  premier  1  —  /.  De  même  i  —  2/  est  seulement 
associé  de  2  —  /. 

Tout  entier  qui  n'est  pas  premier  et  qui  est  différent  d'une  unité 
est  décomposable  en  un  produit  de  facteurs  premiers  multiplié  par 
une  unité.  C'est  la  généralisation  du  théorème  L  896  ;  elle  se 
démontre  facilement.  Quant  au  théorème  L  Sgô  il  ne  se  généralise 
pas,  parce  que  le  produit  de  deux  entiers  du  domaine  A  n'appartient 
pas  toujours  à  ce  domaine. 

Tout  entier  est  représentable  et  cela  d'une  seule  manière  en  un 
produit  de  la  forme 

i>>  Pa  Q?  Rï  ... 

P,  Q,  R,  ...  étant  des  Jacteurs  piemiers  ;  a,  ,3,  7,  ...  des  expO' 
sants  positifs  ;  X  étant  égal  à  o,  i,  2  ou  3. 

C'est  l'analogue  du  théorème  L  296  ;  il  se  démontre  de  la  même 
façon. 

Les  résultats  de  L  899  à  4o3  s'appliquent  encore. 

321.  Les  nombres  premiers  du  corps  C(i)  déduits  des  nom*^ 
bres  premiiers  ordinaires.  —  Nous  allons  chercher  successive- 
ment les  nombres  premiers  du  corps  C{i)  :  i"  qui  sont  réels  ; 
2°  qui  sont  sur  OD'  ;  S"*  qui  ne  sont  ni  réels  ni  sur  OD'. 


<620  THÉORIE    DES    NOMBRES 

Nombres  premiers  réels  du  corps  C(i).  Il  est  évident  que  ces 
nombres  ne  peuvent  être  cherchés  que  dans  les  nombres  premiers 
ordinaires.  Voyons  donc  quels  sont  ceux  de  ces  nombres  qui  sont 
encore  premiers  dans  le  corps  C(i). 

Théorème.  —  Les  nombres  premiers  ordinaires  qui  se  décom- 
posent en  une  somme  de  deux  carrés,  ne  sont  pas  premiers  dans  le 
corps  C(i)  et  réciproquement. 

Soit  : 

p  =  a»  +  6^  ^  (a  -t-  bi){a  —  bi). 

Aucun  des  deux  facteurs  a  -h  bi,  a  —  bi  n'est  une  unité  ni  un 
associé  de  p  puisque  leur  norme  est  p.  Donc  p  n'est  pas  premier. 

Réciproquement  soit  p  un  nombre  premier  ordinaire  qui  ne  soit 
pas  premier  dans  le  corps  C(i).  Il  aura  un  facteur  qui  ne  sera  ni  un 
associé  de  p,  ni  une  unité,  et  qui  sera  imaginaire  ;  soit  a  H-  6/  ce 
facteur  et  soit 

pz=  {a  -h  bi){c  -h  di). 

Le  facteur  c  -f-  di  ne  sera  également  ni  un  associé  de  p  ni  une 
unité. 

De  l'égalité  précédente  on  déduit  : 

p»  =  (a«  -h  6«)(c2  -h  d^). 

Comme  aucun  de  facteurs  du  second  membre  n'est  égal  à  i , 
ceci  exige  que 

p  =  a"  -h  6»  =:  c»  4-  d^ 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Nombres  premiers  qui  sont  sur  OD'.  Les  entiers  situés  sur  OD' 
sont  de  la  forme 

^         a  —  ai       (a  >  o). 

Un  tel  nombre  ne  peut  être  premier  que  si  d  =  i , 

Il  ne  peut  donc  y  avoir  comme  nombre  premier  sur  OD'  que 
I  —  i. 

D'ailleurs  ce  nombre  est  effectivement  premier,  car  sa  norme 
étant  2,  il  ne  peut  être  divisible  que  par  des  entiers  de  norme  i 
c'est-à-dire  par  des  unités  ;  ou  par  des  entiers  de  norme  2 .  Or  les 
entiers  de  norme  2  sont  ±  i  d=  1  qui  sont  tous  des  associés  de 
1  —  i. 

Nombres  premiers  qui  ne  sont  ni  réels  ni  sur  OD'.  Soit  a  -h  bi 
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un  tel  nombre.  Le  nombre  a  —  bi  est  premier  aussi.  En  effet,  d'a- 
bord il  est  dans  le  domaine  A,  ensuite  s'il  avait  un  facteur  c  —  di 
différent  d'un  de  ses  associés  et  d'une  unité,  le  nombre  a  ■+■  bi 
aurait  le  facteur  c  -+-  di  qui  ne  serait  ni  un  associé  de  a  -h  bi  ni  une 
unité. 
On  a 

(a  +  bi)ia  —  bi)  =  a^  +  6« 

et  cette  égalité  donne  la  décomposition  de  a^  -4-  b^  en  facteurs  pre- 
miers dans  le  domaine  C(i).  Le  nombre  a'  -+■  b^  n'est  donc  pas 
décomposable  autrement,  il  en  résulte  en  particulier  que  c'est  un 
nombre  premier  ordinaire,  car  sinon  il  serait  décomposable  autre- 
ment. 

Réciproquement  si  a"  -h  6*  (a  >  |  6  1)  est  un  nombre  premier 
ordinaire,  a  -+■  bi  est  un  nombre  premier  dans  le  corps  C(t). 

En  effet,  si  l'on  avait  : 

a  4-  6i  =  (c  -^  di){e  -hfi). 
aucun  des  facteurs  du  second  membre  n'étant  une  unité,  on  aurait 

a^  ^b'  =  (c^  +  d^)  (e»  +/2) 

auéun  des  facteurs  du  second  membre  n'étant  égal  i ,  ce  qui  est 
impossible  puisque  a^  -h  6*  est  un  nombre  premier  ordinaire. 

De  plus  a  -+-  bi  est  dans  le  domaine  A.  Donc  a  +  bi  est  premier. 
Il  en  est  de  même  de  a  —  bi. 

Résumé.  —  Les  nombres  premiers  du  corps  C{i)  sont  : 

1°  les  nombres  premiers  ordinaires  qui  ne  sont  pas  décompo- 
sables  en  une  somme  de  deux  carrés  ; 

2°  le  nombre  i  —  /; 

3°  les  nombres  a  +  bi  pour  lesquels  a  >  |  6  |  et  pour  lesquels 
a*  +  6"  est  un  nombre  premier  impair  ordinaire.  Ces  derniers  sont 
conjugués  deux  à  deux. 

322.  —  Pour  achever  la  question  il  reste  à  déterminer  les 
nombres  premiers  ordinaires  qui  sont  une  somme  de  deux  carrés. 
Pour  tout  nombre  donné  on  peut  le  voir  par  tâtonnements,  le 
nombre  des  essais  étant  limité.  Mais  on  peut  aussi  chercher  une 
règle  qui  permette  de  distinguer  à  priori  ces  nombres.  Or  cette 
règle  a  été  donnée  (n"  188).  Les  nombres  premiers  ordinaires  dé- 
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composables'en  une  somme  de  deux  carrés  sont  le  nombre  2  et  les 
nombres  premiers  de  la  forme  l^h  -\-  i.  Les  résultats  précédents 
peuvent  alors  s'énoncer  : 

Les  membres  premiers  du  corps  C(/)  sont  : 

i"  les  nombres  premiers  ordinaires  de  la  forme  l\h  —  i,  comme 
3,  7,  II,  19,  ...  ; 

2°  le  nombre  i  —  i  ; 

S**  les  nombres  a  -h  bi  qu'on  obtient  en  décomposant  les  nombres 
premiers  ordinaires  de  la  forme  !\h  -k-  i  en  une  somme  de  deux 
cannés  a^  -i-  6*  ou  a  >  |  6  |  . 

Ces  derniers  sont  deux  à  deux  conjugués. 

Ainsi 

5  =  a*  -h  i'       donne       2  H-  t         et       2  —  i 
i3  =  3*  -f-  2*       donne       3  -+-  2t       et       3  —  21  etc. 

Mais  le  résultat,  relatif  à  la  décomposition  des  nombres  premiers 
ordinaires  en  une  somme  de  deux  carrés,  a  été  démontré  en 
8  appuyant  sur  la  théorie  des  formes  quadratiques  dans  le  corps 
C(i). 

Comme  notre  but  général  est  de  montrer  que  la  théorie  de 
ces  formes  peut  se  déduire  de  celle  des  nombres  algébriques  du 
second  degré,  il  vaudra  mieux,  au  contraire,  démontrer  ce  résultat 
en  s'appuyant  uniquement  sur  la  théorie  des  entiers  du  corps  G(t). 

1°  Un  nombre  premier  ordinaire  de  la  forme  [\h  —  i  ne  se 
décompose  pas  en  une  somme  de  deux  carrés.  Car  l'égalité 

p  z=  x2  -f-  yS 

transformée  en  congruence  (mod  4)  est  alors  impossible. 
2°  Le  nombre  2  se  décompose  en  une  somme  de  deux  carrés. 
Car 

2  =  1^  -I-  i^. 

3°  Un  nombre  premier  ordinaire  de  la  forme  lih  -h  i  se  décom- 
j)ose  en  une  somme  de  deux  carrés. 

Soit  p  un  tel  nombre.  Considérons  la  congruence 

xv-^  ^  1  (mod  p). 

Elle  admet  les  solutions  x  =  i,  2,  ...  p  —  i,  d'après  le  théo- 
xhme  de  Fermât. 

Mais  elle  admet  aussi  la  solution  x  =  i,  car  (i)^'^^  =  («)**  =  i» 
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Elle  admet  donc  dans  le  corps  C{i)  plus  de  solutions  diiTérentes 
■qu'il  n'y  a  d'unités  dans  son  degré.  Or  on  démontre  absolument 
comme  pour  les  entiers  ordinaires  (voir  n°  324)  que  cela  est 
impossible  quand  le  module  de  la  congruence  est  premier  dans 
le  corps  C(/).  Donc  p  n'est  pas  premier  dans  le  corps  C(/).  Donc 
(n°  321)  il  se  décompose  en  une  somme  de  deux  carrés  réels. 

Exemple  de  décomposition  en  facteurs  premiers. 

!"■  Exemple  soit  le  nombre  réel  impair  ^725.  Dans  C(i)  il  se  décom- 
pose en  3' .  5* .  7.  Les  facteurs  3  et  7  sont  premiers  dans  le  corps  C{i), 
mais  5  se  décompose  en  (2  H-  i)  (2  —  i). 

Donc 

4725=33.(2  +  1^.(2  —  t).  7. 

2'  Exemple.  —  Soit  le  nombre  réel  pair  36o  =  2' .  3^ .  5.  Le  fac- 
teur 3  est  premier  dans  C(i),  le  facteur  5  se  décompase  en  (a  -t-  i) 

Quant  à  a  il  se  décompose  en  (i  -t-  i)  (i  —  i).  Mais  (i  H- 1)  n'appar- 
tient pas  au  domaine  A,  on  le  remplacera  par  i(i  —  i).  Alors 

360  =  i\i  —  0'3»(2  H-  i)  (2  —  0- 

3'  Exemple,  —  Soit  le  nombre  ai3o  -h  20701.  On  a  d'abord 

2i3o  -h  20701=  30(71  -t-  69J)  =  i(i  —  iy3(2  -h  i)  (2  —  t)  (71  -h  691). 

Reste  à  décomposer  71  H-  691.  Ce  nombre  n'a  pas  de  diriseur  réel 
différent  d'une  unisé,  car  un  tel  diviseur  doit  diviser  71  et  69.  Soit  en 
général 

a  -f-  6i  =  i^(p  -+-  /Vi/(g  -h  q'if  ... 
d'où 

(a  _  bi)  =  (-  ifip  -  p'ifiq  -  q'i)^  ... 
d'où 

a2  H- 6^  =  (p« -^ /)'2)V  +  g")^.- 

On  sait  que  p^  -h  p'S  q'^  -+-  q'^,  ...  sont  des  nombres  premiers  ordi- 
naires. On  voit  qu'on  les  détermine  ainsi  que  a,  P,  ...  en  décomposant 
^•2  _f_  52  gjj  facteurs  premiers.  Ici 

^—  2  ~~~  2  "^^  2 

■71      H-  69     =  9802  =:  2    X    l3      X    39. 

On  en  tire  facilement 

71  -f-  691"  =  i\i  —  i)(3  -h  2i)*(5  -h  2O. 
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On  trouve  X  =  o  et  finalement 
ai3o  -+-  20701  =  i(i  —  i)*3(2  -h  i)(a  —  i)(i— 0(3  +  aiy(5  -+■  a»)- 

323.  Indicateur.  —  L'indicateur  d'un  entier  N  est  le  nombre 
des  entiers  premiers  avec  N  qui  sont  contenus  dans  un  système 
complet  (mod  N).  Cherchons  à  le  déterminer  en  fonction  de  la 
décomposition  de  N  en  facteurs  premiers  :  N  =  P'QP  ... 

Pour  cela  résolvons  d'abord  la  question  suivante  :  Soit  D  un 
diviseur  de  N.  Parmi  les  %(N)  éléments  d'un  système  complet 
(mod  N)  combien  y  en  a-t-il  qui  sont  divisibles  par  D  ? 

Soient 

Xi,  X2,  ...  Xc,r^,py 

les  éléments  d'un  système  complet  (mod  D).  Considérons  les- 
expressions 

(2)  Xj  -h  AiD,  X2  +  AjD,  ...  Xc^^pj  +  Afl(^^D^D. 

Les  A  sont  des  variables  à  chacune  desquelles  nous  faisons 
parcourir  le^  *l^(  p  )  éléments  d'un  système  complet  (  mod  p  ).  Nous 

formons  ainsi  %(D)  X  '^(d)  ^^  '^{^)  valeurs.  Je  dis  qu'elles 

forment  un  système  complet  (mod  N).  Pour  le  démontrer  il  suffit 
de  démontrer  que  deux  quelconques  de  ces  %(N)  valeurs  sont 
incongrues  (mod  N).  Or  pour  qu'on  ait 

Xf  4-  AfcD  =  X;  -h  A^D  (mod  N) 

il  faut  d'abord  qu'on  ait 

Xi  =  X;  (mod  D) 
d'où 

et  ensuite 

d'où 

et  par  suite 


Xi  =  X, 
A^D  =  AiD  (mod  N) 

A;^  =  Ai  (mod  p j 

A^  =  A;. 
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Donc  les  deux  valeurs  X,  H-  A^^D  et  X^  +  AiD  n'en  font  qu'une. 

Ceci  posé,  pour  résoudre  la  question  proposée  il  reste  à  voir 
♦combien  parmi  les  nombres  (2)  sont  divisibles  par  D. 

Or  pour  que  Xi  -h  AtD  soit  divisible  par  D  il  faut  et  il  suffit 
que  Xi  le  soit.  Il  y  a  un  X,  et  un  seul  qui  satisfait  à  cette  condi- 
tion. Alors  on  peut  donner  à  Ai  une  quelconque  de  ses  "Iflfr^] 

"valeurs.  Le  nombre  cherché  est  donc  l^ln)' 

On  peut  aussi  arriver  au  résultat  précédent  par  des  considérations 
géométriques. 

Pour  former  un  système  complet  (mod  N)  nous  construisons 
un  carré  G  comme  au  n"  317  et  considérons  les  points  du  réseau 
'  «itués  à  l'intérieur  de  ce  carré. 

Effaçons  les  multiples  de  D.  Or  les  multiples  de  D  sont  repré- 
sentés par  les  sommets  d'un  réseau  construit  sur  un  carré  de  sur- 
face %(D).  On  voit  alors  que  le  nombre  de  ces  points  à  l'intérieur 

de  G  est  â^ml  c'est-à-dire  T^^f^)* 

Ce  résultat  acquis,  on  peut  reprendre  mot  pour  mot  le  raisonne- 
ment de  I.  4o8  et  l'on  trouve  pour  la  valeur  de  l'indicateur  de  N 
l'expression 

«N)  =  %(N)(,-,-jIp^)(,-^-^j)... 

Remarquons  que  si  N  est  réel  cette  expression  n'est  pas  égale  à 
l'indicateur  ordinaire  ^(N). 

I"  Exemple      N  =  4726  =  3»(2  -h  1)2(2  —  i)» .  7 
m  =  (47«5)'(.  -  i)  (.  -  l)\<  -  ^)  =  /  X  3'  X  5'. 

2*  Exemple 

N  =  ai3o  -h  207oi  =^i{i  —  i)'3(2  -+-  i)  {2  —  i)  (3  -h  2i)\5  -h  21) 
MN)=(ïn5V^o')(,-i)(,-i)(.-iy(,-jL)(._±) 

=  a'*  X  3  X  7  X  i3. 

Les  théorèmes  L  409  et   4 10   se  généralisent  immédiatement 
pour  (}'(N). 

Caukm.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  («o 
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On  peut  considérer  des  indicateurs  de  différents  ordres  (L  /Ji» 
et  412).  On  généralise  le  résultat  I.  4i3  et  l'on  trouve 

%(M)     '      UmM^)  ..■  ^'.(M) 

pour  le  nombre  des  tableaux  carrés  d'ordre  A;,  de  déterminant  D 
donné,  premiers  à  M  incongrus  deux  à  deux  (mod  M). 

Enfin  le  nombre  des  tableaux  carrés  d'ordre  k  et  de  déterminant 
premier  à  M  est 

%(M)      ^       «;>,(MHa(M)  ...  ^,(M). 

324.  Théorème  de  Fermât.  —  P  étant  un  nombre  premier  et  A 
un  entier  non  divisible  par  P,  rentier  a''^^^)  ~~  ^  —  i  est  divisible 
par  P. 

En  effet  si  l'on  prend  un  système  complet  (mod  P)  et  si  l'on 
y  supprime  l'élément  congru  à  zéro  (mod  P),  il  reste  %(P)  —  i 
éléments  formant  un  groupe  abélien  par  rapport  à  la  multiplication 
(mod  P).  Le  théorème  annoncé  est  donc  un  cas  particulier  de 
celui  du  n°  272  :  l'ordre  d'un  groupe  est  un  multiple  de  l'exposant 
d'un  quelconque  de  ses  éléments. 

Le  deuxième  énoncé  du  théorème  de  Fermât  s'applique  aussi, 
P  étant  un  nombre  premier  et  A  an  entier  quelconque  on  a 

A*^MP)=A(modP). 

Sur  les  restes  suivant  un  module  premier'?  des  puissances  succès- 
sives  d'un  entier  A. 

Si  A  ^  G  (mod  P)  tous  ces  restes  sont  nuls. 

Si  A  ^  G,  la  suite  des  restes  est  périodique,  le  nombre  de  termes 
de  la  période  est  un  diviseur  de  %  (P)  —  i .  Ce  nombre  de  termes 
s'appelle  l'exposant  de  A  par  rapport  à  P. 

Théorème.  —  Une  congruence  algébrique  à  une  inconnue  de 
degré  m,  suivant  un  module  premier  P,  qui  nest  pas  identique  ne 
peut  avoir  plus  de  m  solutions. 

On  en  conclut  :  Soit  d  un  diviseur  de  %(P)  —  i ,  connaissant 
un  entier  appartenant  à  l'exposant  d,  on  obtient  tous  les  entiers 
appartenant  au  même  exposant  en  élevant  celui-là  à  des  puissances 
dont  l'exposant  est  un  entier  positif  premier  à  d. 
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Il  y  a  (p[d)  de  ces  entiers. 
La  congruence 

x^  —  1^0  (mod  P) 

oh  d  est  un  diviseur  de  %(?)  —  i  a  d  racines. 

Il  ya  0  [5I].(P)  —  i]  entiers  appartenant  à  l'exposant  ^(P)  —  i), 
on  les  appellera  racines  primitives  de  P. 

Connaissant  une  racine  primitive  G  de  P,  ks  entiers  appartenant 
à  un  exposant  donné  d,  diviseur  de  'ït(P)  —  i,  sont  donnés  par  la 

Jormule  G      ''         n  étant  un  entier  ordinaire  premier  à  d. 
La  congruence 

(3)  X«  =  I  (mod  P) 

a  D(m,  %(P)  —  i)  solutions  qui  sont  les  puissances  successives  de 

U(P)-î 
G  ^ï'"'  %(P)  — i]  où  G  est  une  racine  primitive. 

Pour  que  A  soit  reste  de  puissance  me™«,  c'est'à'dire  pour  que 

X"»  =  A  (mod  P) 

ait  des  solutions,  il  faut  et  il  sujfit  que 

%(P)  - 1 
A'^l'"'^^^P)-'l=i(modP). 

Ces  solutions  se  déduisent  toutes  de  lune  d'elles  en  la  multipliant 
par  toutes  les  solutions  de  (3). 

En  particulier  pour  que  A  soit  reste  quadratique  de  P,  la  condi- 
tion est 

%(P)-i 
A       =■        =1  (mod  P) 

sauf  le  cas  de  P  =  i,  pour  lequel  il  n'y  a  qu'un  entier  ^  o  lequel 
est  I  qui  est  reste  quadratique. 

Les  racines  primitives  peuvent  se  calculer  directement,  (n°  12) 
ou  par  la  méthode  de  Poinsot  n°  13).  D'ailleurs  pour  les  nombres 
premiers  imaginaires  P  =  p  -h  qi  il  est  évident  que  toute  racine 
primitive  du  nombre  premier  ordinaire  p^  -+-q^  dans  le  corps  G  (i) 
est  racine  primitive  de  P  dans  le  corps  C{i). 

Théorèmes  de  Ferrers  et  de  Wilson.  P  étant  un  nombre  premier^ 
si  l'on  considère  un  système  complet  (mod  P)  et  quon  y  supprime 
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r élément  congru  à  zéro,  il  reste  %(P)  -  i  éléments.  Si  Ion  appelle 
S.  la  somme  des  produits  h  à  h  de  ces  éléments,  on  a 

^        r,  c  _       o  \  théorème  de  Ferrers 

o  =_i\  théorème  de  Wilson. 

La  réciproque  du  théorème  de  Wilson  est  vraie. 

Nous  n'avons  pas  donné  les  démonstrations  des  résultats  énoncés 
dans  ce  numéro.  Elles  sont  identiques  à  celles  des  énoncés  corres- 
pondants pour  les  entiers  ordinaires. 

325  —  Théorème  d'Euler.  N  étant  un  entier  quelconque  et  A  un 
entier  premier  à  N,  Centier  A^^^^  -  i  est  divisible  par  N.  Démons- 
tration  comme  au  n»  16  de  I. 

Théorème.  —  Si  l'on  considère  la  suite 

i.A.A».  ... 

A  étant  premier  à  N,  c<  les  termes  de  cette  suite  étant  considérés 
(mod  N),  cette  suite  est  périodique.  Le  nombre  de  termes  de  la  pé- 
riode est  le  plus  petit  entier  positif  e  tel  que  A'  =  i  (mod  N)  On 
l'appelle  l exposant  de  A  par  rapport  à  N.  Cesl  un  diviseur  (fe^(N) 

(voir  n°  17  de  I).  ,  u 

Quel  que  soit  N,  l'entier  i  appartient  à  l'exposant  i  ;  le  nombre 
-  1  appartient  à  l'exposant  2,  sauf  si  N  =  a  ou  un  diviseur^de  2  ; 

les  nombres  ±  i  appartiennent  à  l'exposant  \  sauf  si  N 2, 

±  21    auxquels    cas    ils    appartiennent    à    l'exposant   2,    ou    si 
î^  _  -j-  I  ±  i  auquel  cas  ils  appartiennent  à  l'exposant  i. 

326  Étude  du  groupe  des  classes  d'entiers  relativeinent 
à  un  nombre  P  «—  (P  =  nombre  premier  ^i-i).  La  méthode 
de  l'exercice  VIII  du  chapitre  XXIV.  s'applique  avec  de^egeres 
modifications.  L'ordre  du  groupe  est  [%(?)- i]%(P/  '•  Ses 
facteurs  premiers  sont  d'abord  les  facteurs  premiers  a,  6  ...  de 
<^-l,(P)  _  I,  et  ensuite  le  facteur  premier  p,  en  posant  : 

p  =  q^  -h  s^      si  P  est  un  nombre  premier  complexe  q-hsi 
p  _.  p  si  P  est  un  nombre  réel. 

On  aura  à  considérer  les  congruences  : 

^:=:j(modP.). 


ÉTUDE    DU    GROUPE    DES    CLASSES    d'eMIERS,    ETC.  629 

La  congruence  X"  ^  i  (mod  P)  a  a  solutions  car  a  est  un  divi- 
seur de  U(P)  —  I .  Considérant  alors 

X"  =  (mod  P«)      (a  >  i). 

on  voit  de  proche  en  proche,  suivant  les  différentes  valeurs  de  a, 
qu'elle  a  aussi  a  racines.  On  en  déduit  que  le  facteur  premier  a 
entre  seulement  dans  er. 
Pour  la  congruence 

Xp  =  I  (mod  P) 

elle  n'a  que  la  solution  X=  i,  parce  que  p  est  un  diviseur  de  %(P) 

et  que  la  congruence  x'^^^^  ^  i  (mod  P)  n'a  pas  d'autre  solution 
que  la  solution  X  ^  i. 
Passons  à  la  congruence 

X^  =  1  (mod  P»). 

Il  faut  y  poser  X  =  i  H-  PY  et  déterminer  Y  au  module  P  près. 
Il  vient  après  réduction 

pY  =  o  (mod  P). 

p  étant  divisible  par  P,  on  voit  que  Y  est  arbitraire,  donc  il  a 
Dl>(P)  valeurs,  donc  la  congruence  (mod/)'')  a  %(P)  valeurs. 

On  établira  de  proche  en  proche,  suivant  les  différentes  valeurs 
de  a  que 

X"  =  1  (mod  P  ) 

a  toujours  U(P)  solutions  pour  a  >  i .  Il  faut  maintenant  distin- 
guer deux  cas.  Si  Pest  complexe,  on  a  T^(P)  =^  /)  et  la  conclusion 
est  la  même  que  dans  l'exercice  cité  plus  haut  à  savoir  que  le  facteur  p 
n'entre  que  dans  e^. 

Par  suite  r  =  i  ;  le  module  Pa  a  donc  des  racines  primitives. 

On  voit  d'ailleurs  qu'on  obtient  une  telle  racine  primitive  en 
prenant  une  racine  primitive,  dans  le  corps  C(i),  de  'ïb(P)". 

Soit  maintenant  P  réel  =  p.  Alors  le  facteur  p  entre  dans  Cr  et 
dans  er-i,  donc  r  =  2  et  il  n'y  a  pas  de  racine  primitive. 

Déterminons  dans  ce  cas  les  invariants  e^  et  e^.  On  a 
e^e^  =  (p2  —  i)p«(a-^». 

On  sait  de  plus  que  e,  ne  contient  que  le  facteur  p  et  &  un  expo- 
sant au  plus  égal  à  celui  qu'il  a  dans  e,.  Donc 

e^  =  p2U-i)-/.     e^  =  {p^  —  i)/ 
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avec 

(4)  h^a  —  l. 

Je  dis  que  h  =  (x.  —  i.  Pour  le  démontrer  remarquons  que  e^  est 
le  plus  petit  entier  positif  tel  que  pour  tout  entier  A  non  divisible 
par  p  on  ait 

A*2  —  1^0  (mod  /)«). 

Or  nous  allons  montrer  que 


(5) 

A(p*- 

-i)P*-'  = 

I  (mod  p") 

lien 

résultera 

«â 

<ip'- 

i)/)^- 

d'on 

/i  <  a  . 

—  I 

et  en  comparant  i 

avec  (4) 

h  =  a  —  I . 

Pour  démontrer  la  congruence  (5)  remarquons  qu'elle  est  vraie 
pour  a  =  I,  d'après  le  théorème  de  Fermât.  Démontrons  que  si 
elle  est  vraie  pour  la  valeur  a  de  l'exposant  elle  est  vraie  pour  la 
valeur  a  +  i .  On  a 

A(p-a)fi>2-i)p«-i  _i_  ...  _^  a^p'-Op»-'  ^  i). 

Dans  le  second  membre  le  premier  facteur  est  divisible  par  /)*  par 
hypothèse,  et  le  second  est  divisible  par  p  parce  que  chacun  de  ses 

termes  étant  une  puissance  de  A''"'  est  congru  à  i  (modp)  et 
qu'il  y  a  /)  de  ces  termes. 
Ainsi  h  =  a  —  i  et  Ton  a 

I*'  Exemple.  —  Soit  le  module  (i  4-  ai)'.  Ici  %{V)  =  5  ;  l'ordre 
du  groupe  est  (5  —  i)  5  ou  ao. 

L'entier  a  qui  est  racine  primitive  de  5^  dans  le  corps  G(i)  Test  aussi 
de  (i  4-  ai)'  dans  le  corps  C(i). 

a«  Exemple.  —  Soit  le  module  3'.  Ici  %(P)  =  q,  l'ordre  du  groupe 
est  (9  —  1)  9  ou  7a.  Il  n'y  a  pas  de  racine  primitive.  L'exposant  le 
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î|)lu3  élevé  est  24,  c'est- à-dire  que  pour  tout  entier  a  -h  hi  non  divisible 
par  3  on  a 

(a  +  6i)2*  —  1^0  (mod  9). 

Les  considérations  précédentes  ne  s'appliquent  pas  au  module 

Pour  N  =  (  1  —  t)^  on  a  '^(N)  =  2  ;  il  y  a  une  racine  primitive  qui  est  i. 
Pour  N  =  (  i  —  ly  on  a  '^Ç^)  =  4  ;  il  y  a  deux  racines  primitives  qui  sont 

±1, 
J^our  N  =  (  1  —  ^Y  =  —  4  on  a  J/(N)  =  8,  il  n'y  a  pas  de  racine  primitive. 

L'exposant  le  plus  élevé  est  4,  auquel  appartiennent  ±  j,  2  ±  i. 
On  a,  pour  tout  entier  A  non  divisible  par  \  —  i. 

A  =  i«  (i  -4-  21)?  [mod  (1  —  i)*] 

a  étant  déterminé  au  module  4  et  |3  au  module  2  près* 

Pour  N  =  (i  —  i)^  on  (];(N)  =16,  l'exposant  le  plus  élevé  est 
encore  4  auquel  appartiennent  ±:  i,  rb  2  ±  i,  ±  3i.  On  a  pour  tout 
entier  A  non  divisible  par  i  —  i. 

A  =  i°'  (i  -\-2if  3T 

«  déterminé  au  module  4  près,  ^  et  y  au  module  2  près. 

Pour  N  =  (i  —  i)*"  (n  >  2),  on  a  d;(N)  =  2»'*~S  il  n'y  a  pas 
de  racine  primitive.  L'exposant  le  plus  élevé  possible  est  2"~*. 

On  a  d'ailleurs  pour  tout  entier  A  non  divisible  par  i  —  i 

A  =  i«  3f^  (2  +  ly 

a  déterminé  au  module  4  près,  |3  au  module  2^~^  près,  7  au  mo- 
dule 2"""*  près. 

Pour  N  =  (1  —  «)'"+'  {ri  >  2)  on  a  6(N)  =  2^"  ;  il  n'y  a  pas 
déracine  primitive.  L'exposant  le  plus  élevé  est  2"~*.  On  a 

A  =  i«  3!^  (2  +  i)^ 

OL  déterminé  au  module  4  près,  |3  et  y  au  module  2''~*  près. 

De  ce  qui  précède  on  tire  une  théorie  des  indices  avec  toutes 
:ses  conséquences  comme  au  chap.  IL 

Il  y  a  des  racines  primitives  quand  N  est  de  l'une  des  trois  formes 

{x-i)V-    (ia<4),    P*.    (i-OP^ 
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Tous  ces  résultats  se  traduisent  dans  le  langage  de  la  théorie  des^ 
groupes. 

Les  classes  (mod  N)  d'entiers  premiers  à  N  forment  un  groupe 
d'ordre  'I(N).  Ce  groupe  est  de  rang  i  quand  N  a  des  racines  pri- 
mitives. Dans  le  cas  général  on  détermine  une  base  comme  pour 
les  entiers  ordinaires  (n°  89). 

327.  Analyse  diophantienne  du  second  degré  à  une  incon> 
nue.  —  Pour  qu'un  entier  a  -h  hi  soit  carré  parfait  il  faut  et  il 
suffit  ;  1°  que  6  soit  pair  ;  2°  que  a}  -h  6^*  soit  carré  parfait  ;  3°  que 
v/a»  H-  6' 


—  soit  aussi  carré  parfait. 


a 
En  effet  a  4-  6i  a  en  tout  cas  deux  racines 

f  étant  -h  ou  —  i  suivant  que  h  est  positif  ou  négatif. 

Les  conditions  énoncées  sont  évidemment  les  conditions  néces* 
saires  et  suffisantes  pour  que  la  partie  réelle  de  cette  expression» 
soit  un  entier  et  l'on  démontrera  facilement  que  lorsque  ces  condi- 
tions sont  réalisées,  la  partie  imaginaire  est  aussi  un  entier. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  la  solution  de  l'équation  générale 
AX2  4-  BX  -f-  G  =  o. 

328.  Congruences  du  second  degré  là  une  inconnue.  — 
Congruence  X*  ^  A  (mod  i  —  i). 

Si  A  ^  o  il  y  a  une  solution  A  ^o  ; 
et  si  A  ^  I  il  y  a  une  solution  A  ^  i . 

Congruence  X»  =  A  (mod  P)     (P  premier  ^  i  —  i). 

Si  A  ^  o  il  y  a  une  solution  A  ^  o. 

Soit  maintenant  A  ^  o.  La  congruence  est  possible  et  à  deux 
solutions  égales  mais  de  signes  contraires  si  A  est  reste  quadratique 
de  P  (n*'  324). 

Les  théorèmes  du  n°  36  s'appliquent.  De  même  la  définition 
du  caractère  quadratique  (n°  37). 

Le  entiers  H-  et  —  i  sont  restes  quadratiques  de  tout  module^ 
premier,  car  ce  sont  des  carrés  absolus,  le  premier  de  ±  i^ 
le  second  de  ±  /. 
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Théorêmb.  — Les  entiers  ±i  sont  restes  quadratiques  :  i°  des 
nombres  premiers  réels  de  la /orme  [\h  —  i  ;  2°  des  nombres  pre- 
miers imaginaires  p  -+■  qi  provenant  des  nombres  premiers  réels  de 
la  Jorme  8 A  -h  i . 

Les  entiers  ±  i  sont  non  restes  des  nombres  premiers  imaginaires 
p  4-  qi  provenant  des  nombres  premiers  réels  p*  -\-  q*  de  la  forme 
forme  8h  -h  b. 

En  effet,  %(P)  est,  dans  tous  les  cas,  congru  à  1  (mod  4).  donc 

%(P)-' 
(zti)      '      =±1. 

%(P)-i 
Les  entiers  ±  i  seront  restes  quadratiques  de  P  si  (±  i)      '      =  i 
c'est-à-dire  si%(P)  ^  1  (mod  8),  ils  ne  le  seront  pas  dans  le  cas 
contraire. 

On  en  déduit  facilement  le  théorème  annoncé. 
Partant  des  nombres  du  corps  C[i)  on  peut  définir  des  nombres 
quadratiques  par  rapport  à  ceux-là,  ce  sont  les  racines  d'équations^ 
de  second  degré  dont  les  coefficients  sont  des  entiers  du  corps  C(/). 
Mais  par  rapport  au  corps  C(i)  ces  nombres  sont,  en  général,  du 
quatrième  degré  et  nous  ne  nous  en  occuperons  pas.  Nous  n'abor- 
derons pas  non  plus,  pour  la  même  raison,  la  théorie  des  formes^ 
quadratiques  à  coefficients  entiers  dans  le  corps  G(f).     - 

329.  Théorie  des  fractions  continuelles  dans  le  corps  C(i)  {^). 
—  Soit  un  nombre  S  =  5  -i-  ti.  Il  lui  correspond  un  entier  da 
corps  C[i)  et  un  seul  \o  =  a^-h  boi,  défini  par 

— -<s  — ao<-  — -<<—  ^o<-- 

Nous  disons  que  Ao  est  l'entier  le  plus  approché  de  S.  C'est  S 
lui-même  quand  S  est  un  entier  complexe.  Si  on  représente  S  et 
Ao  géométriquement,  A^  est  dans  le  carré  de  centre  S,  dont  les 
côtés  sont  parallèles  aux  axes  et  égaux  à  i ,  ou  bien  sur  le  côté  de 
droite,  ou  bien  sur  le  côté  d'en  bas,  mais  jamais  sur  [aucun  des 
deux  autres  côtés. 

(*)  HuRWiTZ,  Act.  math.,  11,  (1887-1888),  p.  19a. 
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Si  alors  S  n'est  pas  égal  a  Ao  on  pose  : 
S  =  A.  +  ^ 

l'on  recommence  sur  Sj  la  même  opération  que  sur  S  et  ainsi  de 
suite. 

On  arrive  ainsi  à  un  développement  en  fraction  continuelle 


S  =  Ao-h 


A, 


I 


A, 


Si  S  est  rationnel  le  développement  est  limité,  on  le  voit  comme 
on  voit  le  théorème  analogue  pour  les  fractions  continuelles  ordi- 
naires (n°  90)  ;  sinon  il  est  illimité. 

Toutes  les  propositions  algébriques  démontrées  du  n°  85  au 
no  88  sont  vraies  pour  les  fractions  continuelles  qui  nous  occupent 
en  ce  moment. 

Cherchons  maintenant  à  généraliser  les  propriétés  des  n"  89 
et  90.  Pour  celles  du  n*>  90  c'est  immédiat.  Considérons  la  propo- 
sition Il  du  n°  89,  nous  allons  démontrer  que  : 

Les  modules  des  dénominateurs  des  réduites  successives  vont  en 
augmentant. 

Mais  auparavant  nous  allons  donner  des  résultats,  relatifs 
aux  suites  de  valeurs  que  peuvent  prendre  des  A„  successifs. 

330.  —  Traçons  dans  le  plan  xoy  le  réseau  formé  par  des 
carrés  de  côtés  i,  parallèles  aux  axes  et  ayant  pour  centres  les 
affixes  des  entiers  complexes  (^).  Etant  donné  un  point  S  du  plan 
on  a  vu  plus  haut  que  l'entier  le  plus  rapproché  de  S  est  le  centre 
du  carré  dans  lequel  se  ^trouve  S.  Si  S  est  sur  un  côté  commun 
à  deux  carrés  et  vertical  il  faut  choisir  le  carré  qui  est  à  droite  ; 
si  S  est  sur  un  côté  commun  à  deux  carrés  et  horizontal  il  faut 
<;hoisir  le  carré  qui  est  au  dessus  ;  si  S  est  un  sommet  commun  à 
•quatre  carrés  il  faut  choisir  le  carré  qui  est  à  droite  et  au  dessus. 

On  a 

Sn  =  ^ ^-^ —        ("  >  o) 

{')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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•et  Sn_i  —  A„_,  est  dans  le  domaine  formé  par  l'intérieur  du  carré 
de  centre  O  et  par  le  côté  d'en  bas  et  par  celui  de  gauche  à 
l'exclusion  du  sommet  en  bas  et  à  droite  et  de  celui  en  haut  et  i 
gauche.  On  en  déduit  facilement  que  le  quotient  complet  S„  se 
trouve  dans  le  domaine  R  déduit  du  précédent  par  la  substitution 

z    -  .  Ce  domaine  R  est  constitué  par  la  région  du  plan  extérieure 

-aux  quatre  cercles  de  rayon  i  et  de  centres  :  (i),  (i),  ( —  i), 
( —  i),  augmentée  de  la  demi-circonférence  de  gauche  et  de  celle 
d'en  haut,  à  l'exclusion  des  points  i  H-  i  et  —  i  —  i.  On  en 
déduit  d'abord  qu'on  a  |  S„  |  >  /a,  l'égalité  n'ayant  lieu  que 
pour  S,,  =  —  i  -h  i  (Dans  ce  cas  le  développement  s'arrête  à  S„), 
Ensuite  on  voit  que  A„  ne  peut  être  aucun  des  entiers  o,  ±:  i,  ±:  i» 
ru  que  les  carrés  ayant  ces  points  comme  centres  n'ont  aucun 
point  commun  avec  R. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  qu'il  y  a  certaines  suites  de 
valeurs  qui  ne  peuvent  pas  prendre  des  A„  successifs.  Lorsque  le 
carré  dont  An  est  le  centre  a  seulement  des  parties  qui  ne  sont  pas 
dans  R  cela  peut  restreindre  la  valeur  possible  de  S„,  par  suite  celle  de 

S„+,  =  ç j-  et  par  suite  celle  de  kn+i  puisque  S„+j  et  A^^, 

sont  dans  le  même  carré.  On  voit  ainsi  qu'il  y  a  lieu  de  chercher 
des  restrictions  pour  A„+,  lorsque  A,i  égale  l'une  des  douze  valeurs 

±  2,  zfc  I   ±  t',  ±  21,  zt  I   ±  21. 

Supposons  par  exemple  A„  =  —  2.  Alors  S„  est  dans  le  cai'ré  de 
centre  —  2  et  comme  il  est  aussi  dans  R,  il  est  dans  la  région 

commune  D.  Alors  S„+j  =  0 r-  =  ^  est  dans  la  région 

transformée  de  D  par  la  substitution  z    ,  soit  E.  C'est  la 

partie  de  la  région  R  qui  est  à  gauche  de  la  droite  x  =-  . 

Alors  une  valeur  de  A,-(-,  n'est  possible  que  si  le  carré  de  centre 

A„^j  et  de  rayon  -  a  une  partie  commune  avec  E.  On  trouve  ainsi 

une  infinité  de  valeurs  de  A«4-,  qui  sont  impossibles.  On  refera  le 
même  raisonnement  pour  les  onze  autres  valeurs  de  An  et  l'on 
pourra  dresser  le  tableau  des  suites  impossibles.  Nous  nous  borne- 
rons, dans  le  tableau  suivant,  à  marquer  celles  qui  nous  serviront 
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Sont  impossibles,  entre  autres,  les  suites 


A„ 

A«+, 

An+a 

0,  ±  I,  ±  i 

—  a,  ai,  —  I  +  i,  —  a  +  i,  —  i  +  ai 

a,  ai,  I  +  i 

a  +  i,  I  +  ai 

quelconque 
I  +  i 

—  a  +  ai 

—  a  +  ai 

quelconque 

quelconque 

quelconque 

I  +  i 

Démontrons    maintenant    le    théorème    annoncé    plus    haut 

I   Qn   I   >   I   Qn-,- 

On  a  Qg  =  I  et  Q,  =:  Al.  Comme  A,  ne  peut  être  aucun  des 
entiers  o,  zt  i,  db  /',  on  en  déduit  |  Qi  |  >  |  Qo  |  •  Supposons 
donc  le  théorème  démontré  pour  la  valeur  n  —  i  de  l'indice  et 
démontrons-le  pour  la  valeur  n.  On  a 

Q„  =  Q„_,A„  +  Q„_j 
d'où 

I  Qn  I  >  I  Qn-,   1     I  An  I  -  I  Qn-.  | 

d'où 

I  Qn  1  >  I  Qn_,    I   [An  I  -  l]. 

Le  théorème  est  donc  démontré  si  |  A„  ]  >  2,  c'est-à-dire 
dans  tous  les  cas  sauf  celui  où  |  A„  |  =  2,  c'est-à-dire 
A„  =  ±  I  ±  /. 

Démontrons-le  dans  ces  cas.  Prenons  par  exemple  An=  i  +  i, 
la  démonstration  étant  analogue  dans  les  autres  cas.  Posons  pour 
abréger 

On  a 


(6) 
et 

(7) 


K<_j  = 


K,-A, 


A,  =  K,-^. 

Nous  voulons  démontrer  que   |  Kn  j  >  1 .  Or  on  a 

I  Kl  I  =  1  A,  I  >  I. 
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Supposons  donc  le  théorème  établi  pour  K,,  K,,  ...  K»-,  et 
démontrons-le  pour  Kn. 

Pour  cela  supposons  un  instant  que  I  Kn  |  >>  i.  Nous  allons 
montrer  que  ces  hypothèses  conduisent  à  une  contradiction. 
Ecrivons  l'égalité  (6)  pour  i  =  n 

I 


K-n-i  = 


K„  — (i  +i) 


On  suppose  |  K„  |  <  i  donc  K„_,  serait  dans  ou  sur  le  cercle 
de  centre  —  i  -h  i  et  de  rayon  i.  Alors  écrivons  l'égalité  (7)  pour 
i  =  n  —  I ,  nous  obtenons 

A„_,  =  K„_i  —  fT — . 

Comme    ~ —    •<  i  il  en  résulterait  que  A„_,  serait  dans  le 

<;ercle  de  centre  —  i  -+-  i  et  de  rayon  2,  donc  A„_i  aurait  l'une 
■des  neuf  valeurs  : 

o,  —  1,  i,  —  a,  —  I  4-1,  —  2  4-  i,  ai,  —  i  4-  aï,  —  a  4-  ai. 

Se  rappelant  que  A„  =  i  4-  i  et  se  reportant  au  tableau  on  voit 
<iue  A„_,  =  —  2  4-  2i. 

Appliquons  alors  la  relation  (6)  pour  i  =  n  —  i 

I^n-»  =  K„_,  -h  a  -  ai 

%-n~i  est  dans  ou  sur  le  cercle  de  centre  —  i  4-  i  et  de  rayon  i . 
On  en  déduit  que  Kn_2  est  dans  ou  sur  le  cercle  de  centre  i  4-  /  et 
4e  rayon  i. 

Appliquons  la  relation  (7)  pour  i=  n  —  2 

An— o  =  •'»•«— a  -"■  ÏT 


K.„_3 


d'où  l'on  voit  comme  plus  haut  que  A„_,  est  dans  le  cercle  de 
•centre  i  4-  i  et  de  rayon  2,  d'où  A„_j  aurait  une  des  neuf  valeurs 

a,  I,  a  4-  i,  o,  1  4-  i,  i,  2  4-  ai,  i  4-  ai,  ai. 

Se  rappelant  que  A„  =  i  4-  i  et  A„_,  =  —  2  4-  ai  et  se  repor- 
tant au  tableau  on  voit  que 

A„_j  =  a  4-  ai. 
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Continuant  ce  raisonnement  on  voit  que  l'on  aurait 

A„_2A_,  =  —  2  -+- ai        A„_2/,  =  2 -h  ai     (/i  =  o,  i,  ...) 

et  par  suite,  en  supposant  n  impair  pour  fixer  les  idées 

K„  =  1  H-  i  + 


—  3 


at 


21 


Il  est  facile  de  calculer  les  réduites  successives  de  ce  dévelop- 
pement. 

P  ' 

On  trouve,  en  appelant  ^  la  réduite  dordre  i  : 

P'iii  =  (-i)'(n-i)  ^  [{^  -h  i)V  +  (v^à  -  1)2'-] 
Q',,  =  (_  ,)<  (/âH-i)''^+^-h(v/â-i)^'+* 

P'„_.  =  (_  i)i  (v/^H-irH-(v/^-ir 

Q'«_,  =  (-  i)'(i  -  i)  ^  [(v^â  +  i)^^  -  (/a  -  i)«] 
c'est-à-dire,  pour  toute  valeur  de  A- 


Or 


Donc 


P' 

"~Q'„-t 


I   K      I   _(/2   +    l)»4-(v/^  —   i)n 

'     '*  '        (v/a  ^-  1)»  _  (/a  -  i)" 


quantité  évidemment  plus  grande  que  i ,  ce  qui  contredit  la  sup- 
position  I  K„  j  <  I.  Le  théorème  est  donc  démontré  {^). 

Si  on  applique  le  procédé  du  commencement  du  n''  329  à  un 
nombre  S  non  rationnel,  on  obtient  un  développement  illimité. 


(*)    Le    développement    i   +  j  4. 1 ^ 

^  —  a  +  ai  +  I  a  +  li  + 

indéfiniment  est  le  développement  de  '    _  '. 

\/2 


prolongé 
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Ce  développement  est  convergent  et  sa  limite  est  S.  —  En  effet 
on  a  pour  toute  valeur  de  n 

c  "nPn  ~^  "n— 1 

Q„Sn-i-Q„_/ 

Donc 

Or    1  S„  I  >  v^  et  1  Q„_.  |  <  |  Q,.  |  .  Donc 

1  QnSn  4-  Qn-t  |  >  (^/^  -  l)  [  Qn  |   ■ 

Donc 

P„  I 

~^n     ^(/^-  1)1  Qui»* 
p 

Or   I  Qn  I   croît  indéfiniment,  donc  ^  tend  vers  S. 

331.  —  Equation  X^  +  Y^  +  2^  =  0. 

C'est  l'analogue  de  l'équation  x^  -h  y^  =  z*  du  n°  307.  Mai& 
pour  obtenir  une  forme  plus  symétrique  nous  remplaçons  Z  par 
iZ  et  écrivons  l'équation  X^  +  Y^  h-  Z^  =  o. 

On  voit  d'abord  que  sur  les  trois  valears  de  X,  Y,  Z  il  en  faut 
zéro  ou  deux  qui  ne  soient  pas  divisibles  par  i  —  î  et,  en  écartant 
les  solutions  non  primitives  c'est  le  second  cas  qui  se  présente. 
Soit  donc  X  divisible  par  i  —  i  et  Y,  Z,  non  divisibles. 

L'équation  s'écrit 

(X-+- Yf)(X~YO  =  — Z». 

Or  X  -f-  Yi  et  X  —  Yi  sont  premiers  entre  eux  car  un  facteur 
premier  commun  diviserait  2X  et  21Y  et  ne  pourrait  être  que 
I  —  i  lequel  ne  divise  pas  Z.  On  a  donc  : 
X  +  Yi  =  sT^ 

X  —  Yi  =  —  i  U2 

e 

£  étant  une  unité,  T  et  U  étant  des  entiers  non  divisibles  par  i  —  r 
et  premiers  entre  eux.  D'où 

X  =  i  (sT»  —  i-  U»)  =  -  fl»  —  f-V' 


2  e        '         2  \  \  e 
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On  peut  pour  simplifier  l'écriture  remplacer  -  par  U.  Ensuite 

on  peut  supposer  que  ê  =  i  ou  i,  car  si  £  =  —  i  ou  —  i  on  n'a 
qu'à  remplacer  T  et  U  par  /T  et  lU. 

Finalement  les  solutions  primitives  sont  données  par 

a  2  ^ 

(a  =  0,  i)  T  et  U  n'étant  pas  divisibles  par  i  —  i  et  étant  pre- 
miers entre  eux. 

332.  —  Impossibilité  de  l'équation  X^  +  Y^  =  Z». 
Lemme.  —  Si  A  est  un  entier  non  divisible  par  i  —  i  on  a 


A2=  I 

(mod  4) 

si      A  ^  I  (mod  a) 

A«  =  - 

I  (mod  II) 

si       A  ^  i  (mod  2) 

A*  =  i 

(mod  8) 

dans  tous  les  cas. 

Car  si  A  =  2H  -f-  I  on  a 
A*  =  4(H«  -h  H)  4-  I      et    A*  =  8[a(H2  _^_  H)a  _|_  H"  -}-  H]  +  i 

si  A  =  2H  -f-  i  on  a 

A»  =  4(H2  H-  ÏH)  —  1     et    A*  =  8[a(H''  -+-  iH)*  —  H^  —  iH]  4- 1 

Revenons  à  X*  +  Y*  =  Z^  On  peut  se  borner  aux  solutions 
primitives  (même  démonstration  qu'au  n°  309).  Alors  les  valeurs 
des  trois  inconnues  ne  sont  pas  toutes  divisibles  par  i  —  i.  Il  est 
impossible  aussi  qu'aucune  d'elles  ne  soit  divisible  par  i  —  i,  car 
en  transformant  l'équation  en  congruence  (mod  2)  il  viendrait 

2  ^  1  (mod  2). 

Enfin  il  est  évidemment  impossible  que  deux  des  valeurs  des 
inconnues  soient  divisibles  par  i  —  i  et  que  la  troisième  ne  le  soit 
pas.  Il  y  en  a  donc  une  et  une  seule  qui  est  divisible  par  i  —  i.  Ce 
ne  peut  être  Z.  Car  supposons  pour  un  instant  Z  =  (i  —  i)*Z'  avec 
Z'  ^  0  (mod  I  —  i). 

En  transformant  l'équation  en  congruence  (mod  8)  il  vient 

2  =  (i  ~  i)*«Z'«  (mod  8), 
-ou 

a  =:  2«(—  i)«Z'2  (mod  8). 
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OU  -         . 

I  =  a^-»  (—  i)a  (mod  4). 

Ceci  exige  d'abord  que  a  =  i ,  puis 

I  =  —  iZ'2  (mod  4) 
d'où 

1  ^  ±:  i  (mod  4) 
ce  qui  n'est  pas. 

Ainsi  l'un  des  nombres  X  ou  Y  est  divisible  par  i  —  /.  Suppo- 
sons que  ce  soit  X,  posons  X  =  (i  —  j)"X',  puis  changeons  de 
notation,  mettons  X  à  la  place  de  X'  ;  il  viendrait  l'équation 

(I  —  i)*"X*  -+-  Y*  =  Z^ 
ou 

(—  4)"X*  +  Y*  =  Z» 

aucun  des  nombres  X,  Y,  Z  n'étant  divisible  par  i  —  i. 
Nous  allons  traiter  l'équation  plus  générale 

(8)  .  .    £.4"X*  =  Z2_Y* 

s  étant  ±  I  ou  d=  i. 

Je  dis  d'abord  que  Z  ^  i  (mod  2).  En  effet,  dans  le  cas  con- 
traire, on  aurait  Z^i  (mod  2)  et  l'équation  (8)  tranformée  en 
congruence  (mod  4)  donnerait 

0  ^  —  I  —  1  (mod  4) 
ce  qui  n'est  pas. 

Je  dis  maintenant  que  n  >  i.  En  effet  soit  Z  =  2T  -4-  i.  Alors 

Z2=:4T(T  +  i)+  1. 

L'un  des  deux  entiers  T  ou  T  +  i  est  divisible  par  i  —  /.  Donc 

Z2=  1  (mod(i  — i)5). 

Quant  à  Y*  il  est  congru  à  i  (mod  8).  On  voit  ainsi  que  le  second 
membre  de  l'équation  (8)  est  divisible  par  (i  —  îf.  Donc  le 
premier  aussi  et,  par  suite,  n  >•  i. 

Maintenant  l'équation  s'écrit  : 

(9)  e .  4"X*  =  (Z  -  Y2)  (Z  -+-  Y*). 

Caheh.  r—  Théorie  des  nombres,  t.  II.  Ui 
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Le  plus  grand  commun  diviseur  de  Z  —  Y*  et  Z  +  Y^  divise 
2Z  et  2 Y''  ce  ne  peut  être  que  i  —  t  ou  2.  En  fait  puisque  Z  et 
Y^  sont  congrus  à  i  (mod  2)  on  voit  que  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est  2.  L'équation  (g)  donne  alors,  soif  : 

j  z  -t-  Y2  =  Ta22«-»V* 

soit  : 

jz-h  Y*r=•ri.,a..U♦' 
>7  ef  771  étant  des  unités.  Mais  ïe  second  système  se  déduisant  du 
premier  par  fe  changement  de  Y  en  /Y  on  peut  se  borner  au  pre- 
mier. Il  donne  : 

Transformée  en  congruence  (mod  4)  cette  équation  donne  : 

71  =  ±:  I. 

Donc  on  a  :  soit 
(10)  7i,aa"->¥*  =  Y^  —  U*. 

soit 

•r)i2.2"-2V*  =  Y»  +  U*. 

Mais  la,  secontie  équation  se  déduit  de  la  première  par  le  chan- 
gement de  yji  en  —  yjj  et  de  Y  en  iY.  On  peot  donc  se  borner  à  la 
première  (10). 

Or  cette  équation  (10)  est  de  même  forme  que  la  proposée  mais 
n  est  remplacé  par  n  —  i .  En  continuant  de  la  même  façon  on 
arriverait  donc  à  une  équation  toujours  de  même  forme  mais  où  n 
serait  égal  à  i.  Or  nous  avons  vu  que  c'est  impossible. 

Remarque.  —  Ce  résultat  contient  celui  du  n°  309  comme  cas 
particulier  puisque  le  corps  C[i)  contient  le  corps  G(r). 


NOTES  ET  EXERQCES 

l.  —  Si  un  entier  réel  est  divisible  par  ua  entier  conaplexe  a  -+■  bi 
n'ayant  pas  de  diviseur  réel  autre  que  dz  i ,  il  est  aussi  divisible  par 
a2  -+-  b\ 


NOTES    ET    EXERCICES  643 

II.  —  Pour  un  entier  réel  a  on  a  un  système  complet  (mod  a)  par 
^les  entiers   x  H-  ji   ou   x,  j  =  o,  i,  ...  j  a  |  —  i. 

Pour  un  entier  complexe  a  -f-  hi  sans  facteur  réel  autre  que  ±  i , 
on  a  un  système  complet  (mod  a  h-  hi)  par  les  entiers 

o,  I,  2,  ...  a"  -f-62  —  I, 

III.  —  Soit  P  un  nombre  premier  du  corps  G(i),  dans  le  dévelop- 
pement de  (x  H-  y)  ^\")  tous  les  coefficients  sauf  ceux  de  x^^v)  et 
dey^*'^   )  sont  divisibles  par  P. 

En  déduire  une  démonstration  du  théorème  de  Fermai  (cf.  n°  2). 

IV.  —  Chercher  les  généralisations  possibles,  pour  les  entiers  com- 
plexes, des  notes  et  exercices  des  chapitres  I  et  II. 

V.  —  Dans  l'équation   X^  H-  Y^  +  Z»  =  o,   si  l'on  pose 

\  =  x-^ia:f         Y=y-f-i/         Z  =  z-t-iV 

X,  x\  ...  étant  réels  on  obtient  le  système 

j       a;«  _f-  y»  _4_  2«  =  a/ï  ^_  y»  ^  ^'i 
(  xx'  H-  yy^  -h  zz/  =  o. 

Le  n°  331  donne  donc  la  solution  de  ce  système  diophantien  en 
•entiers  réels. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  les  solutions  non  primitives  de 
l'équation  peuvent  donner  des  solutions  primitives  du  système. 

Ce  système  a  une  interprétation  géométrique  simple  :  Dans  an  réseau 
trirectangalaire  cubique  trouver  les  ensembles  de  trois  sommets  Jormant 
«M  triangle  rectangle  isocèle. 


CHAPITRE   XXVII 


ARITHMÉTIQUE  DANS  LE  CORPS  C(tV3)(*) 


333  -Il  semblerait  maintenanl  naturel  d'étudier  les  nombres 
a,  -t-  YiV3  (X,  y  entiers)  par  analogie  avec  les  entiers  x  +  yi  du 
cbapL  précédent.  On  établirait  facilement  les  résultats  analogues 
à  ceux  des  n-  313  et  314,  mais  la  théorie  de  la  division  (n  315) 
ne  s'appliquerait  plus.  Car  en  cherchant  à  la  répéter  on  serait 
amené  à  la  question  suivante  :  Étant  donnés  les  nombres  ration- 
nels p  et  q,  déterminer  les  entiers  x,  y,  tels  que 

1      , 

Mais  cela  n'est  pas  toujours  possible  car  si   p  =  m  -4-  -  et 

q  =  n-i-'-{m,n,  entiers),  la  plus  petite  valeur  possible  de 

s'obtient  pour  .  =  m  y  =  .  et  elle  est  égale  à  -  On  ne  peut 
donc  poursuivre  dans  le  même  sens  et  on  ne  peut  établir  de  cette 
façon  une  théorie  analogue  à  celle  des  nombres  premiers. 

D'ailleurs  il  est  visible  qu'une  telle  théorie  ne  peut  être  établie 
d'aucune  façon  parce  que,  si  elle  pouvait  l'être,  on  en  déduirait  la 
théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  et  celle  des  nombres 
premiers,  et  par  suite  les  nombres  x  +  yi  ^3  obéiraient  aux  mêmes 
lois  de  divisibilité  que  les  entiers  ordinaires  ou  ceux  du  corps  L{i). 
Or  cela  n'est  pas  comme  on  le  voit  sur  l'exemple  suivant. 

(!)  Jacobi.  Ges.  Werke,  t.  VI,  p.  233  et  275. 
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On  a 

(i -f-iV3)  (i  —  iv/3)  =  a.2. 

Or  on  s'assure  par  tâtonnements,  que  chacun  des  facteurs 
(i  +  i/3),     1  —  iV3,     2, 

n'est  divisible  que  par  lui-même  ou  par  une  unité,  ces  dernières 
étant  ±1.  On  a  ainsi  deux  produits  formés  de  facteurs  qui 
devraient  être  appelés  premiers,  ces  deux  produits  étant  égaux  sans 
■que  les  facteurs  de  l'un  soient  associés  de  ceux  de  l'autre. 

Renonçant,  pour  le  moment  à  étudier  cet  ensemble  de  nombres  (*) 
•nous  allons  étudier  l'ensemble  des  nombres 

—  1  H-  i/3 

^  +  y 2 

où  X  et  y  sont  des  entiers  ordinaires.  Cet  ensemble  comprend  le 
^précédent,  car  x  -+-  yi\/3  =  (x  -h  j)  -+-  ay       i  -h  iv    ^  gj  ^j^^^g  ^^ 

nouvel  ensemble  nous  trouverons  une  théorie  absolument  analogue 
à  celle  des  entiers  ordinaires,  ou  à  celle  des  entiers  du  corps  C(i). 

Ces  nombres  x  -\-  y       ^  ~l~  'v    apprrtient  au  corps  C(iV3)  et 

nous  les  appellerons  les  nombres  entiers  de  ce  corps. 

On  peut  encore  les  définir  de  la  façon  suivante  :  Un  nombre 
-entier  du  corps  C(iV3)  est  un  nombre  appartenant  à  ce  corps  et 
qui  satisfait  à  une  équation  du  second  degré  à  coejjîcients  entiers 
^ont  le  premier  coefficient  est  i. 

En  efiFet  soit  l'entier  X  =  x  -\-  'y       ^      ^^    .    Il  satisfait  à 

''  2 

l'équation 

X^  —  (ax  —  y)\  -h  x^  —  xy  -\-  y^  =  o 

•qui  est  bien  de  la  forme  indiquée. 

Réciproquement  soit  une  équation  de  la  forme  indiquée 

X*  -h  /)X  H-  9  =  o. 
Les  racines  sont      P      ^P        ^^ .  Pour  que  l'une  d'elles  appar- 

<(')  Nous  le  ferons  plus  loin  (Cbap.  XXXI). 
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tienne  au  corps  C(i  v^)  (et  alors  l'autre  y  appartient  aussi)  il  faut 
et  suffit  que 

(i)  p»  — 49  =  -3»n« 

(m  entier)  ;  alors  ces  racines  sont 


p  -I-  eim  \/5  tm  —  ». 

-^ ou -htm 


(^,^i±K^y 


Mais  p  et  m  sont  de  même  parité,  à  cause  de  (i),  donc  ces 
racines  sont  bien  de  la  forme   x  -h  y       ^  "^  '  v ,  . 

En  développant  la  théorie  de  ces  entiers  nous  verrons  qu'ils  sont 
en  rapport  avec  celle  des  formes  quadratiques  de  déterminant  —  3, 
de  même  que  les  entiers  du  corps  G(t)  sont  en  rapport  avec  les 
formes  quadratiques  de  déterminant  —  4. 

Nous  désignerons  dans  ce  qui  va  suivre  l'entier  — —  paij 

et  par  conséquent  les  entiers  du  corps  G(zV3)  par  x  -hyj'  D'ailleurs 
le  corps  C(iV3)  est  identique  au  corps  C{J). 

Le  nombre  conjugué  de  j  est  j  =       ^  .  Les  nombres  jf » 

et  y  sont  les  raciiws  de  l'équation  X*  -i-  X  -+-  i  =  o. 
Remarquons  les  relations 

j  +  J  =  —  1      jj  =  1      P  =J      ?  =j      /'  =T  =  1- 

Le  conjugué  de  a;  +  yj  est  x  -h  yj , 

La  norme  d'un  nombre  x  +  yj  est  par  définition 

%{x  -+-  yj)  =  (x  -+-  yj)  {x  -+-  yj)  =x^  —  xy  -ty^. 

Les  résultats  des  n°'  312  et  313  s'appliquent. 

334.  —  Pour  voir  que  l'algorithme  de  la  division  s'applique  oa^ 
est    ramené   à   démontrer  qu'étant  donné  un  nombre    p  -+-  qjy 
(p,  9,  réels  quelconque)  on  peut  toujours  déterminer  un  nombre* 
entier  x  +  yj  tel  que 

%(p  H-  qj  —  (a:  +  yj))  <  i 
ou 

(p  _  xf  —  {p  —  x)  {q  —  y)  ^  {q  —  y)'i  <  l. 
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Or  cette  inégalité  pent  s'écrire 

On  choisira  d'abord  y  par  la  condition 

\q-y\<'- 

puis  X  par  la  condition 

1  —  y 


p X 


^  1 


Alors  le  premier  membre  de  rinégalité  sera  au  plus  égal  à 

T  +  YTj ,  quantité  plus  petite  que  i . 

Le  résultat-  précédent  peut  s'obtenir  par  une  représentation 
géométrique. 

Le  nombre  j  =  ^  +  v  ggj  représenté  par  le  point  de  coor- 
données ^^ ,  —  dans  tm  système  d'axes  rectangulaires  Ox,  Oy, 

et  les  entiers  x  -f-  yj  par  les  sommets  du  réseau  construit  sur  les 
points  o,  ijj. 
On  peut  encore  dire  :  considérons  un  sjslème  d'axes  xoy'  ou 

xÔy'  =  ^ .  Le  point  x  -f-  yj  est  représenté  dans  ce  système  par  le 

point  de  coordonnées  x,  y. 

Si  un  nombre  a  comme  affixe  tm  point  M,  sa  norme  e^  égale  à 

m\ 

Si  deux  nombres  ont<x)mme  affixes  M  et  M',  la  «orme  de  leur 

7% 

difîerence  est  égale  à  MM  . 

Le  problème  posé  plus  haut  revient  alors,  étant  donné  un  point 
M  du  plan  à  trouver  uu  sommet  de  réseau  qui  en  soit  distaol  de 
moins  de  i . 

Or,  si  l'on  /trace  de  chaque  sommet  de  réseau  comme  ceab*e  un 
cercle  die  rayon  i ,  on  voit  que  iont  pcànît  du  plan  se  trouve  au 
moins  dans  trois  de  cercles. 

335.  Uiiftés.  Nombres  asBOciés.  —  La  définition  des  unités 
est  la  même  ^'an  oP  314.  Pour  qu'un  nomin-e  soit  ime  nnité  il 
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faut  et  il  suffit  qu'il  divise  i.  Pour  qu'un  nombre  soit  une  unité  il 
faut  et  il  suffit  que  sa  norme  soit  i.  Pour  trouver  les  unités  x-{-yj 
il  faut  donc  résoudre  l'équation  : 

a;2  2;j  +  ^2  __    I  ^ 

£lle  s'écrit  : 

(ax  —  yf  H-  Zy^  =  4- 

Elle  a  comme  solutions  : 

iC=±l       X  ^=  0       x  =  \        X  =        o       X  =s  —  1 
7=       o      y  =  i       y=i       y  =  —  i'y  =  —  1 

d'où  les  six  unités 

±1,      ±/.      ±(i+y) 
ou  encore 

±1.     ±i,     ±; 

ou  encore 

±  1,    ±y,    ±j\ 

On  remarquera  que  ce  sont  les  puissances  successives  de  —  /. 
Car 

(-  /T  =  -h  i-jr  =j''  (-jt =-!.(-  ;y =y 

On  dit  que  deux  nombres  sont  associés  lorsque  leur  rapport  est 
une  unité.  ,0n  voit  alors  que  tout  entier  a  4-  6/  a  6  associés  qui 
sont  : 

a-hbj,      —  a  —  bj,      —  b-+-(a  —  b)j,     b  —  (a  —  b)j,     b  —  a  —  u/, 

—  6  -t-  a  -h  q/. 

Deux  nombres  associés  ont  les  mêmes  diviseurs  et  les  mêmes 
multiples. 

336.  Représentation  géométrique  des  multiples  d'un 
nombre  a  +  bj.  —  Soit  A  l'affîxe  de  a  -f-  bj  ;  celle  de  j{a  H-  bj) 

s'obtient  en  faisant  tourner  A  de  -^  autour  de  0,  soit  A'.  Alors 

les  affixes  des  nombres  (rc  4-  yj)  (a  H-  bj)  sont  les  sommets  du 
réseau  construit  sur  le  parallélogramme  dont  0,  A,  A'  sont  trois 
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sommets.  Ce  réseau  reste  identique  à  lui-même  quand  on  le  fait 
tourner  de  o,  0,    T*  ^'  T'  'T  ^lutour  de  0. 

^       337.  Plus  grand  commun  diviseur.  —  Théorie  identique  à 
celle  développée  pour  les  entiers  ordinaires  et  pour  ceux  du  corps 

Il  y  a  6  entiers,  associés  entre  eux,  qui  peuvent  jouer  le  rôle 
de  plus  grand  commun  diviseur  d'entiers  donnés.  On  choisira  celui 
qui  est  dans  le  domaine  A  limité  par  les  deux  demi-droites  D  et 

D'  faisant  avec  Ox  des  angles  -+-  g  et  —  g ,  la  première  exclue,  la 

seconde  incluse. 

Les  nombres  de  ce  domaine  A  sont  deux  à  deux  imaginaires 
conjugués  sauf  ceux  qui  sont  sur  la  demi-droite  D'.  Ces  derniers 
sont  de  la  forme  a  —  aj. 

On  trouve  facilement  les  conditions  pour  que  a  ■+-  bj  appar- 
tienne au  domaine  A,  à  savoir  : 

aa  —  6  >  o 
—  20  «<  26  «<  a. 

Tout  ce  qu'on  a  dit  aux  n°'  315  et  316  s'applique  encore  ici. 

338.  Ensemble  complet,  mod  a  4-  bj.  — Même  définition  qu'au 
n°  313. 

On  est  amené  aux  conditions  " 

(a  —  b)x  -\-by^(a  —  b)x'  ■+■  bv'  {        ,  ,  „ 
ox  —  ay  ^  ox  —  ay  (. 

Ici 

m  =  a^  —  a6  -f-  6^ 
r  =  2  • 

e,  =  D(a,6) 

_  ga  ^  q6  4-  6^ 

''-        D(a,6)       • 

Le  nombre  d'éléments  d'un  système  complet,  mod  a  -+-  bj  est 

donc 

gz  _  a6  -I-  b^yi 

g"  —  qfe  H-  6^)' 


»«■>')  X  — D^ 
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c'est-à-dire  égai  à  %{a  -f-  bj). 

On  jpeut  retrouver  ce  résultat  par  la  représentation  géométrique^ 
Si  l'on  construit  un  parallélogramnie  équipollent  à  celui  du 
n"  336  et  dont  aucun  côté  ne  passe  par  un  point  du  réseau,  quel- 
conque d'ailleurfi,  les  points  à  l'intérieur  de  ce  parallélogramme 
sont  les  affixes  d'un  système  complet  (mod  a  -+■  bj).  Leur  nombre 
est  égal  à  la  surface  de  ce  parallélogramme  évaluée  en  prenant 
comme  unité  le  parallélogramme  élémentaire  du  réseau,  c'est 
a^  —ah-h  6'. 

Les  résultats  des  n°^  318  et  319  s'appliquent  sans  modifications. 

339.  Nombres  premiers  absolus.  —  On  appelle  nombre 
premier  dans  le  corps  G(j)  un  entier  qui  ap}>artient  au  domaine  A, 
et  qui  n'a  d'autre  diviseur  appartenant  à  ce  domaine  que  lui-même 
et  le  nombre  i.  Il  en  résulte  qu'il  n'a  d'autres  diviseurs  que  lui- 
même,  ses  associés,  et  les  unités. 

Réciproquement,  tout  entier  du  corps  C{j)  qui  n'est  divisible- 
quepar  lui-même,  ses  associés  et  les  unités,  est  premier  s'il  appar- 
tient au  domaine  A,  associé  d'un  nombre  premier  s'il  n'aj^ar- 
tient  pas  au  domaine  A. 

Tout  entier  du  corps  C{j)  est  décomposahle^  et  cda  d'âne  seule- 
manière  en  un  produit  de  la  forme 

P,  Q,  H,  ...  étant  des  faciews  premiers. 
a,  |S,  ...  étant  des  exposants  positifs. 
X  étant  égal  à  o,  i ,  2,  3,  4  ou  5. 

340.  Les  nombres  premiers  du  corps  CO)  déduits  des  nom- 
bres premiers  ordinaires.  —  Nous  allons  chercher  successive- 
ment les  nombres  premiers  du  corps  'G(j)  : 

1°  Qui  sont  réels  ;  2°  qui  sont  sur  OD'  ;  3°  qui  ne  sont  ni  réels 
ni  sur  OD'. 

1°  Nombres  premiers  réels  du  corps  C{j).  Il  ne  sont  à  chercher 
que  dans  les  nombres  première  du  corps  C(i). 

Théorème.  —  Les  nombres  premiers  dans  le  corps  G  (i)  qui  sont 
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représeniables  par  la  forme  a*  —  a6*  -+■  b^  ne  sont  pas  premiers 
dans  le  corps  C  (i).  Réciproquement  les  nombres  premiers  dans  le 
corps    C(i)   qui  ne  sont  pas  premiers  dans   le  corps  C(j)  sont 
représentables  par  la  Jorme  a^  —  ab  -h  b. 
Soit  : 

p  =  a^  —  ab  -h  6^     d'où    p  =  (a  -h  bj)  (a  +  6/). 

Aucun  des  deux  facteurs  a  -\-  bj,  a  -h  bj-,  n'est  une  unité  ni  un 
associé  de  p,  puisque  leur  norme  est  p.  Donc  p  n'est  pas  premier. 

Réciproquement,  supposons  que  p  ne  soit  pas  premier  dans  le 
corps  G{j).  Il  aura  un  facteur  qui  ne  sera  ni  lui-même,  ni  un  de 
ses  associés,  ni  une  unité,  et  qui  sera  nécessairement  imaginaire  ; 
soit  a  -h  bj.  Alors 

p  =  (a-h  bj)(c  -h  ij). 

Le  facteur  c  -\-  dj  sera  lui-même  différent  de  p,  de  ses  associés 
et  des  unités. 

Prenant  les  normes  des  deux  membres  de  l'ég^allté,  il  vient  : 

p2  =  (a«  —  a6  -4-  6»)  (c*  —  cd  -h  rf^). 

Aucun  des  facteurs  du  second  membre  n'est  égal  à  i,  cette 
égalité  exige  donc  que 

p  z=  a2  —  a6  -f-  6=*  =  c2  —  cci  -f-  d^. 

2°  Nombres  premiers  qui  sont  sur  OD'.  Les  entiers  qui  sont  sur 
OD'  sont  de  la  forme  a  —  aj.  Le  seul  qui  puisse  être  premier  est 
I  — j.  Il  l'est  efflectivement  car  sa  norme  est  3,  il  ne  peut  donc 
être  divisible  que  par  des  entiers  de  norme  i  ou  3,  c'est-à-dire  par 
les  unités,  ou  par  les  nombres 

i—j,     —  1  H-y,     a +y,     —2—/,     i  -h  y,     —1  —  2/. 

Or,  ces  derniers  sont  les  associés  de  i  — j. 

3°  Nombres  premiers  qui  ne  sont  ni  réels  ni  sur  OD'.  Soit 
a  -f-  bj  un  tel  nombre. 

On  voit  d'abord  que  a  —  bj  est  premier  aussi,  ensuite  que 
a*  —  a6  -h  6^  est  premier  dans  le  corps  C  (i)  de  sorte  que  :  si  un 
entier  a  -+■  bj  est  premier  dans  le  corps  C{j)^  sa  norme  est  un 
nombre  premier  dans  le  corps  C  (  i  )  et  représentabœ  par  la  Jormer 
a^  —  ab  -h  h\ 
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Réciproquement  soit  p  un  nombre  premier  dans  le  corps  C(i) 
€t  représentable  par  la  forme  a*  —  ab  -\-  b^.  Alors  a  -+■  bj  est 
premier. 

Résumé.  —  Les  nombres  premiers  du  corps  C{j)  sont  : 

1°  Les  nombres  premiers  ordinaires  qui  ne  sont  pas  représen- 
iables  par  lajorme  a^  —  ab  -+-  b*  ; 

2°  Le  nombre  i  — j  ; 

3"  Les  nombres  a  -h  bj  appartenant  au  domaine  A  et  dans  les- 
quels a'  —  ab  -h  b^  est  un  nombre  premier  ordinaire.  Ces  derniers 
sont  conjugués  deux  à  deux. 

341.  —  Reste  à  déterminer  les  nombres  premiers  ordinaires  qui 
sont  de  la  forme  a^  —  ab  -\-  b^.  On  a  vu  au  n°  206  que  à  part 
2  et  3  ce  sont  ceux  de  la  forme  6/i  -t-  i.  Un  tel  nombre  a  six 
représentations,  l'une  d'elles  étant  a*  —  ab  +  6*  les  autres  sont  : 

feï  _  6  (6  —  a)  -f-  (6  —  a)»  "^ 

(6  _  a)«  ~  {6  —  a){—  a)  -+-  (—  a)' 
(-a)«-(-a)(-6)  +  (-6)=' 
(~  by  —  (—  b){a  —  6)  +  (a  —  by 
(a  —  by  —  [a—b)a-\-  a* 

d'où  les  six  entiers 

■a-\-bj,  6 +  (6  —  a)j,  b — a — aj,  — a — bj,  — 6 -H  (a  —  b]j,  a  —  b-\~o.j 

•qui  sont  associés. 

Mais  deux  seulement  de  ces  entiers  appartiennent  au  domaine  A  ; 
ils  sont  conjugués. 

Ainsi 

7  =  3^  —  3.1  -+-  1*  donne  3  -t-  /  et  3  -+- j. 

19  =  5^  —  5.2  +  2^  donne  5  H-  aJ et  5  -H  2J,  etc. 

Quant  à  3,  il  n'est  pas  premier,  car  3  =  (i  — j)  (i  —  j)  ; 

2  est  premier,  car  il  ne  peut  se  mettre  sous  la  forme  a^  —  ab-+-b^. 

D'ailleurs  les  résultats  précédents  peuvent  se  démontrer  sans 
faire  appel  à  la  théorie  des  formes  quadratiques,  de  la  façon  sui- 
vante : 

1"  Un  nombre  premier  ordinaire  de  lajorme  6h  —  1  n*est  pas 
représentable  par  la  Jorme  a^  —  ab  -h  b^. 
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Car  l'égalité  p  =  a^  —  ab  -^  b^  transformée  en  congruence 
(mod  3)  est  alors  impossible. 

2"  Le  nombre  premier  3  est  représentable  par  la  forme  a-  —  ab-\-  6*. 

Car3  =  i^—i(—i) -+-(—!»). 

3°  Un  nombre  premier  ordinaire  de  la  forme  6A  -f-  i  est  repré- 
sentable par  la  forme  a*  —  ab  -+-  b^. 

Soit  jP  un  tel  nombre.  La  congruence 

xP~*  ^  I  (modp) 

admet  les  p  —  i  solutions  x=  i,  2,  ...  p  —  i ,  et  de  plus  la  solu- 
tion IX  =j  car  0)^~*  =  {jy^  =  I.  Donc  p  n'est  pas  premier,  etc. 

342.  Indicateur.  —  La  définition  est  la  même  qu'au  n*  323. 
Le  résultat  est  le  même.  L'indicateur  d'un  entier  N  est 


HN)  =  %(N)(,-^)(.-^^) 


P,  Q,  ..,  étant  les  facteurs  premiers  de  N.  Toute  la  suite  du  n*323 
se  généralise  pour  le  corps  C{j). 

343.  Théorème  de  Fermât  et  d'Euler.  —  L'énoncé,  la  dé- 
monstration et  les  conséquences  sont  les  mêmes  que  dans  le  corps 
C(i)  (n°*  324  à  326).  En  particulier  on  définit  l'exposant,  par 
rapport  à  un  module  N,  d'un  entier  A  premier  à  N.  C'est  un 
diviseur  de  ^Ç^).  Quel  que  soit  N,  le  nombre  i  appartient  à  l'ex- 
posant I,  le  nombre  —  i  à  l'exposant  2,  les  nombres  J  et  j  à  l'ex- 
posant 3,  les  nombres  — j  et  —  /à  l'exposant  6,  sauf  pour  des 
valeurs  particulières  de  N  faciles  à  énumérer. 

L'étude  du  groupe  des  classes  d'entiers  relativement  à  un  mo- 
dule P»  se  fait  comme  dans  le  corps  C(/).  Il  y  a  des  racines  primi- 
tives si  a  =r  I . 

Si  a  >  I  il  y  a  deux  cas  à  considérer.  Si  P  est  complexe  il  y  a 
des  racines  primitives  pour  P«.  Si  P  est  réel  il  n'y  en  a  pas,  le 
rang  de  groupe  est  2,  les  invariants  sont  p^—^  et  (p^  —  i)  p'—^. 

Il  y  a  exception  pour  2». 

On  étudie  facilement  ce  cas,  puis  le  cas  général  d'un  module 
quelconque. 
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344.  Analyse  diophantieime  du  second  degré  à  une  inconnue 

—  Quels  que  soient  les  nombres  réels  a  et  6,  a  4-  bj  a  deux  racines 
carrées   qui   sont    :    x  ■+■  yj,  y  étant  l'une  des  deux  valeurs 


"^  et  X  étant  égal  à  -^ 


Y   "     .  3  ~  °~  ~      2J 

On  peut  donc  facilement  reconnaître  si  un  entier  a  ■+-  bj  est 

carré  parfait. 

On  en  déduit  la  solution  de  l'équation  la  plus  générale  du  second 

degré. 

345.  Gongruences  du  2^  degré  à  iine  inconnue.  —  Con- 
gruence  X^  ^  A  (mod  2).  11  y  a  quatre  restes  possibles  (mod  2), 
à  savoir  o,  1 ,  j,  i  +  j  qui  élevés  au  carré  donnent  respectivement 
(mod  2),  o,  I,  I  -hj,j. 

Donc  la  congruence  X^  ^  A.  (mod  2)  a  toujours  une  solution 
et  une  seule. 

Congruence  X^  ^  A  [mod  P)  (P  premier  pf  2).  Si  A  ^  o  il  y  a 
une  solution  X  ^  0.  Si  A  ^  o  il  y  a  deux  solutions,  égales  mais 
de  signes  contraires  si  A  est  reste  quadratique  de  P.  Les  théorèmes 
du  n<»  36  et  la  définition  du  caractère  quadratique  s'appliquent. 

Les  unités  i,j,  —  i  — j  sont  restes  quadratiques  de  tout  mo- 
dule premier  car  ce  sont  des  carrés  parfaits. 

346.  Théorie  des  fractions  continuelles  dans  le  corps  C(y}(>). 
—  Considérons  les  hexagones  réguliers  ayant  pour  centres  les 

affîxés  des  entiers  du  corps  C(jf),  pour  rayon  -^  et  ayant  deux 

côtés  parallèles  à  Ox.  Nous  conviendrons  que  si  l'on  divise  le  contour 
d'un  de  ces  hexagones  par  une  parallèle  à  Oy  passant  par  son  centre, 
il  n'y  a  que  la  partie  de  gauche  du  contour,  non  compris  le  point  le 
plus  haut,  qui  fasse  partie  de  l'hexagone.  Les  hexagones  ainsi  formés 
recouvrent  tout  le  plan,  sans  lacunes,  et  une  seule  fois,  c'est-à-dire 
que  tout  point  du  plan  se  trouve  dans  un  de  ces  hexagones  et  dans 
^n  seul. 

Ceci  posp  nous  définirons  l'entier  a  -^  bj  h  plus  approché  d'un 

(^)  HuRwiTz,  Acl.  mat.,  11  (1887-1888)  p.  197. 
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nombre  quelconque  s  -+■  tj  en  disant  que  c'est  le  centre  de  l'hexa- 
gone dans  lequel  se  trouve  s  -\-  tj. 

On  définit  alors  le  développement  en  fraction  continuelle  abso- 
lument comme  pour  le  cocpa  G(i).  La  quantité  S„_i  —  A„_i 
est    dans    l'hexagone   H^    d'où    l'on    déduit    que    la    quantité 

g   __    —  gg^.  (jjijjg  jjj  T^^(gja^  R  extérieure  aux  six  ceccles 

S„_i  —  A„_i  ^ 

de  rayon  i  ayant  pour  centres  les  affixes  des  six  unités  (ou  sur 
une  partie  du  contour  de  R  facile  à  préciser).  On  en  déduit 
|S„  I  >  v/3. 

Il  y  a  certaines  suites  de  valeurs  que  ne  peuvent  pas  prendre 
les  A„,  en  particulier  si  A„  est  égal  à  —  2  ou  à  îy  ou  à  —  i  -+-7> 
An+i  ne  peut  être  égal  à  2  -+-  j.  On  démontre  alors  comme  au 
n"  330  que  les  dénominateurs  des  réduites  vont  en  croissant,  etc. 

347.  Equation  X^  -j-  Y»^  =  Z»  dcms  le  cofrps  C{j).  —  Nous 
allons  montrer  que  cette  équation  n'a  pas  d'autres  solutions  que 
celles  où  l'une  des  trois  inconnues  a  la  valeur  zéro.  Ce  sera  une 
généralisation  du  résultat  du  n"  310, 

Nous  donnons  à  l'équation  la  forme  plus  symétrique 

X3  H-  Y»  H-  Z'  =  o 

en  remplaçant  Z.  par  —  Z. 

Lemme  1.  —  Quand  un  entier  A  n'est  pas  divisible  par  i  — j, 
tan  des  trois  entiers  A,  Aj,  A./  est  tel  que  le  coefficient  de  j  soit 
divisible  par  3. 


Soit  : 
Alors 


A  =  a  +  bj. 

Aj  =  —  b -i- (a  —  by 
Aj  =—a-hb  —  ai. 


Si  dans  aucun  de  ces  trois  entiers  le  coefficient  de  J  n'était  di- 
visible par  3,  on  aiurait 

a  ^  e,         b  ^  —  e  (mod  3) 

£  étant  +  ou  —  1 .  Alors  a  -+-  bj  serait,  divisible  par  1  —  /. 
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Lemme  IL  —  Le  cube  de  tout  entier  du  corps  C(jf)  est  congru 
(mod  3)  à  un  entier  réel. 

En  effet  , 

(a  H-  6/)»  =  a»  4-  6»  (mod  3).  Â 

Lemme  IIL  —  Quand  un  entier  du  corps  C{j)   est  congru 
[mod  I  — j)  àe  (e  =  ±  i),  son  cube  est  congru  (mod{i  — jY)  à  e. 
Soit  : 

A  =  e-hB(i-y). 
On  a 

A»  =  e  +  (1  — _/)»  [  — y»B  —  ef  B^i  —  /)  -h  B']. 

Ces  lemmes  étant  démontrés, 

I*  Si  r égalité  X'  4-  Y'  H-  Z'  =  o  est  satisfaite,  l'un  des  trois 
entiers  X,  Y,  Z  est  divisible  par  i  — j. 

En  effet,  comme  o,  -h  i  et  —  i  forment  un  système  complet 
(mod  I  — j),  si  aucun  des  trois  entiers  X,  Y,  Z  n'était  divisible 
par  I  — y  on  aurait 

X  =  e         Y  =  t'         Z  =  e"(modi— j) 

£,  e'  e"  étant  égaux  à  ±  i.  Alors  d'après  le  lemme  III  on  aurait  : 
e  -h  e'  H-  e"  =  o  (mod  (i  —  j)»). 

Or  £  +  e'  -f-  s"  ne  peut  être  égal  qu'à  ±  i ,  ±  3  et  la  congruence 
n'est  pas  vérifiée. 

2"  Soit  donc  Z  celui  des  trois  entiers  X,  Y,  Z  qui  est  divisible 
par  I  —  /. 

Alors  au  lieu  de  Z,  écrivons  (i  — y)'"Z  (m  >  o),  l'équation 
devient  : 

X»  +  Y»  -+-(r  — /)=""Z'=o. 

Nous  discuterons  l'équation  plus  générale 

(3)  X3  +  Y3==  e(i  —  y)3'"Z» 

e  étant  une  unité.  ' 

X  et  Y  ne  sont  pas  divisible  par  i  — j.  On  peut  d'ailleur,  sans 
changer  l'équation  remplacer  X  par  Xj  ou  Xj  ,  et  Y  par  Yy  ou  Yjf 
on  peut  donc,  d'après  le  lemme  I  supposer  que  dans  X  et  Y  le  cœffi* 
cient  de  jf  soit  divisible  par  3. 
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L'équation  (3).  s'écrit 
<4)  (X  +  Y)  (X  H-  Yy)  (X  +  Y/)  =  e(i  -  j)3'"Z3 

3°  Chaque  facteur  du  premier  membre  est  divisible  par  i  — j, 
-de  plus  les  deux  derniers  ne  sont  pas  divisibles  par  (i  — jy  c'est-à- 
dire  par  3. 

En  effet  le  facteur  premier  i  —  j  entrant  dans  le  produit 
(X  H-  Yj  (X  4-  Yy)  (X  -4-  Yj  )  entre  au  moins  dans  un  des  fac- 
teurs. 

Mais  comme  la  différence  de  deux  quelconques  de  ces  facteurs 
«st  divisible  par  i  — J,  il  en  résulte  que  i  — j  entre  dans  chacun 
•d'eux. 

De  plus  X  -f-  YJ  et  X  -h  Y/  ne  sont  pas  divisibles  par  3.  En 
effet,  dans  X  et  Y  le  coefficient  de  /  est  divisible  par  3,  c'est-à-dire 
que 

X  =  a  H-  36/        Y  =  c  -^  Mj. 

Donc 

X  H-  Yy  =  a  -+-  çy-  -f-  3  {b-hdj)j. 

Si  X  -f-  Yy  était  divisible  par  3  ;   a  -h  cy  le  serait  aussi,  c'est-à- 
dire  que  a  et  c  le  seraient,  donc  aussi  X  et  Y^  ce  qui  n'est  pas. 
La  démonstration  est  la  même  pour  X  -f-  Yy . 
4°  L'exposant  m  est  plus  grand  que  i .  En  effet 

X  +  Y  =  a  -+-  c  -+-  3  (6  -h  d)y 

■étant  divisible  par  i  — j  c'est  que  a  -¥•  c  l'est.  Comme  a  -h  c  est 
réel  il  est  donc  divisible  par  3.  Donc  X  -f-  Y  est  divisible  par  3. 
Donc  le  premier  membre  de  l'équation  (4)  contient  au  moins 
4  fois  le  facteur  i  —  j.  Donc  m  >  i  (sauf  si  l'une  des  inconnues 
est  nulle) . 

Nous  poserons  donc  : 

/X-h  Y      =(l   _/)3m-2g'W3 

(5)  X-t-Yy  =:(i-j)e"H' 

(x  +  Yy  =  (i  —  yv'K» 

«',  e"f  e"'  étant  des  unités,  W,  H,  K  étant  des  entiers  non  divisibles 
par  I  —y. 

Cahbm.  — .  Théorie  des  nombres,  t.  II.  4> 
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De  plus  W,  H,  K  n'ont  pas  de  facteur  premier  commun,  car 
un  tel  facteur  diviserait  X  -i-  Y,  X  -h  Y/,  donc  aussi  X(i  —7)  et 
Y(i  — j),  ce  qui  est  impossible  puisque  ce  facteur  n'est  pas  (i  — j)- 
et  que  X  et  Y  sont  premiers  entre  «ux. 

Eliminant  X  et  Y  entre  les  équations  (5)  il  vient  : 

p"'  p' 

H»  -h  ^  jK3  =  ~  ^j\x  -  jy— »w» 

ou 

(6)  U}  -+-  e,K3  =  «,'(i  —  »'»'-3W» 

«1,  e\  étant  encore  des  unités,  m  étant  plus  grand  que  i. 

Transformée  en  congruence  (mod  3)  cette  égalité  donne,  d'après 
le  lemme  III 

et  alors  l'équation  (6)  s'écrit,  en  changeant  s'il  le  faut  K  en  —  K  : 

H'  H-  K»  =  ei'(i  —  j)='(»'-')W» 

équation  de  même  forme  que  (3),  mais  où  Texposant  m  a  diminué 
d'une  unité.  En  recommençant  les  raisonnements  précédents  sur 
cette  équation  on  arrive  à  une  équation  de  même  forme  oîi  m  =  i. 
Alors  l'une  des  inconnues  est  forcément  nulle  et,  en  remontant  la 
suite  des  transformations,  on  voit  qu'il  en  est  de  même  de  l'une 
des  inconnues  X,  Y,  Z. 

On  remarquera  que,  non  seulement  ce  résultat  est  plus  général 
que  celui  du  n*  3 10,  mais  que  sa  démonstration  est  plus  simple. 


CHAPITRE  XXVîII 


THÉOKIE    GÉiqÉRALE    DES    CORPS    QUADRATIQUES 
ENTIERS.   UNITÉS 


348.  —  Les  nombres  quadratiques  ont  été  déûnis  an  Chapitre  V. 

Ce  sont  les  nombres  p  -h  q  \^in  {p,  q,  rationnels,  m  entier  non 
carré).  L'ensemble  de  ceux  de  ces  nombres  dans  lequel  m  est  le 
même  s'appelle  le  corps  C(y/m).  Toute  combinaison  rationnelle  de 
nombres  du  corps  C(v^m)  appartient  à  ce  corps. 

Aux  chapitres  XXV,  XXVI  et  XXVII,  n.ous  avons  étudié  au 
point  de  vue  arithmétique  deux  corps  quadratiques  particuliers, 
les  corps  C(\/ —  i)  et  C(v/ —  3).  Nous  avons  montré  l'analogie 
qu'il  y  a  entre  l'arithmétique  de  ces  corps  et  celle  du  corps  des 
nombres  rationnels  ordinaires  C(i).  Nous  avons  aussi  montré  les 
rapports  qu'il  y  a  entre  la  théorie  arithmétique  du  corps  C(/ —  i) 
et  celle  des  formes  quadratiques  de  déterminant  —  4,  entre  la 
théorie  arithmétique  du  corps  C(v/ —  3)  et  celle  des  formes  qua- 
dratiques de  déterminant  —  3. 

Ce  sont  ces  analogies  et  ces  rapports  que  nous  allons  maintenant 
développer  dans  l'arithmétique  des  corps  quadratiques  en  généra!. 

On  distingue  les  corps  quadratiques  réels  correspondant  au  cas 
de  m  >•  G,  et  les  corps  quadratiques  imaginaires  correspondant  au 
cas  de  m  <  o. 

On  supposera  toujours  que  m  n'a  pas  de  facteur  carré.  Si  en 
effet  on  avait  m  =  m'm"*,  le  corps  C{^m)  se  confondrait  avec  le 
corps  C(v''/ï7). 

Les  quatre  opérations  rationnelles  sur  les  nombres  du  corps 
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C(v/^)  sont  définis  par  les  égalités 

ip  +  q^)  (P'  +  9Vm_)   =PP'  +  '"97'  -+-  (P7'  +P9)  V^"» 
p-f-^/m        pp'-mqq'  __   PqL^^P^Jm. 

Les  nombres  p  +  9  v/m  et  p-g^/m  sont  dits  conjugués.  ^ 
La  nom.  du  nombre  p  -+-  7Vm  est  le  nombre  p  -  m^  .  cest 
le  produit  de  p  +  7  V^-  P^^  ««"  ^^"J"»"^'  ^""'  ^'  désignerons 
nar  %(P  +  Wm).  Deux  nombres  conjugués  ont  la  même  norme. 
L  norme  d'un  nombre  est  toujours  réelle.  Elle  est  évidemment 
nulle  si  le  nombre  est  nul  (c'est-à-dire  si  p  et  7  sont  nuls).  Réci- 
proquement :  si' la  norme  d'un  nombre  est  nulle,  ce  nombre  est  nul. 
En  effet  c'est  évident  si  m  <  o.  C'est  encore  vrai  si  m  >  o,  car 
l'égalité  p*  -  m?'  =  o  si  p  etp  n'étaient  pas  tous  les  deux  nuls 
donnerait  m  =  ^„  ce  qui  est  impossible  puisque  m  n'est  pas  carré 

^^lins  le  cas  de  corps  imaginaires,  la  norme  d'un  nombre  ne 
peut  être  négative.  On  voit  immédiatement  que  ;  La  norme  d  un 
produit  de  facteurs  est  égal  au  produit  des  normes  des  facteurs. 

La  norme  du  rapport  de  deux  nombres  est  égale  au  rapport  des 
normes  de  ces  deux  nombres. 

348  Nombres  entiers  du  corps  G  (v/T.) .  Bases.- Un  nombre 
quadratique  entier  est  an  nombre  satisfaisant  à  une  équation 
du  second  degré  à  coefficients  entiers  et  dont  le  premier  coeffi- 
cient est  I  e).  Pour  justifier  cette  définition  il  faut  remarquer  que 
l'équation  du  second  degré  à  coefficients  rationnels  à  laquelle  satis- 
fait  un  nombre  quadratique  l±A^\a,  b,  c,  entiers  sans  fac- 
teur commun)  est  complètement  déterminée  si  l'on  astreint  son 
premier  coefficient  à  être  égal  à  l'unité. 

Il)  On  serait  d'abord  tenté  d'appeler  entiers  du  corps  C{^)  les  nombres 
^  +  yy/m  (X,  y,  entiers).  On  a  vu  (n»  333)  comment  on  a  été  amené  à  choisir 
une  autre  définition. 


En  effet 


ENTIERS    DU    CORPS    C  (y/m)  66 1 


satisfait  à 

(i)  x^ XH i =0 

et  toute  autre  équation  du  second  degré  à  coefficients  rationnels  et 

ayant  comme  premier  coefficient  i  et  à  laquelle  satisferait 

doit  être  identique  à  celle-là  puisqu'elle  a  les  deux  mêmes  racines, 

à  savoir ^  et  le  nombre  conjugué. 

Cherchons  les  entiers  du  corps  C(/m).  Pour  cela  écrivons  que 
l'équation  (i)  a  ses  coefficients  entiers,  c'est-à-dire 

(a)  aa  ^  o    (mod  c) 

(3)  a^  —  m6«  =  o     (mod  c"). 

L'équation  (2)  donne  d'abord 

a  =  —       (X  entier). 

Elle  donne  aussi  : 

[\a}  ^  0       (mod  c*). 

Donc,  par  comparaison  avec  l'équation  (3)  : 

[\mb*  ^  o        (mod  c^). 

Or  m  n'est  divisible  par  aucun  carré.  Il  faut  donc  que 

46*  ^  o     (mod  c^) 
d'où 

26  ^  o      (mod  c. 
On  a  donc 

h  =  —      (fi  entier). 
Donc  tout  entier  du  corps  C(v/m)  est  de  la  forme 

(4)  q-t-fcy/m^X+txv/m"      (x.  [.,  entiers). 
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Voyons  si,  réciproquement,  un  nombre  de  cette  forme  est  entier. 
Le  nombre  x  =    "^  ^        satisfait  à  l'équation 

X*  —  ma* 
ic*  —  Xx  H r— ^  =  O. 

Il  sera  donc  entier  si 
(4)  X2  —  TOfji*  ^  o     (mod  4)- 

Il  faut  ak)C3  diabinguâr  troi»  cas 
1.0  m.  ^  I.      (mod  4). 

La  condition  (4)  s'écrit 

V-  =  fx*      (mod  4) 

c'est-à-dire  que  )e  «<  ^  dmwfii  être  de  même  parité. 
2°  m^2     (mod  4)> 

La  condition  (4)  s'écrit 

X*  ^  2!Jt*       (mod  4) 

d'où  l'on  tire  que  X  et  ^x  doivent  être  pairs.  \ 

3°  m  ^  3      (mod  4) 

La  condition  (4)  s'écrit 

X2  -f-  p.2  =  o      (mod  4) 

d'où  l'on  tire  encore  que  X  et  fx  doivent  être  pairs  (*). 

Conclusion.  —  Si  m  ^  2  ou  3  (mod  4).  X  et  |Ji  dans  l'expression 
(4)  doivent  être  pairs^^  -  en  remplaçawl  X  par  205  et  fx  par  2y,  on  a 
la  forme  générale  des  entiers  du  corps  G  (/m)  qui  est 

33  H-  jVm       {x,  y  entiers). 

Si  m  ^  I  (mod  4)  X  et  |U(,  doivent  être  de  même  parité  on  peut 
donc  poser  ju,  =  y  X  =  2a:  —  y  et  la  forme  générale  des  entiers 
du  corps  C(v/m)  est 


(nx  —  y)  +  y  i/m 

^ ^ — ■ — si— îL^,  ott  a;  -h  y 

2- 


(*)  Le  cas  de  m  ^  a  (mod  4)  est  écarté  paisqœ  m  n'est  divisible  par  aucun 
carré. 
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On  peut  résumer  les  résultats  de  la  façon  suivante  : 

Posant     O)  =  ^m  si       m  ^  a  ou  3  (raod  4) 

0)  =  —^-^\/'ri     si       m=i  (mod  4) 

4a  forme  générale  des  entiers  du  corps  C{\/m)  est  x  4-  yw  (5c,  y 
-entiers).  Dans  tous  les  cas  w  est  la  première  racine  de 


{5)                                        to^  -\-  pw  

A  — p 
4     =° 

en  posant 

A  ==  !tm  ek  p  =  0       si 

m  ^  a  ou  3  (mod  4) 

A  =  m        p  =  I        si 

AU  ^  I  (mod  4). 

On  voit  que  dans  tous  les  cas  w  est  la  première  racine  de  la 
forme  principale  de  déterminant  à. 
Nous  poserons  aussi  comme  plus  haut 

A_-^  -  k 

c'est-à-dire 

k  =  m  9»      m^:*ou;3  (mod  i) 

k  =  — - —        si       m  ^  I  (mod  4)' 

L'équation  en  w  est 

<jt)'^  -\-  pti)  —  k  =  o. 
Donc 

—  k  =  %(aj). 

La  forme  principale  de  déterminant  A  est  (i,  p,  -^  A;). 

Remarque.  —  Les  entiers  du  corps  C(v/m)  qui  sont  rationnels 
sont  les  entiers  ordinaires.  En  effet  x  -+-  yune  peut  être  rationnel 
<}ue  si  y  =  o. 

Définition.  A  s'appellera  le  déterminant  du  corps.  (La  quantité 
—  A  s'appellera  le  discriminant) . 

Si  m  ^  2  ou  3  (mod  4)  le  corps  est  dit  de  première  espèce ^  le 
déterminant  du  corps  est  alors  ^  o  (mod  4)  ;  toutes  les  formes 
quadratiques  binaires  de  ce  déterminant  sont  aussi  de  première 
•espèce. 

Si  m  ^  I  (mod  4)  le  corps  est  dit  de  seconde  espèce,  le  déter- 


Corps  C(i) 

m  =  —  1 

A  =  -4 

p=:0 

C(;) 

m  =  —  3 

A  =  — 3 

p=l 

cy^) 

m  =  a 

A=8 

p  =  o 
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minant  est  alors  ^  i  (mod  4),  toutes  les  formés  quadratiques^ 
binaires  de  ce  déterminant  sont  de  seconde  espèce. 
Exemples  : 


^  ^  —  1  +  iV3> 
2 

»  =  /a. 

.  Enfin  une  remarque  importante  est  que  :  toutes  les  Jormes  de 
déterminant  A  sont  primitives.  En  effet,  pour  qu'une  forme  de 
déterminant  A  ne  soit  pas  primitive  il  faut  que  A  soit  divisible  par 

un  carré  et  de  plus,  au  cas  où  ce  carré  est  4  il  faut  que  j  ^  o  ou  i 

(mod  4).  Or  si  m  ^  i  (mod  4)  on  a  A  =  m  donc  A  n'est  divisible^ 
par  aucun  carré,  et  si  m  ^  2  ou  3  (mod  4)  on  a  A  =  l\m^  alors  A. 

n'a  d'autre  diviseur  carré  que  4  et,  dans  ce  cas,  -  n'est  congru 

ni  à  o  ni  à  i  (mod  4)- 

Bases.  —  D'après  ce  qui  précède  l'ensemble  des  entiers  forme 
un  réseau  construit  sur  la  base  i,  w  (n"  275).  On  sait  qu'il  existe 
une  infinité  d'autres  bases  du  même  réseau,  à  savoir  : 

£2  =  m  -f-  nw 
£2'  =  m'  -f-  n'o) 

(m,  n,  m',  n'  entiers  ordinaires  tels  que  mn'  —  m'n  =  dt  i). 

Déterminant.  —  On  appelle  déterminant  d'un  système  de  deux^ 
entiers  a  +  6w,  a'  -+■  6'go,  l'expression  : 


a  -h  6(0 

a  -h  6'a) 

a  4-  6w 

a'  +  6'a) 

r 

1 

1 

h) 
10 

'  =  {ab' 

qui  se  réduit  à  : 

{ab'  —  6a') 

(w  est  la  quantité  conjuguée  de  w,  c'est  la  seconde  racine  del'équa^ 
tion  (5),  elle  est  égale  à  —  p  —  w). 

On  voit  que  :  1°  le  déterminant  de  deux  entiers  du  corps  est 
divisible  par  le  déterminant  A  du  corps  et  de  même  signe  que  lui; 
3°  la  valeur  absolue  la  plus  petite  possible  de  déterminant  de  deux- 
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entiers  d'un  corps  est  \  A  \  ;  S*»  quand  cette  valeur  est  atteinte  les 
deux  entiers  forment  une  base  du  corps. 

349.  —  La  somme,  la  différence,  le  produit  de  deux  entiers  du 
corps  C{/in)  sont  des  entiers  du  même  corps.  Cela  résulte  des 
égalités  : 

{x  +  yix>)  ±  (x'  ■+-  j'w)  =x  dz  x'  -h  (y  dz /)a) 

(x  +  jto)  {x'  -+■  y'w)  =  xx'  -+■  kyy'  -+-  {xy'  -h  x'y  —  pjj')t»>. 

Les  entiers  du  corps  C(v/m)  forment  donc  an  anneau  (n°  313). 
On  a  : 

%(a  +  6w)  =  (a  -{-  6to)  (a  +  bZ)  =  a*  —  ç>ab  —  kb\ 

On  trouve  facilement  pour  le  rapport  de  deux  entiers  du  corps  : 

a  -{-  boi ac  —  pad  —  kbd  bc  —  ad 


c  +  do)         c"  —  pcrf  —  kd^    '^  c^  —  pcd  —  kd^ 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  de  divisibilité  de  a  -h  6o> 
par  c  +  c/w  sont  donc  que  ac  —  pad  —  kbd  et  bc  —  ad  soient 
divisibles  par  c^  —  pcd  —  kd^.  Une  condition  nécessaire  est  que 
%(a  +  6w)  soit  divisible  par  Tb(c  +  c/w). 

Représentation  géométrique  pour  les  corps  imaginaires.  —  Si 
l'on  construit  le  parallélogramme  dont  trois  sommets  sont  les 
points  G,  I,  w,  les  nombres  entiers  sont  les  sommets  du  réseau 
construit  sur  ce  parallélogramme.  La  norme  d'un  nombre  est 
représentée  par  le  carré  de  sa  distance  à  l'origine.  Lorsque  m  ^  2 
ou  3  (mod  4),  la  quantité  w  est  purement  imaginaire  et  le  réseau 
est  rectangulaire. 

Exemple  :  i'  m  =  —  2,  cd  :=  i  /a,  les  entiers  sont  de  la  forme 
x  '-{'  iy  /a  ;  l'entier  x  +  ij  ^2  est  représenté  par  le  point  de  coor- 
données X,  y  ^2. 

351.  Unités.  Nombres  associés.  —  Les  «AiiV/s  du  corps  C(v/m) 
sont  les  entiers  qui  divisent  tous  les  autres.  Il  y  a  d'abord  les 
unités  ±  I,  proposons-nous  de  trouver  les  autres. 

L  —  Pour  qu'un  entier  de  corps  C{\/tn)  soit  une  unité  il  faut  et 
il  suffît  qu'il  divise  1 . 


666  THEORIE    DES    NOMBRES 

II.  —  Pour  qu?un  entier  de  corps  C(v^râ)  soit  une  unité  il  faut 
et  il  suffit  que  sa  norme  soit  ±  i. 

Les  démonstrations  de  ces  théorèmes  sont  identiques  à  celles 
données  au  n°  3i4.  Ceci  posé  on  a  vu  (n"  350)  que  la  norme  de 
ic  +  yw  est  X*  —  pxy  —  ky^.  Les  unités  sont  donc  déterminées  par  : 

(6)  x^  —  pxy  —  ky^  =  rt  i 

c'est-à-dire  par  L'équation  de  Fermât  (n"*  126)  avec  le  changement 
de  notations  t=  x,  u  =  —  y.  Celte  équation  ayant  été  résolue 
complètement,  il  en  est  de  même  du  problème  des  unités.  Discu- 
tons les  résultats. 

L  Corps  imaginaires.  —  L'équation  de  Fermât  n'a  qu'un 
nombre  hmité  de  solutions,  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  d'unités. 

Pour  les  corps  de  première  espèce  (m  ^  2  ou  3  (mod  4)  l'équa- 
tion (6)  s'écrit  : 

a;2  —  A;j^  =  di  1 
c'est-à-dire  : 

x^  —  ky^  =  1 
puisque  fr  <  o. 

Si  —  A:  >  I  il  n'y  a  que  les  solutions  x  ^=zïz  ij  y  =  o,  donc 
il  n'y  a  que  les  deux  unités  ±  i. 

Si  —  /t  =  I  (cas  du  corps  C(i),  il  y  a  en  outre  les  solutions 
X  =  o,  y  =  dz  I  d'où  les  deux  autres  unités  ±  i. 

Pour  les  corps  de  seconde  espèce  m  ^  i  (mod  4)  : 

,        m  —  1 

«  =  — ; — .  P  =  1, 


l'équation  (6)  s'écrit  : 

{2œ  —  yy  —  (4/c  -+-  i)y'  =  ±  4. 
c'est-à-dire,  puisque  4^:  -f-  i  <;  o, 

(2X  —  yY  4-  (—  4/f  —  i)y^  =  4. 

Si  —  A;  >  I  il  n'y  a  que  les  solutions  x  =  ±  i,  y  =  o  et  par 
conséquent  il  n'y  a  que  les  deux  unités  ±  i . 

Si  —  k  =  i  (cas  du  corps  C{j)  il  y  a  en  outre  les  solutions 
^x  =  o,  y  =  dz  letas  =  y  =  ±:  i,  d'où  6  unités  :  ±  i,  dzj, 

-±(i+j). 

En  résumé  :  Les  corps  imaginaires  n'ont  que  les  deux  unités  zt  i. 
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^auf  le  corps  C{î)  qui  en  a  deux  autres  :  ±  i^  et  le  corps  G{j)  qui 
en  a  quatre  autres  :  ±jj±{i  -hj)- 

II.  Corps  réels.  —  Dans  ce  cas  l'équalion  de  Fermât  a  une  infi- 
nité de  solutions,  il  y  a  une  infinité  d'unités.  D'après  les  résultats 
du  n°  129,  il  y  a  une  unhé  fondamentale  «i  =  Xi  -\-  jiW  telle  que 
toutes  les  unités  sont  données  par  les  formules  ±  (mi)\  /*  étant  un 
entier  positif  ou  négatif  ou  nul. 

On  trouve  l'unité  fondamentale  par  le  développement  en  fraction 
continuene  de  w  comme  il  a  été  expliqué  au  n"  127. 

On  p«ul  esicore  dite  que  le»  unité»  forment  un  groupe,  relative- 
ment à  la  multiplication  ordinaire,  et  que  ce  groupe  a  une  base 
—  I,  Ui,  toute  unité  étant  représentée  par  ( —  i)  Ui  où  a.  est  défini 
au  luodule  2  près,  et  h  complètement  défini. 

D'ailleurs  pour  les  corps  imaginaires  les  unités  forment  aussi 
un  groupe,  qui  est  alors  fini  et  abélien. 

Remarquons  que  si  Ui  est  une  unité  fondamentale  —  ea  est  une 
aussi  et  il  n'y  en  a  pas  d'aotres. 

Exemple  I.  €(^'2).  —  L'équation  de  Feimai  est  x*  —  aj*  =  ±  1 . 
La  solution  fondacaentale  est  a:  =  i,  y  =  i.  Le&  unités  sont  données 
par  le» formules,  rk  (1  +  ^2)^  {h  entier  posi'if,  négatif  ou  nul). 

II.  C(v/5).  —  On  trouvera  pour  unité  fondamentale       '        . 

La  définition  et  les  propriétés  des  entiers  associés  sont  les  mêmes 
qu'au  n°  309.  Dans  le  corps  C(j)  un  entier  a  six  associés 
(y  compris  lui-même),  dans  le  corps  C(i)  il  en  a  quatre,  dans  les 
autres  corps  imaginaires  il  en  a  deux,  dans  les  corps  réels  îl  en  a 
une  infinité. 

On  peut  parmi  ces  associés  en  fixer  un,  cela  a  été  fait  au  n"  315 
pour  le  corps  C(i),  au  n"  337  pour  le  corps  G(/).  Pour  tout  autre 
corps  imaginaire  où  un  entier  A  n'a  comme  associé,  autre  que  lui- 
même,  que  —  A,  on  pourra  prendre  celui  des  denx  qui  est  au-dessus 
de  OXf  ou  sur  la  partie  positive  de  Oaj.  Enfin  pour  les  corps  réels 
où  un  entier  A  a  pour  associés  tous  les  entiers  zh  A«î  on  pourra 
^prendre  celui  qui  satisfait  à  la  condition  d'être  compris  entre 
à,  inclus  et  Ui  exclu,  il  est  facile  de  voir  qu'il  y  en  a  un  et  un  seul. 


668  THÉORIE    DES    NOMBRES 

352.  Représentation  géométrique  des  multiples  d'un  entier 
a  dans  un  corps  imaginaire.  —  Ces  multiples  sont  de  la  forme  : 

{x  +  Jio)ai 

OU  : 

xa  -f-  ytaa 

{x,  y  entiers).  Ce  sont  donc  les  sommets  du  réseau  construit  sur 
le  parallélogramme  dont  trois  sommets  sont  o,  a  et  wa.  Dans  ce 
parallélogramme  l'angle  formé  par  les  côtés  0  .  a  et  0 .  wa  est  égal 

à  l'argument  de  w  et  le  rapport  des  longueurs  des  deux  côtés  q'  ^ 

est  égal  au  module  de  w.  Ces  deux  quantités  sont  indépendante* 
de  a.  Donc  tous  les  réseaux  correspondant  aux  divers  nombres  oc 
sont  semblables  entre  eux,  et  en  particulier  au  réseau  de  tous  les 
entiers  du  corps. 

Deux  entiers  associés  ont  le  même  réseau. 

Connaissant  le  réseau  des  multiples  de  a  et  celui  des  multiples 
de  8,  construire  celui  des  multiples  du  produit  a/3. 

On  démontre  facilement  qu'il  faut  pour  cela  :  i°  faire  tourner 
le  premier  réseau  autour  de  0  d'un  angle  égal  à  l'argument  de  ^; 
2"  transformer  le  réseau  obtenu  par  une  homothétie  de  centre  O 
et  de  rapport  égal  au  module  de  ]S.  On  peut  d'ailleurs,  dans  cette 
constructionintervertir  a  et  |3. 

353.  Quotient  et  reste  de  deux  entiers  d'un  même  corps. 

— ^  Voyons  s'il  existe  pour  deux  entiers  d'un  même  corps  une  opé» 
ration  analogue  à  la  division. 

C'est-à-dire  proposons-nous  :  étant  donnés  deux  entiers  a,  /3  du 
corps  C(v/m),  de  trouver  deux  entiers  X,  a  du  même  corps,  satis- 
faisant aux  conditions  : 

a  =  Py  -|-  ff 

U(a)<%(i3). 

On  voit  comme  au  n°  307  que  ce  problème  peut  s'énoncer  : 
étant  donné  un  nombre  â'  (ici  c5*  =  ^  j,  trouver  un  entier  X  tel  que 

^(S  — X)<  1- 
Si  ce  problème  est  possible  quel  que  soit  c?  il  y  a  une  division,, 
sinon  non. 
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Corps  imaginaires.  —  Par  la  représentation  géométrique  on 
voit  comme  au  n°  313  que  cela  revient  à  la  condition  suivante  : 
traçant  de  chacun  des  quatre  sommets  d'un  parallélogramme  du 
réseau  des  cercles  de  rayon  i  ces  cercles  recouvrent  tout  le  parallé- 
logramme. 

Ceci  posé  on  voit  facilement  qu'il  y  a  une  théorie  de  la  division 
pour  les  corps  : 

C(0,        C(iVâ).        C(iV3),        C(iv^),        C(iVn). 

Corps  réels,  —  En  posant  : 

on  doit  donc  écrire  : 

%{x  —  a  +  (j  —  6)w)  <  I 
ou  : 

j  (a,  -  af  -  ç{x  -a)  {y -h)-  k{y  —  hy\<i 
ou  : 

(7)  I  [^-«-|(j-&)]'-f  (j-t)^|<^- 

On  peut  choisir  y  de  façon  que    |  y  —  6  j  <  -  ,  alors  :     — 

|)uis,  y  étant  choisi,  on  peut  choisir  x  de  façon  que  : 

Alors  l'expression  (7)  est  inférieure  ou  au  plus  égale  au  plus 
petit  des  deux  nombres  -n>)  -  Donc  si  A  <  16  il  y  a  une  théorie 
^e  la  division.  On  voit  que  cela  arrive  pour  les  corps  : 

G(/2),        C(v/3).        G(v/5),        C(v/T3). 

De  la  théorie  de  la  division  on  déduit  celle  du  plus  grand  com- 
mun diviseur,  puis  celle  des  nombres  premiers  comme  dans  les 
corps  G(i),  C(0,  C(/). 

Un  nombre  sera  dit  premier  lorsqu'il  n'aura  pas  d'autres  divi- 
fieurs  que  ses  associés  et  les  unités.  Avec  celte  définition  lorsqu'un 
nombre  est  premier  ses  associés  le  sont  aussi,  mais  on  pourra 
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choisir  l'un  d'eux  ooaume  il  a  été  expliqué  au  n°  351  pour  lui- 
réserver  le  nom  <ie  premier.  On  démontrera  alors  que  tout  entier 
est  décomposable  et  d'une  sQule  façon  en  un  produit  d'unités  fon- 
damentaies  et  de  facteurs  premiers.  ' 

Enfin  on  détermine  facilement  ces  facteurs  premiers.  Considérons 
les  nombres  premiers  réels  et  divisons-les  en  deux  classes  :  i"  ceux 
qui  peuvent  se  mettre  sous  forme  d'une  norme,  c'est-à-dire  c^  ■\-  b- 
pour  le  corps  G(i),  a^  +  26^  pour  le  corps  G[i  11/2),  a}  —  26^  pour 
le  corps  G(/2)  etc.  ;  2°  ceux  qui  ne  peuvent  se  mettre  sous  cette 
forme. 

Ceux  de  la  première  classe  ne  sont  plus  premiers  dans  le  corps 
C{\/m)  mais  ils  se  décomposent  en  deux  facteurs  premiers  conjugués. 
Ceux  de  la  seconde  classe  continuent  à  être  premiers  dans  le 
corps  C(v/m). 

D'ailleurs  la  forme  de  la  norme  est  la  forme  principale  de  déter- 
minant A,  et  comme,  dans  tous  les  cas  cités  où  il  y  a  une  théorie 
de  la  division,  il  n'y  a  qu'une  forme  de  déterminant  A,  la  condi- 
tion pour  qu'un  nombre  ordinaire  p  soit  représentable  par  cette 
forme  est  que  la  congruence  œ^  e^  A  (mod  (xp)  soit  possible.  On 
trouve  aussi  que  pour  : 


les  nombres 

premiers 

ordinaires 

ïïi 

qui  ne  sont  plus  premiers  sont  les  nombres 

I 

4/1+  I 

et  le 

nombre 

a 

—     a 

8/»  +  I 
+  3 

» 

a 

—    8 

lah  —  I 

—  5 

» 

3 

—     7 

7/1+  I 

-ha 
-3 

» 

7 

—  II 

ii/i  -f-  I 

+  4 

—  a 

» 

II 

t 

-h5 

+  3 

'  s 

8A±  I 

» 

2 

3 

12/t  rh  I 

» 

3 

5 

5/1  ±  I 

» 

5 
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Le  nombre  qui  est  à  part  dans  chaque  cas  se  décompose  en  un 
produit  de  deux  facteurs  premiers  égaux,  les  autres  en  un  produit 
de  deux  facteurs  premiers  inégaux. 

Mais  pour  les  corps  pour  lesquels  il  n'y  a  pas  de  théorie  de  la 
division  les  raisonnements  précédents  ne  réussissent  pas.  Il  y  a^ 
plus,  les  résultats  auxquels  conduit  cette  théorie  ne  sont  pas  tou- 
jours exacts.  Par  exemple,  dans  le  corps  C{i\/5)  on  a 

(8)  3  X  7  =  (1  -4-  2J  v/5)  (1  —  aiV5). 

Or  3,  7,  I  H-  2iV5  et  i  —  21/5  sont  des  entiers  qui  n'ont 
d'autres  facteurs  que  leurs  associés  ou  les  unités  du  corps.  En 
effet,  cherchons  à  décomposer  3  par  exemple  en  un  produit  de- 
deux  facteurs 

3  =  (a  -H  6tV5)  (c  -+-  (fi/5). 

On  en  déduit 

3  =  (a  — 61/5)  (c-h(/iv/5) 
d'où,  par  multiplication 

9  =  (a*  +  562)  (c2  _^_  5^2)^ 

Si  aucun  des  facteurs  a  -f-  bi^E  et  c  -^-  dit/5  n'était  une  unité,, 
aucun  des  facteurs  a^  H-  56'  et  c^  -+-  5c?^  ne  serait  égal  à  i. 
L'égalité  précédente  exigerait  donc  que 

a2  H-  562  _  ^2  _^  5(^2  ^  3 

ce  qui  est  impossible. 

Une  démonstration  analogue  s'applique  aux  autres  facteurs. 

D'autre  part  les  facteurs  de  l'un  des  membres  de  l'égalité  (8)  ne- 
sont  pas  les  associés  des  facteurs  de  l'autre. 

La  conclusion  est  que  si  l'on  voulait,  dans  le  corps  C{i\/by 
garder  l'épithète  de  premier  aux  entiers  qui  n'ont  d'autres  facteurs 
que  leurs  associés  ou  les  unités  du  corps,  un  entier  pourrait  se 
décomposer  de  plusieurs  façons  en  facteurs  premiers  ;  même  en  ne- 
considérant  pas  comme  distinctes  deux  décompositions  dans 
lesquelles  les  facteurs  de  l'une  seraient  associés  des  facteurs  de- 
l'autre.  Ainsi  nous  serions  conduits  à  une  théorie  entièrement, 
différente  de  celle  du  corps  C  (i). 


L_ 
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NOTES  ET  EXERCICES 

I.  —  On  peut  donner  une  représentation  géométrique  aussi  pour  les 
corps  réels.  Soit  le  corps  C{^m).  On  représente  a  -f-  b\/m  par  le  point 
de  coordonnées  rectangulaires  a,  b.  Les  entiers  du  corps  forment  un 
réseau. 

Soit  le  nombre  a  -\-  b  </m  représenté  par  A  d'abcisse  OP,  d'ordonnée 
PA.  Alors  OP  =  a  PA  =  6  /m  ;  la  norme  a^  —  mfc''  est  donc  égale  à 
OP'  —  PA*.  C'est  ce  qu'on  appelle  le  carré  de  la  distance  hyperbolique 
OA.  (Cette  quantité  n'est  pas  invariante  par  un  changement  des  coor- 
données). 

Traçons  l'hyperbole  équilatère  x^  —  J*  =  1 ,  soit  I  un  point  ou  OA 
rencontre  cette  hyperbole.  Le  carré  de  la  distance  hyperbolique  OA 

ÔÂ* 

est  — -.   Lorsque  OA  coupe  l'hyperbole  en  des  points  imaginaires 

on'a  01*  =  —  OJ*,  J  étant  le  point  d'intersection  de  OA  avec  l'hyper- 
bole conjuguée  de  la  précédente. 

On  peut  poursuivre  ces  analogies.  Mais  cette  représentation  géomé- 
trique est  beaucoup  moins  avantageuse  que  la  précédente  :  1°  parce 
qu'elle  est  moins  simple  :  2'  parce  qu'elle  dépend  des  axes  de  coor- 
<lonnées. 

n.  —  On  dit  qu'un  corps  Ci  est  contenu  dans  un  corps  G  lorsque 
tous  les  nombres  de  C,  appartiennent  à  C-  Démontrer  qu'un  corps 
quadratique  ne  contient  pas  d'autre  corps  que  lui-même  et  le  corps 
^es  nombres  rationnels. 


CHAPITRE  XXIX 


IDÉAUX  DANS  LES  CORPS  QUADRATIQUES 
DÉCOMPOSITION  EN  FACTEURS   IDÉAUX   PREMIERS 


354.  —  Ne  pouvant,  dans  les  corps  quadratiques  arriver,  en 
général,  à  la  théorie  de  la  divisibilité  par  celle  de  la  division,  nous 
allons  chercher  à  y  arriver  par  celle  des  formes  linéaires.  Il  est 
évident,  en  effet,  que  la  considération  de  la  forme  linéaire  à  une 
variable  est  identique  à  celle  des  multiples  d'un  nombre,  et  Ton  a 
vu  d'autre  part  (I.  i43)  comment  la  considération  de  la  forme 
linéaire  à  deux  variables  conduit,  dans  le  corps  G(i),  à  la  théorie  du 
plus  grand  commun  diviseur. 

Il  s'agit  de  formes 

«1^1  +  «2^2  4-  ...  +  Ctn^n 

dans  lesquelles  les  coefficients  et  les  variables  ont  des  valeurs 
entières  appartenant  à  un  même  corps  quadratique  G  (/m). 

Si  sur  une  telle  forme  on  fait  une  subtitution  linéaire  homogène 
dont  les  coefficients  sont  des  entiers  du  corps  G{^m)  on  obtient 
une  seconde  forme  contenue  dans  la  première.  Tous  les  entiers 
représentés  par  la  seconde  le  sont  aussi  par  la  première.  Si  cette 
substitution  a  un  déterminant  égal  à  une  unité  du  corps  les  deux 
formes  représentent  les  mêmes  entiers  ;  elles  sont  dites  équivalentes. 
Nous  allons  chercher  une  forme  réduite  om  canonique  ^^onv  xmià 
forme  linéaire. 

On  a  vu  (I.  281)  que  dans  le  corps  C  (i)  cette  forme  canonique 
est  dxi  ;  il  n'en  est  pas  de  même  ici,  en  général. 

Cahen.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  43 
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Idéaux.  —  L'ensemble  des  entiers  'représentés  par  une  forme 
linéaire  «i^i  +  «1^2  -+■  ...  -^  ocn^n  s'appelle  un  idéal  du  corps 
C(/m).  On  le  désigne  par  («i,  «2,  ...  (/.„).  L'ensemble  des  entiers 
«1,  «2,  ...  a„  s'appelle  base  de  l'idéal.  On  voit  qu'il  n'y  a  pas  de 
différence  essentielle  entre  les  expressions  «  forme  linéaire  »  et 
a  idéal  ».  Nous  emploierons  la  première  lorsque  nous  voudrons 
considérer  spécialement  l'expression  elle-même,  et  la  seconde 
quand  nous  voudrons  considérer  spécialement  l'ensemble  des 
entiers  représentés  par  cette  expression.  Par  exemple  deux  formes 
linéaires  non  identiques  ne  foront  cependant  qu'un  seul  et  même 
idéal  lorsqu'elles  représenteront  les  mêmes  entiers.  Nous  dirons 
dans  ce  cas  que  les  deux  idéaux  sont  égaux.  Dans  un  idéal 
(«1,  «1,  ...  an)  on  peut  remplacer  chaque  a  par  un  quelconque  de 
ses  associés  sans  changer  l'idéal. 

Plus  généralement  à  quoi  reconnaitra-t-on  que  deux  bases  diffé- 
rentes «1,  «2,  ...  «n  et  a/,  Kj',  ...  ct'n'  définissent  un  même  idéal. 

Il  faut  pour  cela  et  il  suffit,  que  chacun  des  entiers 
«1,  «2,  ...  «n  appartienne  au  second  idéal,  et  que  chacun  des 
entiers  ai',  «2',  ...  a»'  appartienne  au  premier.  Comme  consé- 
quence : 

Si  sur  les  éléments  de  la  base  d'un  idéal  oci,  a^,  ...  (/.„  on  Jait 
une  substitution  linéaire 

(1)  Œi  =  2  V/       ('  =  i«  2,  ...  n) 

dont  les  coefficients  soient  des  entiers  du  corps  et  dont  le  détermi- 
nant soit  une  unité  du  corps,  t idéal  (a/,  «2',  ...  a'n')  est  le  même 
^ne  l'idéal  {ai,  «2,  ...  an). 

Remarque.  —  Lorsqu'un  idéal  est  mis  sous  deux  formes  diffé- 
rentes 

(aj,  0(2,  ...  ^n)  =  W»  a/  ...  a'^^) 

tes  communs  diviseurs  de  ai,  a%,  ...  a»  sont  les  mêmes  que  ceux  de 
En  effet  puisque  «i'  appartient  à  l'idéal  («i,  «2,  ...  a»)  on  a 


IDÉAUX    DANS    LES    CORPS    QUADRATIQUES  ÔyS 

Donc  tout  commun  diviseur  de  7.1,  aa,  ...  a„  divise  a/,  de  même 
àl  divise  «a',  as', ...  De  même  tout  commum  diviseur  de  a/,  «/,  ... 
divise  «1,  «j,  ... 

Théorème.  —  Toa^  idéal 

(2)  (ai,  22,  ...  a„)       (n  >  2) 

e5f  ^</a/  à  un  idéal  dont  la  base  n'a  que  deux  éléments 

(3)  (5,.  Ô2). 

On  peut  de  plus  supposer  que  l'un  des  deux  entiers  S  est  un  entier 
ordinaire. 

En  effet  on  peut  sans  changer  l'idéal  (aj,  ai,  ...  a„),  remplacer 
un  élément  «i  par  «i  -h  a^.  On  peut  aussi,  sans  changer  l'idéal 
échanger  deux  éléments  a»,  (/.j.  En  effet  ces  deux  opérations  sont 
des  cas  particuliers  de  la  substitution  linéaire  (i). 

Ceci  posé,  mettons  chaque  élément  a  sous  la  forme  aH-èco.  Soit 

«1  =  fli  H-  61W  arj  =  02  -t-  62a)  ...  c(^z=:  ttn  -h  6»^ 

et  considérons  le  tableau 

Oi      as       ...      a„ 
61       hi       ...       6rt 

On  voit  que  les  opérations  dont  on  vient  de  parler  ont  pour 
effet  d'ajouter  dans  le  tableau  une  colonne  à  une  autre,  ou 
d'échanger  deux  colonnes.  Or  on  sait  (1.  874)  qu'on  peut  ainsi 
amener  le  tableau  à  la  forme 

a      a'      o       ...      o 
6       o       o       ...       G. 

Alors  l'idéal  (2)  prend  bien  la  forme  (3)  ou 

S2  =  a' 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Les  nombres  â'i,  ai  ont  les  mêmes  communs  diviseurs  que  les 
nombres  «i,  «2,  ...  ce»,  parce  que  dans  les  transformations  effec- 
tuées :  addition  de  deux  nombres,  échange  de  deux  nombres, 
•ces  communs  diviseurs  ne  changent  pas. 
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Autre  énoncé  du  même  théorème.  —  Toute  Jorme  linéaire^ 
CCj^^  _4_  «j^j  -4-  ...  -4-  a,4n  est  équivalente  à  une  Jorme  (J^i|i  +  cJ'â^a- 

Reste  à  voir  si  la  réduction  peut  être  poussée  plus  loin  et  si  la 
base  à  deux  éléments  cJ^i,  c?»,  peut  être  remplacée  par  une  base  à  un 
seul  élément,  comme  dans  le  corps  C(i).  Pour  cela  étudions  de: 
plus  près  la  forme  c?i^i  -+-  ù^^i  et  les  formes  à  une  variable. 

355.  —  Remplaçant  0^1  par  a  -+-  6w  et  ^2  par  a',  puis  posant 

$1  =  X  4-  jo),      \^=z  x'  -\-  y  lu 

la  forme  ai^i  +  «îIs  s'écrit 

(a  4-  hw)  [x  +  jw)  -h  a'{x'  -f-yw). 

Développons,  remplaçons  w*  par  —  ^w  -h  /c,  nous  obtenons  : 

ax  +  hky  -f-  a'x'  H-  [6a;  -H  (a  —  ftp)/  +  a'/Jw. 

Dans  cette  expression  le  coefficient  de  w  et  le  terme  indépendant 
de  w  sont  deux  formes  linéaires  des  variables  entières  réelles 
^i  J>  ^'.  /•  Nous  pouvons  effectuer  sur  ces  variables  une  substitu- 
tion unité  de  façon  à  réduire  le  système  de  ces  deux  formes. 

Nous  supposerons  que  les  coefficients  «i,  «2,  de  la  forme  n'ont 
pas  de  diviseur  entier  rationnel  commun,  c'est-à-dire  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  a,  6,  d  est  i.  On  dit  que  l'idéal  corres- 
pondant est  primitif.  Cette  restriction  est  sans  importance  car,  en 
en  tout  cas,  appelant  d  ce  plus  grand  commun  diviseur,  on  peut 

au  lieu  d'étudier  la  forme  ai|i  H-  «j^a,  étudier  la  forme  ^  ?i  4-  ^  Ça- 
Le  système  des  deux  formes 

lhx-\-{a  —  6p)j         -f-  a' y 
)  ax  H-  hky  -h  dx' 

est  équivalent  à  un  système  réduit  parfait  (I  286) 


/  —  rx  +  ny 

dans  lequel  le  coefficient  de  a;  est  i ,  parce  que 

D(6,  a  —  6p,  a')  =  D(a,  6,  a')  =  i. 
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Et  ainsi  la  forme  ai|i  +  a-^î  devient 

( —  r  H-  (i))a;  +  ny. 
Je  dis  de  plus  que 

r^  +  pr  —  fc  ^  o  (mod  n). 

En  effet  tout  nombre  de  l'idéal  multiplié  par  w  est  encore  un 
nombre  de  l'idéal.  Or  —  r  -f-  w  est  un  nombre  de  l'idéal.  Il  en  est 
«donc  de  même  de  —  rw  H-  w^  ou  —  (r  H-  p)  w  -+-  A;.  Il  y  a  donc 
■des  entiers  x,  y,  tels  que 

( —  r  ■+-  oi)x  -\-  ny  =  —  (r  +  p)  w  -h  /c 

<i'où 

(  —  rx  -{-  ny  =  k 

)  X  =  —  r  —  p 

On  tire  de  là 

,.  ^  -  (r^  -t-  pr  -  k) 

•donc,  puisque  y  est  entier  : 

r*  H-  pr  —  k  ^  o      (mod  n). 

Réciproquement,  toute  expression 

■(4)  ( —  r  -h  w)x  +  ny 

dans  laquelle 

(5)  r*  -H  pr  —  fc  ^  o       (mod  n) 

est  un  idéal. 

Il  suffit  pour  le  démontrer,  de  démontrer  qu'elle  est  équivalente 
à  une  forme  linéaire  du  corps  C(v/m).  Or  elle  est  équivalente  à 

<6)  {—  r  -{- w)  {x  -h  jw)  4-  n{x'  -+-  y'o)). 

Ceci  veut  dire  que  tout  nombre  représenté  par  (4)  l'est  aussi 
par  (6)  et  réciproquement. 

En  effet  donnons-nous  dans  (4)  x  =  p,  y  ==  q,  il  n'y  a  qu'à 
f)rendre  dans  (6) 

^  =  P>      y  =  o       x'  =.q,      /  =  0 
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pour  que  le  nombre  représenté  par  (6)  soit  le  même  que  celui 
représenté  par  (4) 

Réciproquement  donnons-nous  dans  (6) 

x  =  p,     y.  =  q,         x'  =  p',     y'  =  q' 

et  déterminons  x,  y  dans  (4)  de  façon  que  v 

( —  r-\~  tà)x  -\-  ny  =z  {—  r  -h  ix>)  (/)  -h  qu>)  -h  n(p'  H-  g'w). 

En  remplaçant  w'*  par  —  pw  -+-  /r,  on  voit  que  ceci  revient  à 

(  —  rx  -h  ny  =  —  rp  -\-  qk  -\-  np' 
I        X  =  p  —  qr  —  qp  -h  nq' 

On  tire  de  là  pour  cc^une  valeur  entière  et  pour  y  la  valeur 

y  =  p'  +  qr  —  q '- — 

qui  est  entière  aussi  à  cause  de  la  condition  (5). 

La  forme  (5)  s'applique  à  un  idéal  primitif.  Quant  à  un  idéal' 
non  primitif  il  se  met  sous  la  forme 

d{ —  r  -H  (a)x  -+-  dny 

d  pouvant  être  supposé  positif,  et  r,  n,  satisfaisant  à  la  condi- 
tion (5). 

Remarque.  —  La  condition  que  n  satisfait  à  la  congruence  (5) 
peut-être  remplacée  par  la  suivante  :  nest  représentable  primitif 
vement  par  une  forme  primitive  de  déterminant  A  (n°  180).  Quant 
à  d^n  il  est  aussi  représentable  par  une  telle  forme  mais  pas  forcé- 
ment d'une  façon  primitive. 

Définition.  —  Quand  un  idéal  est  ainsi  mis  sous  la  forme 

d  ( —  r  ■+■  w)a;  ■+■  dny 
avec  c?  >>  o  nous  dirons  qu'il  est  réduit. 

356.  —  Conditions  pour  que  deux  idéamc  réduits  soient  égaux. 
Soient  : 

[d(—  r  +'co),  dn]       et       \d'{—  r'  +  w),  d'à']. 

Il  faut  que  le  premier  contienne  le  nombre  d'( —  r'  -f-  w)  qui 
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appartient  au  second.  Il  faut  donc  qu'on  puisse  déterminer  les 
entiers  ordinaires  x,  y  tels  que  : 


d[ir 

-r  + 

w 

)x  + 

ny] 

\=d'{- 

r'  +  ^) 

ce 

qui 

donne  ; 

dx  ■■ 

=  d' 

d{- 

rx 

+  ny)  = 

=  —d'r' 

d" 

où  : 

x  = 

d' 
d 

y  = 

d'{r  — 
dn 

Û, 

Donc  cP  doit  être  divisible  part/.  Mais  on  verrait  de  même  que  d 
doit  être  divisible  par  (f .  Comme  de  plus  d  et  d  sont  positifs  on  a  : 

d  =  d'. 

La  valeur  de  y  montre  alors  que  ; 

r'  ^  r     (mod  n). 

Ecrivons  maintenant  que  le  premier  idéal  contient  le  nombre  dn/", 
qui  appartient  au  second.  Il  faut  donc  qu'on  poisse  déterminer  les 
entiers  ordinaires  ce,  y,  tels  que  : 

( —  r  4-  ^^y^  -{-  ny  =  n! 

ce  qui  donne  : 

n' 

X  =  O  y  =  —  • 

Il  faut  donc  que  n'  soit  divisible  par  n  et  comme  on  verrait  de 
même  que  n'  doit  être  divisible  par  n  il  en  résulte  : 

n'  =  ±n. 

En  résumé  les  conditions  sont  : 

d'  =:  d         n'  =  zh  n         r'  ^  r     (mod  n) . 

On  voit  sans  peine  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 

Méal  réduit  parfait.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  parmi 
tous  les  idéaux  réduits  égaux  à  un  idéal  donné  on  peut  en  trouver 
un  et  un  seul  [«/( —  r  +  cjy,  dn]  tel  que  n  soit  positif,  tel  de  plus 
que  o  <  r  <  n.  On  l'appellera  idéal  rédaàt  parjait.   Et  l'on  voit 
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que  deux  idéaux  réduits  parfaits  ne  peuvent  être  égaux  sans  être 
identiques. 

Définition.  —  Dans  un  idéal  réduit  parfait  [d[ —  r  +  w),  c?/i] 
d  s'appelle  le  diviseur  ;  d'^n  s'appelle  la  norme  ;  dr  s'appelle  le 
résidu. 

Lorsque  l'idéal  est  primitif  le  diviseur  est  i ,  la  norme  est  n  et 
le  résidu  r. 

Lorsque  l'idéal  est  réduit /)a//ai7  la  norme  est  d^n  et  le  résidu 
d^r. 

Théorème.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
de  w  dans  les  entiers  appartenant  à  l'idéal  est  égal  à  d.  C'est  aussi 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  coefficients  et  des  parties 
réelles. 

En  eflet,  les  coefficients  de  «  sont  les  entiers  de  la  forme  dx  et 
parties  réelles  sont  les  entiers  de  la  forme  d{ —  rx  -+-  ny). 

Théorème.  —  Le  rapport  de  la  norme  au  diviseur,  pris  en  valeur 
absolue,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  entiers  rationnels 
appartenant  à  l'idéal.  En  effet  un  entier  appartenant  à  l'idéal 
d[{ —  r  +  w)a;  +  ny]  n'est  un  entier  rationnel  que  si  a:  =  o.  Les 
entiers  ordinaires  appartenant  à  l'idéal  sont  donc  les  entiers  dny, 
dont  le  plus  grand  commun  diviseur  est  c?  |  n  |  .  On  peut  dire 
aussi  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le  plus  petit  de  ces 
entiers  rationnels  positifs. 

Idéaux  conjugués.  —  Il  est  évident  que  l'ensemble  des  entiers 
conjugués  de  tous  les  entiers  d'un  idéal  forment  eux-mêmes  un 
second  idéal.  Ce  second  idéal  est  dit  conjugué  du  premier,  et  il 
est  évident  que  le  premier  est  aussi  le  conjugué  du  second. 

L'idéal  conjugué  de  [c?( —  r  -\-  oi),  dn]  est  évidemment  : 

|of(— r  +  w).  dn] 
ou  : 

[c!(—  r  —  p  —  (si),  dn] 

ou  enfin  : 

[d{r  +  p  +  co),  dn]. 

On  voit  que  deux  idéaux  conjugués  ont  même  norme  et  même 
diviseur.  De  plus  les  résidus  r,  r'  satisfont  à  la  condition  : 

r  -\'  r'  ^  —  p     (mod  n). 
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357.  Trouver  les  idéaux  ayant  une  norme  donnée.  —  On 
mettra  d'abord  la  norme  donnée,  de  toutes  les  façons  possibles, 
sous  la  forme  d^n.  Pour  chacune  de  ces  façons  on  cherchera  les 
idéaux  primitifs  ayant  pour  norme  n,  puis  on  les  multipliera  par  d. 

Pour  trouver  un  idéal  primitif  ayant  pour  norme  n,  on  résout 
la  congruence  : 

r^  +  pr  —  k  ^  o     (mod  n). 

Si  cette  congruence  est  impossible,  autrement  dit  si  n  n'est  pas 
représentable  primitivement  par  une  forme  primitive  de  détermi- 
nant A,  le  problème  est  impossible.  Dans  le  cas  contraire,  à  toute 
racine  r  de  cette  congruence,  définie  au  module  n  près  correspond 
un  idéal  et  un  seul  répondant  à  la  question,  à  savoir  ( —  /*  +  w,  f^)- 
D'ailleurs  si  r  satisfait  à  la  congruence,  —  r  —  p  y  satisfait  aussi. 
Donc,  en  même  temps  qu'un  idéal  on  trouve  l'idéal  conjugué,  ce 
qui  était  évident  à  priori.  On  voit  qu'il  y  a  un  nombre  Jîni  d'idéaux 
ayant  une  norme  donnée. 

Cas  particulier.  Idéal  de  norme  i.  —  Alors  d  =  i  et  r  =  o. 
ïl  n'y  a  qu'un  idéal  de  norme  i  et  c'est  l'idéal  (w,  i).  C'est  donc 
l'ensemble  de  tous  les  entiers  du  corps.  On  peut  le  représenter  plus 
simplement  par  (i). 

358.  —  On  vient  de  voir  que  tout  idéal  d'un  corps  quadratique 
a  une  base  composée  au  plus  de  deux  éléments  (a,  p).  Les  entiers 
de  cet  idéal  sont  ceux  représentés  par  la  forme  a^  +  ^r,.  Dans  le 
■corps  rationnel  C(i)  les  formes  à  deux  variables  ax  +  by  se 
ramènent  à  des  formes  à  une  seule  variable,  autrement  dit  tout 
idéal  est  composé  des  multiples  d'un  certain  entier. 

Nous  allons  voir  qu'il  n'en  est  pas  de  même,  en'général,  dans  un 
corps  quadratique  et  pour  cela  nous  allons  chercher  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  idéal  ( —  r  +  w,  n)  se  compose 
des  multiples  d'un  entier  a  -t-  600. 

Nous  supposerons  d'abord  que  a  et  6  sont  premiers  entre 
eux. 

Pour  que  tous  les  nombres  ( —  r  -f-  w)x  +  ny  soient  des  mul- 
tiples de  a  -}-  6«,  il  faut  et  il  suffit  que  —  r  +  w  et  n  soient  sépa- 
rément des  multiples  de  a  +  600,  c'est-à-dire  (n"  350)  que  les  quatre 
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entiers  : 

—  or  -{-  pbr  —  kb 
(  \  a+br 

^'^^  '     ^       an  —  pba 

—  bn 

soient  divisibles  par  a^  —  pab  —  kb^. 

Mais  les  conditions  précédentes  ne  suffisent  pas,  il  faut  de  plus- 
que  tout  multiple  de  a  +  6w  soit  un  nombre  de  l'idéal  et  pour  cela 
il  suffit  que  a  +  6«  en  soit  un.  On  trouYC  aussi  : 

(8)  a  -\-  br  ^o     (mod  n). 

Les  conditions  (7)  et  (8)  sont  les  conditions  cherchées.  On  a  de 
plus  comme  dans  tout  idéal  : 

(9)  r'  +  pr  —  k  ^  o     (mod  n). 

Les  conditions  (7)  et  (8)  se  simplifient.  D'après  ces  conditions 
l'entier  b  est  premier  avec  n  car  si  6  et  n  avaient  un  facteur  premier 
commun  ce  facteur  diviserait  a  d'après  (8),  ce  qui  est  impossible 
puisque  a  et  6  sont  premier  entre  eux.  La  condition  (8)  donne 
alors  : 

r  ^  —  7      (mod  n) 

et  en  portant  dans  (9)  on  troure  : 

(10)  a^  —  pa6  —  kb^  ^  o     (mod  n). 

D'autre  part  6  est  premier  à  a^  —  cab  —  /f6*.  Donc  la  quatrième 
condition  (j)  entraîne  : 

(11)  n^o     (mod  a^  —  pab  —  kb'). 
Comparant  (10)  et  (11)  on  voit  que  : 

(12)  n  =  ±  (a^  —  pab  —  kb^). 

Alors  les  conditions  (7)  et  (8),  (g)  se  réduisent  immédiate- 
ment à  : 

f  —  ar  -^  pbr  —  kh^  o     (mod  n) 
(i3)  l  a -\~  br  ^  o    (mod  a) 

\  r^  -}-  pr  —  k  ^  o     (mod  n). 
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Mais  on  voit  facilement  que  la  condition  (12)  et  la  deuxième 
condition  (i3)  entraînent  les  deux  autres  conditions  (i3). 

Un  idéal  fofmé  par  l'ensemble  des  multiples  d'ua  même  entier 
s'appelle  un  idéal  principal ^  et  l'on  a  l'énoncé  suivant  ; 

Pour  qu'un  idéal  primitif  ( —  r  +  rù,  n)  coïdeide  avec  Vidéal 
principal  (a  +  6w),  il  faut  et  il  suffît  que  F  on  ait  : 

/  r  ^  —  r  (mod  n). 

Il  en  résulte  évidemment  qu'un  idéal  n'est  pas  toujours  un  idéal 
principal  car,  en  particulier,  la  première  des  deux  conditions  pré- 
cédentes exige  que  n  soit  représentable  primitivement  dans  ta  classe 
principale  ou  dans  cette  classe  changée  de  signe  (cette  condition 
n'est  pas,  en  général,  suffisante  ;  voir  n°  378). 

Il  arrive  souvent,  comme  an  le  verra  plus  Iwn,  qu'on  peat 
confondre  complètement  l'idéal  principal  (a)  avec  l'entier  a.  C'est 
pourquoi  il  nous  arrivera,  lorsqu'il  n'en  pourra  résulter  de  confu- 
sion, de  désigner  l'idéal  principal  (a)  para. 

Exemples  :  1°  L'idéal  de  norme  i  dans  un  corps  queFconque  (n*»  357), 
formé  de  tous  les  entiers  du  corps  est  un  idéal  priacipal,  l'idéal  (i)  ; 

2°  Soit  le  corps  G(i  /5).  Ici  D  =  20;  il  y  a  deux  classes  primitives, 
celle  de  la  classe  (i,  o,  5)   (classe  principale),  et  celle  de  la  classe 

(2,    2,   3).  Considérons  n  =  21   =   i^  +  5  .  2^  et  r  =  i o  ^  —  - 

(mod  21),  nous  avons  ainsi  l'idéal  ( —  10  -\-  iV^?  2 1)  qui  est  principal 
et  identique  à  l'idéal  (i  +  2t  \^). 

359.  —  La  forme  donnée  aux  entia:^  d'un  idéal,,  à  savoir  : 

montre  que  tout  idéal  est  un  réseaa. 

Cherchons  réciproquement  le»  conditions  nécessaires  &t  snfB- 
santes  pour  qu'un  réseau  : 

(à  -}-  b(ji)x  +  (c  -f*  ^'^b' 

soit  un  idéal.  Ces  canditions  sont  que  {a  -4-  6<u)(.i  et  (c  -4-  d(a)fiy 
appartiennent  au  réseau.  En  effet  ces  conditions  sont  évidemisent 
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nécessaires.  Elles  sont  suffisantes,  car  si  elles  sont  remplies  tout 
nombre  (a  +  6w)  (x  +  as'w)  +  (c  +  (/w)  (y  +  y'wj  appartiendra 
aussi  au  réseau,  c'est-à-dire  que  le  réseau  contiendra  tous  les 
nombres  de  l'idéal  (a  +  6w,  c  +  c/w).  Comme  d'ailleurs  tout 
nombre  du  réseau  est  un  nombre  de  l'idéal,  le  réseau  et  l'idéal 
coïncideront. 

Pour  exprimer  que  (a  +  6«)w  appartient  au  réseau,  nous  écri- 
rons qu'il  y  a  des  entiers  x,  y  tel  que  : 

(a  H-  b(ji)x  +  (c  -h  d(j>)y  =  (a  -h  6a))a)  =  aïo  —  6(pt»>  —  k) 

c'est-à-dire  : 

ax  -\-  cy  =  bk 

bx  -\-  dy  =  a  —  6p. 

On  écrira  de  même  que  (c  -i-  cfw)oj  appartient  aussi  à  l'idéal  et 
finalement  on  trouve  les  quatre  conditions  : 

a^  —  pa6  —  kb^  \ 

ac-fbc-kbdl^"'-""^'"'-'^^ 

ac  —  pad  —  kbd  j 

qui  d'ailleurs  se  réduisent  à  un  nombre  moindre.  Ainsi  dans  le  cas 
du  réseau  ( —  r  -\-  (Sjx  -\-  ny  les  quatre  conditions  se  réduisent  à 
la  condition  (5).  Dans  tous  les  cas  l'une  des  deux  dernières  peut  être 
supprimée. 

360.  Corps  dont  tous  les  idéaux  sont  principaux.  —  Pour 
que  tous  les  idéaux  d'un  corps  soient  des  idéaux  principauux,  il 
faut  et  il  suffit  qu'au  déterminant  A  ne  corresponde  que  la  classe 
principale  et  cette  classe  changée  de  signe. 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  je  dis  d'abord  que  si  elle 
n'est  pas  remplie  on  peut  trouver  un  entier  n  représentable  primi- 
tivement dans  une  classe  primitive  de  déterminant  A,  mais  non 
dans  la  classe  principale  ou  dans  cette  classe  changée  de  signe. 

En  effet  considérons  un  entier  représentable  primitivement  dans 
une  classe  de  déterminant  A,  ses  facteurs  premiers  sont  aussi 
représentables  primitivement  dans  des  classes  de  ce  même  déter- 
minant (n°  181).  Alors  considérons  l'ensemble  des  nombres  pre- 
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lïiiers  qui  sont  représentables  dans  ces  classes  ;  chacun  d'eux  ne 
sera  représentable  que  dans  une  classe  et  son  inverse  (n°  264,  th.  I). 
Parmi  eux  il  y  en  aura  pour  lesquels  ces  classes  ne  seront  ni  la 
classes  principale  ni  celle-ci  changée  de  signe  ;  car  sinon  tous  les 
entiers  représentables  primitivement  dans  des  classes  primitives  de 
déterminant  à  ne  le  seraient  aussi  que  dans  la  classe  principale 
ou  la  principale  changé  de  signe  (n"  264,  th.  III),  de  sorte  que  les 
autres  classes  ne  représenteraient  primitivement  aucun  entier,  ce 
qui  est  absurde. 

Ayant  ainsi  un  entier  représentable  primitivement  dans  une 
classe  primitive  de  déterminant  A  mais  non  dans  la  classe  prin- 
cipale ou  dans  celle-ci  changée  de  signe,  si  on  forme  les  idéaux 
ayant  cet  entier  pour  norme  ils  ne  seront  pas  princicipaux. 

La  condition  est  évidemment  suffisante  d'après  le  calcul  du 
no  358. 

Remarque.  —  Comme  vérification  considérons  les  corps  : 

C(i),      C(iVâ),      G(i/3),      C(iV7),      COVH),       C(v/3), 

G(/3),      CWh),     .G(v^T3) 

pour  lesquels  nous  avons  vu  (n*'  353)  qu'il  y  a  une  théorie  analogue^ 
à  celle  de  la  division  des  entiers  ordinaires.  Partant  de  ce  fait,  on 
peut,  dans  ces  corps,  reprendre  les  raisonnements  faits  pour  les 
entiers  ordinaires  et  démontrer  que  toute  forme  linéaire  à  plusieurs 
variables  est  équivalente  à  une  forme  à  une  variable,  c'est-à-dire 
que  tout  idéal  est  principal.  Donc  pour  chacun  de  ces  corps  il  n'y 
a  de  classes  primitives  pour  le  déterminant  A  que  la  classe  princi- 
pale ou  cette  classe  changée  de  signe,  ce  que  l'on  vérifiera  facile- 
ment. 

Mais  ce  ne  sont  pas  les  seuls.  Par  exemple  le  corps  C(/  /ïg)  a 
comme  déterminant  —  19,  auquel  ne  correspond  que  la  classe 
primitive  (i,  i,  5)  et  cette  classe  changée  de  signe.  Donc  tous  les 
idéaux  de  ce  corps  sont  principaux. 

De  même  pour  le  corps  C{\/6),  etc. 

L'importance  particulière  de  ces  corps  résulte  de  ce  que,  comme 
on  le  verra  plus  loin  la  décomposition  des  entiers  du  corps  en  entiers 
indécomposables  ou  premiers  est  univoque,  |  absolument  [comme 
pour  les  corps  où  il  y  a  une  division. 
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361.  —  CtUailer  la  norme^  le  diviseur  et  le  résidu  d'un  idéal 
donné  par  une  base. 
Soit  l'idéal 

{ai  -h  biui,     02  H-  62W,  ...  «„  -\-  fe„w). 

On  forme 

{ai  -h  biw)  (a:i  -+- J',»)  4-  ...  -h  (a,»  +  b^ui)  (x^  -f-  y„u)) 

-c'est-à-dire 

aiXi   -\-  bikji  H-  ...  -+-  a^x,  -h  bnky^ 

-f-  [6,x,  H-  (a,  —  b^)J,  H-  ...  +  6,a;„  4-  (a,.  —  VW^ 

et  l'on  met  sons  forme  réduite  le  tableau 

ttj     bik  ...     <ï„     6„A; 

6j     a,  —  6,0     ...     6„     a„  —  6„p. 

Le  tableau  réduit  à  la  forme 

—  dr     du 
do 
■  avec 

o  <$  r  <;  n       d  >►  o. 

On  a  ainsi  les  entiers  d,  r.  n,  demandés. 

D'après  les  propriétés  des  tableaux  on  voit  ainsi  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  entiers  ai^bi  est  \  d  \  \  le  plus  grand  commua 
diviseur  des  entiers  at,  kbiesl  j  d  j  D{rtn);  le  module  du  tableau 
donné  esl  la  norme  d^n  de  HdéaL 

362.  —  Considérons  l'idéal 

(«1   H-  6,00,  fls  -f-  b^ta,  ...) 

dont  la  base  est  formée  par  les  entiers  conjugués  de  ceux  qui 
forment  la  base  du  précédent. 

Pour  calculer  sa  norme,  son  diviseur  et  son  résidu,  on  peut 

répéter  les  calculs  précédents  en  remplaçant  tti  par  w.  I>onc  on 

trouvera  les  mêmes  résultats.  Sa.  donc  le  premier  se  met  sous  la 

forme  réduite  d[ —  r  -h  <«>,  «],  le  second  se  met  sous  la  forme 

'<?[ —  r  +  w,  n].  C'est  donc  l'idéal  conjugué  du  précédent. 
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363.  Produit  de  deux  idéaux.  —  On  appelle  produit  des  deux 
idéaux  (a,  ^S,  ...)  et  (a,  |B',  ...)  l'idéal  («a',  a,3',  ...  jSa',  j3,^',  ...) 
dont  les  éléments  de  la  base  s'obtiennent  en  multipliant  de  toutes 
les  façons  possibles  un  élément  de  la  base  du  premier  par  un  élé- 
ment de  la  base  du  second.  Il  faut  montrer  que  cette  définition  ne 
dépend  pas  des  bases  choisies  pour  les  facteurs.  Or  soient  (a,  j3,  y), 
(a,,  |3i)  deux  bases  pour  un  même  idéal  A  et  (a',  |3'), 
{^■i\^i  1 7i'»<^i')  deux  bases  pour  un  même  idéal  A'.  11  faut  montrer 
que  les  idéaux  (aa',  ap',  ^(x! ,  ^p',  7a',  yp')    et 

(a^a/.  «ijS/,  a,Vi',  a.cJ^»',  /3,a/,  /3,p/,  /Siy/.  ^iC^i')    ' 

sont  identiques. 

Pour  cela  il  faut  montrer  que  chaque  élément  de  l'un  d'eux 
appartient  à  l'autre  (n"  354).  Considérons  par  exemple  aa',  élé- 
ment de  la  base  du  premier.  Puisque  a  appartient  à  A  il  peut 
s'écrire  «i^  -f-  jSr/j,  puisque  a!  appartient  à  A'  il  peut  s'écrire 
ai'^  +  jSi'5  -4-  yi'X  -+-  ^i  '/JL  (^,  >î,  Ç,  S,  ).,  [j.  étant  des  entiers  du 
corps).  Donc 

^z'  =  a.or/K  -4-  «,^/$6  -h  ...  -h  ^iS.'r.fx 

qui  appartient  bien  à  l'idéal  (aia/,  ...  /3i(^i). 

Le  produit  de  plus  de  deux  idéaux  se  définit  de  proche  en 
proche  comme  ordinairement. 

La  multiplication  des  idéaux  est  une  opération  commutative  et 
associative. 

Dans  le  cas  de  deux  idéaux  principaux  (a)  et  (a')  leur  produit 
est  par  définition  l'idéal  principal  (aa').  Donc  la  multiplication 
des  entiers  est  un  cas  particulier  de  celle  des  idéaux. 

Théorème.  —  Le  produit  d'un  idéal  par  l'idéal  conjugué  est 
égal  à  la  norme  de  cet  idéal. 

Il  suffit  de  le  démontrer  pour  deux  idéaux  primitifs.  Soient 

( —  r  -\-  tû,  n)  et  ( —  r  -h  w,  n). 
Leur  produit  est 

(( —  r  +  u))  {—r  -h  o>),  ( —  r  -\-  tù)n,  ( —  r  -t-  w)rt,  fi*) 


ou 


'^L n *  —  r-4-  o),  —  r— p  —  u>,  /ij 
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Il  faut  donc  démontrer  que 

1^ ^- ,  — r+ o),  —  2r-   p,  nj  =  I. 

Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  que  les  trois  entiers  ordinaires 

r^  -H  pr  —  k 

,  — 2r  —  p,   n 

sont  premiers  dans  leur  ensemble. 

Supposons-leur  d'abord  un  facteur  premier  commun  impair  p. 

Ce  facteur  entrant  dans  n  et  dans entrerait  au  carré 

Al 

dans  r^  -{-  or  —  k.  Mais  il  entrerait  aussi  au  carré  dans  {2r-\-py, 
donc  aussi  dans  (ar  H-  pY  —  fi[r^  -J-  or  —  k)  c'est-à-dire  dans  A. 
Or  c'est  impossible  puisque  A  =  m  ou  4 w,  et  que  m  ne  contient 
pas  de  facteur  carré. 

Il  reste  à  démontrer  que  les  trois  entiers  ne  sont  pas  tous  pairs. 
C'est  évident  si  p  =  i  ou  si  n  est  impair.  Supposons  donc  p  =  o 
et  n  pair. 

De  p  =  o  on  déduit  m  :^  2  ou  3  (mod  !^)  et  k  =^  m. 

\)q,  n  et pairs  on  déduit  r^  —  m  ^  o  (mod  4)-   Or  c'est 

impossible  car  r^  ^e  o  ou  i  (mod  4). 

364.  Théorème.  —  La  norme  d'un  produit  d'idéaux  est  égale  au 
produit  des  normes  de  ces  idéaux.  Soient  les  idéaux  I,  J,  K,  ... 

Soient  I,  J,  Ki  ...  les  idéaux  conjugués.  On  a 

%{l)  =  lî 
%(J)  =  J  J 

Donc 

%(I)%{J)  ...  =  IT,  JJ,  ...  =  (IJ  ...)  (IJ  ...)  =  %(IJ  ...). 

Théorème.  — Le  diviseur  d'un  produit  d'idéaux  est  divisible  par 
le  produit  des  diviseurs  des  facteurs.  Car  si  l'on  appelle  d,  d'  ... 
les  diviseurs  des  facteurs,  ces  facteurs  peuvent  être  représentés  par 
d\,  d'\\  ...  et  leur  produit  par  dd'  ...  II'  . . . ,  dont  le  diviseur  est 
égal  au  produit  de  dd'  ...  par  le  diviseur  de  IF  ... 
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Le  diviseur  du  produit  est  égal  au  produit  des  diviseurs  des 
facteurs  quand  II'  ...  est  un  idéal  primitif.  Mais  un  produit 
"d'idéaux  primitifs  n'est  pas  toujours  primitif.  Exemple  : 

(a  -+■  6«)  {a  +  b(S)  =  a^  —  pab  —  kb^. 

Théorème.  —  La  multiplication  des  idéaux  est  une  opération 
Ainipare.  C'est-à-dire  que  de  IJ  =  Ui  on  déduit  J  =  Ji  et  que  de 
ÏJ  =  IjJ  on  déduit  I  =  Ii. 

Le  second  théorème  revient  au  premier  en  vertu  de  la  commu- 
tativité  de  la  multiplication.  Démontrons  donc  le  premier. 

Il  est  évident  si  I  est  un  idéal  principal  (a)  puisque  dans  ce  cas 
tes  éléments  de  IJ  sont  les  éléments  de  J  multipliés  par  a,  et  les 
éléments  de  IJj,  les  éléments  de  Ji,  multipliés  aussi  par  a. 

Si  I  n'est  pas  un  idéal  principal  multiplions  les  deux  membres 
de  l'égalité  IJ  =  IJi  par  I,  idéal  conjugué  de  I.  Il  vient  IIJ  =  IIJi. 

Or  II  est  un  idéal  principal.  Donc  l'égalité  entraîne  J  =  Jj. 

Corollaire.  —  Pour  qu'un  produit  de  facteurs  soit  nul  il  faut 
que  l'un  des  facteurs  le  soit. 

365.  Idéaux  fractionnaires.  —  Un  idéal  fractionnaire  se  définit 
comme  un  nombre  fractionnaire  ordinaire  (I.  1 14).  C'est  l'ensemble 

I  .  .  I     r 

J  de  deux  idéaux  entiers.  Par  définition  j  =  jf  >  quand  IJ'  =  l'J. 

Les  résultats  des  n»"  114  à  116,  118,  119,  125,  126,  128  à  135 

s'appliquent  aux  idéaux  fractionnaires.  En  particulier  quand  I  est 

■divisible  par  J,  soit  I  =  JQ  alors  j  est  identique  à  Q. 

La  norme  de  j  est,  par  définition,  œnjy 

On  peut  toujours  mettre  un  idéal  fractionnaire  sous  forme  telle 
que  son  dénominateur  soit  un  entier  existant,  et  même  un  entier 
ordinaire.  Il  suffit  de  multiplier  ses  deux  termes  par  l'idéal  con- 
jugué du  dénominateur.  On  a  ainsi 

i_    IJ 

J       %(J)* 

On  déduit  de  là  le  théorème  suivant  : 

Cahen.  —  Théorie  des  nombres,  t.  II.  44 
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Pour  que  le  rapport  de  deux  idéaux  j  soit  un  nombre  fraction^ 

naire  existant  il  faut  et  il  suffit  que  IJ  soit  un  entier  existant. 
Idéaux  fractionnaires  conjugués.  Par  définition  le  conjugué  de 

y  est  — .  Le  produit  de  deux  idéaux  conjugués  -r  x  —  est  égal  à 

js^-tVsÎ  C'est  un  nombre  rationnel. 

Pour  que  le  rapport  de  deux  idéaux  fractionnaires  soit  un 
nombre  Jractionnaire  existant,  il  faut  et  il  suffit  que  le  produit  de 
Tun  par  le  conjugué  de  l'autre  soit  un  nombre  fractionnaire  exis- 
tant. Ce  théorème,  généralisation  de  celui  énoncé  plus  haut  pour 
les  idéaux  entiers  se  démontre  de  la  même  façon. 

366.  —  Entiers  congrtis  suivant  un  idéal  I.  Ensemble 
complet  (mod  I). 

On  dit  qu'un  entier  a  est  divisible  par  un  idéal  I  lorsque  a 
appartient  à  1.  On  écrit  alors  a  ^  o  (mod  I). 

Remarquons  qu'il  n'est  pas  évident  que  dans  ce  cas  il  existe  un 
idéal  K  tel  que  a  =  IK,  mais  cela  sera  démontré  plus  loin.  Les 
conditions  pour  qu'un  entier  a  -H  6w  soit  divisible  par  un  idéal 
d{ —  r  -¥■  (li,  n)  s'expriment  par  des  congruences  ordinaires  de  la 
façon  suivante  : 

Il  faut  exprimer  qu'il  a  deux  entiers  ordinaires  x,  y,  tels  que 


d'où 


d'où 


a  -h  6(0  =  d[( —  r  -^  oi)  X  -h  nj] 

dx  =  b 
d{ —  rx  -+-  ny)  =  a 


b  a  -h  br 

^~d        y  —      dn     ' 


Les  conditions  cherchées  sont  donc  : 

6^0  (mod  d) 
a  4-  6r  =  0  (mod  dn) 
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Qu  encore 

a  ^.0  (inad;  d) 
6^0  (mod  d) 

->  +  7  r  ^  o  (mod  n). 

On  dit  que  deux  entiers  a,  ^  sont  congrus  (mod  I)  lorsque 
a  —  j'î^est  divisible  ^wiL-lUn  ensemble  complet  (mod.l)  se.diSnit 
comme  pour  les  entiers  ordinaires  ^^I.  314).  C'est,  un  sytstème 
d'entiers  tels  que  deux  d'entre  eux  soienl  incûngrus  (mod  I),  et  que 
tout  entier  du  corps  soit  congru  (mod  l)  à  l'un  d'eux.  Autrement 
dit  ce  sont  des  entiers  tels  que  deuxd'entre  eux  soient  incongrus 
(mod  I)  et  en  nombre  le  plus  grand  possible. 

Théorème.  — Lenombre  des  entiers  d' un  système  complet  {mod  1) 
est  égal  à  la  norme  de  I. 

En  effet  pour  que  deux  entiers  du  corps  a  -+■  br^  et  a'  -\-  b'r,)'  soient 
congrus  suivant  un  idéal  I  =  [f?( — r  +  w),  dn^,  il  faut  et  il  suffit 
que 

6'  —  6)  =  0  (mod  d) 
a'  —  a  -h  (fc'  —  6)  r  ^  0  (mod  dn). 

On  aura  donc  un  système  complet  en  donnant  d  valeur  à  b 
formant  un  système  complet  (mod  d)  puis  dn  valeurs  à  a  formant 
un  système  complet  (mod  dn)..  Qn.  trouve  aussi  d^n  c'est-à-dire 
*ïb(I)  valeurs  pour  a  -+-  6w. 

367.  Divisibilité  d'un  idiéal  par  un  autre.  —  En  généralisant 
la  définition  du  n°  précédent,  noua  disons  qu'un  idéal  K  est  divi- 
sible par  un  idéal  I  quand  tous  les  nombres  de  K  appartiennent  à  I. 

Mais  il  y  a:une  autr«:définilion.(çii  s'impose  :  K  est  divisible  par  I 
quand  il  existe  un  idéal  H  tel  que  K  =  IH. 

Nous  aUona  moBtrer  que  ce^^deux.  définitions,  sont  éqfiivalenies. 

M  est  évident  q^e  deux,  idéaux  qui  satisfont  à  la.  seconde  défini- 
tioa  sartisfontà  la  gremièra..  Il  faut  démontrer  la  réciproque,,  c'estr- 
à-dire  que 

TiiÉDaÈMa., —  Si  tous  le^ nombres. de¥^app.artiennent.àl.,  il  eadste 
un  idéal  Hî  tel.  que  EH  =  K. 

Démontrons  ce  théorème  d'abord,  dans,  le  cas  particulier,  oui  L  a&t 
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un  idéal  principal  (a) .  Ainsi  tous  les  nombres  de  K  sont  multiples 
de  a.  Soit  K  =  (]S,  7),  |S  et  y  sont  des  multiples  de  «.  Soit  : 

Alors 

Démontrons  maintenant  le  théorème  dans  le  cas  général.  Puisque 
tous  les  nombres  de  K  appartiennent  à  I,  tous  les  nombres  de  Kl 
appartiennent  à  II .  Mais  lî  est  un  idéal  principal  dont  la  base  est 
%{Vj.  On  a  donc 

Kr==:iîH 

ou 

KT  =  (IH)! 
ou 

K  =  IH 

Conditions  pour  que  d'{ —  r'  4-  (^,n')soit  divisible  par  c?(—  r  -1-  oj,/i) . 
Il  suffit  d'exprimer  que  d'{^ —  r'  -h  w)  et  dn'  appartiennent  au 
second  idéal  ce  qui  donne  les  conditions  : 

d'  ^0  (mod  d) 
d'n'  ^  0  (mod  dn) 
d'{r  —  r')  ^  0  (mod  dn). 

Si  les  deux  idéaux  sont  primitifs  elles  se  réduisent  à 

n'  ^  0  (mod  n) 
r  —  r'  ;^  0  (mod  n). 

367.  Autre  définition  de  l'idéal.  —  Un  idéal  jouit  de  la  pro- 
priété suivante  : 

Si  l'on  prend  des  entiers  de  l'idéal,  qu'on  les  multiplie  par  des 
entiers  quelconques  du  corps  et  qu'on  ajoute  les  résultats  on  retrouve 
toujours  un  entier  de  lidéal.  Réciproquement,  \tout  ensemble 
d'entiers  qui  jouit  de  la  propriété  précédente  est  un  idéal. 

En  effet  soit  a  un  entier  de  cet  ensemble,  par  hypothèse  tous  les 
entiers  a|  appartiennent  à  l'ensemble.  S'ils  forment  tout  l'ensemble, 
cet  ensemble  n'est  autre  que  l'idéal  (a).  Sinon,  soit  |3  un  entier  de 
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l'ensemble  non  de  la  forme  a|.  Tous  les  entiers  a|  +  jSvj  appar- 
tiennent à  l'ensemble.  S'ils  forment  tout  l'ensemble  cet  ensemble 
n'est  autre  que  l'idéal  (a,  |3)  etc.  Je  disque  celte  suite  d'opérations 
s'^arrête  et  qu'à  un  moment  on  trouve  tout  l'ensemble.  En  effet  si 
l'on  considère  la  suite  des  idéaux  (a),  (a,  jS),  («,  jS,  y),  ...  chacun 
d'eux  est  un  diviseur  du  précédent,  sans  lui  être  identique  (car 
(a,  |3)  =  (a,  ^.  y)  par  exemple  entrainerait  que  y  appartient  à 
(a,  |S),  ce  qui  n'est  pas).  Donc  les  normes  de  ces  idéaux  successifs 
sont  chacune  un  diviseur  de  la  précédente.  De  plus,  une  norme 
n'est  pas  égale  à  la  précédente  puisque,  si  cela  était,  cela  voudrait 
dire  que  le  rapport  de  deux  idéaux  consécutifs  aurait  comme 
norme  i.  Ce  rapport  serait  donc  l'idéal  i  (n°  357),  c'est-à-dire 
que  deux  idéaux  consécutifs  seraient  identiques,  ce  qui  n'est  pas. 
Il  est  donc  bien  évident  que  la  suite  d'opérations  s'arrête. 

369.  Plus  grand  commun  diviseur  de  deux  idéaux.  —  On 
appelle  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  idéaux  I,  I',  I", ... 
un  idéal  D  qui  jouit  de  la  propriété  que  :  l'ensemble  des  diviseurs 
communs  à  I,  I',  F,  ...  coïncide  avec  V ensemble  des  diviseurs  de  D. 
Montrons  d'abord  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  qu'un.  Car,  supposons 
qu'il  y  en  ait  deux  D  et  D'.  Alors  D  doit  être  un  diviseur  de  D' 
et  D'  un  diviseur  de  D 

D  =  D'K 
D'  =  DR' 


d'où  en  multipliant 


KK'  =  I. 


Or  l'idéal    i  n'a  pas    d'autre  diviseur  que   lui-même.    Donc 
K  =  K'=  I  ;doncD  =  D'. 

Montrons  maintenant  qu'il  y  en  a  un. 

Théorème.  —  Le  plus  grand   commun  diviseur  des   idéaux 

I  =  (a,  /3,  ...),  r  =  («'.  /3',  ...).  I"  =  (a'.  /3'  ...)  ...  est 
D  =  («,/3,  ...a',^'.  ...a'^/B"...). 

En  effet  un  idéal  commun  diviseur  de  I,  F,  I"  ...  contient  tous 
les  entiers  de  la  forme  : 

a^  +  |3yj  4-  ...  -^  a?  +  jS'yj'  +...-+-  a"^"  -h  /3V  +  ••. 
donc  tous  les  nombres  de  D,  donc  c'est  un  diviseur  de  D. 
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ftëciproquement  toiit  diviseur  de  D  contient  toirs  ks  nombres 
delj'tous  cenx  deT,  'etc.,  donc  c'est  un  diviseur  de'I,  T,  ... 

'Cas  particulier.  —  Tout  idéal  (a,  j^,  ...)  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  entiers  a,  |S,  ...  qui  forment  sa  buse. 

'870.  — Deux  idéaux  sont  dits  premiers  entre  eux  lorsque  leur 
jilus  graufl  commun  diviseur  est  i.  Ils  n'ont  pas  alors  d'autre 
commun  diviseur. 

TriÉORTiArE. —  Si  Ton  divise  deux  idéaux  \,^  pur ''leur  plus  grand 
commun  divisew'D,  les  quotients  obtenus  sont  premiers  .entre  eux, 

.  I     r 

En  effet  si  s^  et  «î  .avec  un  diviseur  commun  E  différent  de  i, 

I^  r  seraient  divisibles  par  DE  qui  n'est  pas  un  diviseur  de  D. 

Donc  D  ne  serait  pas  le  plus  grand  commun  divieeur  de  I  at  I'. 

Réciproquement.  —  Si  en  divisant  deux  idéaux  I  et  V  par  un 

^    ,  .        î      î' 

diviseur  commun  D,  les  quotients  t\  ^^  îâ  sont  premiers  entre  eux, 

C'est  qxte  JD  -e&t  le  plus  grand  ^commun  diviseur  de  1  et  îl'.  Car  6i 
le  plus  ^grand  diviseur  de  ,1  «t  I'  .n'était  pas  ©,  ce  plus  .grand 
ecnmnun  diviseur  .teraiti  de  la  forme  DE  lOÙ  iE  seraitdifferent.de  i. 

Alors  ij  et  r  auraiierit  le  commun  tiiviseur  E  eft  ne  seraient  pas 

premiers  entre  eux. 

Généralisation.  —  Des  idéaux  en  nombre  quelconque  sont  dits 
premiers  dans  leur  ensemble  lorsque  leur  plus  grand  commun 
diviseur  est  i.  Ils  n'ont  pas  d'autre  diviseur  commun.  Si  l'on  divise 
des  idéaux  par  leur  plus  grand  commun  divsieur  les  quotients 
obtenus  sont  pi^emiers  dans  leur  ensemble. 

Réciproquement.  —  Si  en  divisant  des  ideamc  par  un  diviseur 
commun  D  les  quotients  sont  premiers  dans  leur  ensemble,  D  est 
plasgraml  commsandivisear  de  cas  idéaux. 

>Même  démonstration  que  pour  deuxidéaux. 

Remarque.  —  On  peut  encore  définir  le  plus  .grand  commrai 
diiviiseurlDide  plusieure  Ldéanx  en  disant  que  Lc'fist.Dfîlui  des  diviseurs 
communs  qui  a  la  plus  petite  norme.  En  effet  les  autres  diviseucs 
communs  étant  de  la  .forme  DE,  E  étantdifférent  de  i , .leur  norme 
est  égale  à  celle  de  D  multipliée  par  celle  de  E,  c'est-à-dire  par  un 
entier  ordinaire  plus  grand  que  x. 
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Théorème,  —  Quand  an  idéal  I  divise  le  produit  de  deux  idéaux 
-JK  et  quil  est  premier  à  l'un  d'eux  J,  il  divise  P autre  K. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ce  théorème  ainsi 
que  ceux  analogues  de  I  chap.  YII.  Les  démonstrations  sont  les 
mêmes  que  pour  les  entiers  ordinaires. 

371.  Plus  petit  commun  multiple  d'idéaux.  —  Soient  des 
idéaux  I,  J,  K,  ... 

Considérons  l'ensemble  des  entiers  communs  à  ces  idéaux. 

(Il  y  en  a  car  il  y  a  tout  au  moins  les  éléments  du  produit  de 
ces  idéaux).  Cet  ensemble  jouit  évidemment  de  la  propriété  énoncée 
au  commencement  du  n°  367.  Donc  c'est  un  idéal  M.  On  l'appelle 
le  plus  petit  commun  multiple  de  I,  J,  X,  ...  Montrons  qu'il  jouit 
des  propriétés  caractéristiques  du  plus  petit  commun  multiple  des 
entiers  ordinaires. 

1°  Tout  multiple  de  M  est  un  multiple  commun  à  I,  J,  K,  ...  En 
effet  tous  ses  éléments  sont  dansM,  donc  ils  sont  dans  I,  J,  K, . .. 

2°  Tout  multiple  commun  à  I,  J,  K,  ...  est  un  multiple  de  M. 
En  effet  tout  multiple  commun  à  I,  J,  K,  ...  ne  peut  être  formé 
que  d'éléments  commun  à  I,  J,  K,  ...  donc  qui  sont  dans  M. 

Remarque.  —  Le  plus  petit  multiple  commun  de  plusieurs 
idéaux  est,  de  tous  les  multiples  communs  celui  qui  a  la  plus  petite 
norme  et  réciproquement. 

Théorème.  —  Soient  D  et'M.  le  plus  grand  commun  diviseur  et 
le  plus  petit  commun  multiple  deux  idéaux  I  e/  J.  On  a 

DM=IJ. 

En  effet  IJ  étant  multiple  de  I  et  J  est  un  multiple  de  M.  On  a 

U  =  ME. 

Reste  à  montrer  que  E  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
ÏJ.  D'abord  c'est  un  commun  diviseur  car 

I  =  -i-EetJ  =  -ï-E. 

ËBEFaite  <;'eBt  le  plus  grand,  autrement  dit  g  c*  ^  sont  premiers 
«entiiÊ  eux. 
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En  effet 

E  ~  7       ®'       E  ~  I  • 

Si  y  et  y  avaient  un  commun  diviseur  D'  différent  de  i ,  alori^ 

M 

^ ,  serait  un  commun  multiple  de  I  et  J,   dont  la  norme  serait 

plus  petite  que  celle  de  M.  Alors  M  ne  serait  pas  le  plus  petit 
commun  multiple  de  I  et  J. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  les  autres  théo- 
rèmes analogues  de  ceux  démontrés  pour  les  entiers  ordinaires 
(I.  chap.  Vil). 

372.  Idéaux  premiers.  —  Un  idéal  est  dit  premier  lorsqu'il' 
est  différent  de  i  et  qu'il  n'est  divisible  que  par  lui-même  et  par  i.. 

Théorème.  —  Tout  idéal  qui  n'est  pas  premier  est  décomposahh 
en  un  produit  d'idéaux  premiers  et  cela  d'une  seule  manière. 

Soit  un  idéal  I  qui  ne  soit  pas  premier,  il  y  a  donc  un  diviseur  D» 

I  =  DE. 

Si  D  et  E  sont  premiers  la  décomposition  est  finie,  sinon  on  la- 
continue  comme  pour  les  entiers  ordinaires  (I.  3  9  5). 
Elle  ne  peut  se  prolonger  indéfiniment  parce  qu'on  a 

%{l)  =  %(D)%(E) 
et  que  par  conséquent  si  D  n'est  pas  une  unité  on  a 

%(E)  <  %(I). 

2°  La  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 
Cela  se  démontre  comme  pour  les  entiers  ordinaires. 

Ainsi,  se  trouve  rétabli,  par  l'adjonction  des  idéaux  aux  nombres 
existant,  l'analogie  avec  les  entiers  ordinaires,  tout  au  moins  en 
ce  qui  concerne  la  divisibilité  (^). 

(')  Les  calculs  sur  les  idéaux  sont  restreints  par  le  fait  qu'on  ne  peut  pas 
additionner  les  idéaux.  Cela  tient  à  ce  qu'un  idéal  (a,  p,  ...)  ne  change  pas  quand 
on  remplace  a,  p,  ...  par  des  entiers  respectivement  associés.  Autrement  dit, 
dans  cette  théorie,  tout  entier  est  confondu  avec  ses  associés.  Ce  qui  est  avan- 
tageux lorsqu'il  ne  s'agit  que  de  divisibilité,  mais  non  dans  les  autres  cas. 


RECHERCHE    DES    IDEAUX    PREMIERS  697 

373.  Recherche  des  idéaux  premiers.  —  Soit  p  un  nombre 
premier  rationnel.  Cherchons  si  l'idéal  principal  (p)  est  encore 
premier  dans  le  corps  C(v/m). 

Théorème.  —  Les  nombres  premiers  rationnels  p  qui  sont  tels 
que  la  congruence 
(i4)  x^ -\- px  —  k^o{modp) 

soit  possible  ne  sont  pas  premiers  dans  le  corps  G(v/m),  et  récipro- 
quement. 

En  effet,  si  la  congruence  (i4)  est  possible,  soit  r  une  solution. 
Considérons  les  deux  idéaux  conjugués 

(—  r  +  0),  p)         et        (—  r-h  (a,  p). 

Leur  produit  est  égal  à  leur  norme,  c'est-à-dire  à  p.  Donc  p 
n'est  pas  premier  dans  le  corps  C(/m). 

Réciproquement,  si  p  n'est  pas  premier  dans  le  corps  C{s/m) 
soit  p  =  IJ,  I  et  J  étant  deux  idéaux.  On  a 
p2  =  %(!)%(  J). 

Donc 

%(I)  =  %(J)=p. 

p  étant  une  norme,  la  congruence  (i4)  est  possible. 
.  Remarque.  —  On  peut  écrire 

{p)={—r-h  u),  p)(— r-|-w,p)  =  (— r-h(o,p)(— r  +  p  — u),p> 
=  (—  r  +  0),  p)  (—  r'  H-  o),  p) 

en  appelant  r,  r'  les  deux  racines  de  (i4). 

Cherchons  maintenant  d'une  façon  plus  précise  quels  sont  les 
nombres  premiers  p  qui  jouissent  de  la  propriété  précédente. 

I"  cas.  p  ■^zt  2,   A  ^  G  (mod  p). 

La  congruence  (  1 4)  s'écrit 

(i5)  (2x  -+-  p)2  =  A  (mod  p). 

La  condition  de  possibilité  est 


(.6)  '  (^ 


1. 
P 


Ainsi,  les  nombres  premiers  impairs  décomposables  sont  ceux, 
qui  satisfont  à  la  condition  (i6). 
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Om  a.  vu  (n°  106)  qu'ils  appartiennent  à  certaines  progressions 
arithmétiques.  On  sait  d'ailleurs,  par  un  théorème  de  Lejeune 
Dirichlet  qui  sera  démontré  plus  tard  qu'il  y  en  a  uûe  infinité. 

2**  cas.  P  ^  ^1   A  ^  G  (mod  p). 

La  congruence  (i/i)  s'écrit  encore  sous  la  forme  (i5).  Elle  est 
évidemment  possible  et  admet  une  seule  solution 

x  =  —  ^-^£-=^p  (modp). 
Donc  dans  ce  cas 

Ainsi  les  nombres  premiers  rationnels  gai  divisent  le  discriminant 
ne  sont  pas  premiers  dans  le  corps,  ils  sont  le  carré  d'un  idéal 
premier. 

3®  casm  /)  =  2.  La  condition  de  possibilité  de  la  congruence 
(i4)  est  que  l'un  au  moins  des  deux  entiers  o,  i,  y  satisfasse, 
c'est-à-dire  que  l'un  au  moins  des  deux  entiers  k,  i  ■+-  p  —  k  soit 
pair.  Distinguons  deux  cas  : 

a)  m  ^  2  ou  3  (mod  l\).  Alors  0  =  0.  Des  deux  entiers  k,i  —  k 
l'un  est  pair,  la  condition  est  satisfaite. 

Oi)  Si  m  ^  2  (mod  4)  on  a  ^  pair,  la  solution  de  la  congruence 
est  a:  ^  o  et  l'on  a 


(2)  =  (^.  2)^ 

as)  Si  m  ^  3  (mod  4)  on  a  ^  impair,  la  solution  de  la  congruence 
est  x  ^  I  et  l'an  a 

(2)  =  (l   —U),   2)2. 

b)  m^  I  (mod  4).  Alors  p  =  i,  les  deux  entiers  à  considérer 


,  m 
sont  — 


èi)  Si  m  =  I  (mod  8),  la  congruence  a  les  solutions  o  et  i,  et 
l'on  a 

(2)  =  (w,  2)  (—  1+  0),  2). 

62)  Si  m  ^  5  (mod  8)  la  congruence  n'a  pas  de  solution.  Dans 
•ce  cas  (2)  est  un  idéal  premier 
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Faisant  usage  de  la  notation  du  n°  37  c'est-à-dire  : 
(  -  J  =  o     quand     \^d  (mod  2) 
/- j  =  1     quand     A  ^  i  (mod  8) 
(  -j  =  —  1     dans  les  autres  cas, 

on  a    l'énoncé   suivant   qui    s'applique   à  tout  nombre  premier 
rationnel/)  : 

Si  (  -  j  ^=  1  (/))  se  décompose  en  deuï  facteurs  différents 

)),(  —  )=  —  I     (p)  est  premier 


»  I  -]==::  o  (/))  est  le  carré  d'unddëal. 


373.  Idéaux  premiers  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  {p).  — 
Soit  I  un  tel  idéal.  L'idéal  conjugué  I  est  aussi  premier,  car  s'il  a 
un  facteur  K,  l'idéal  I  a  le  facteur  K.  Considérons  alors  le  produit 

Il  =  %{I). 

Cette  égalité  donne  la  décomposition  de  %(I)  en  facteurs  pre- 
miers. Ceci  prouve  que  ^(J)  esft  un  nombre  premier  ordinaire. 
Car,  sinon,  %(I)  aurait  une  autre  décomposition  en  facteurs  pre- 
miers. De  plus  ce  nombre  premier  est  décomposable  dans  le  corps 
G[\/m).  Ainsi  :  pour  avoir  les  idéaux  premiers  qui  ne  sont  pas  de 
la  forme  (p),  il  Jaul  décomposer  en  fadeurs  les  idéaux  de  la  forme 
'{p)  qui  se  décomposent. 

Bésutué 

Si  (- I  =  I,  p  étant  un  nombre,  premier  quelconque,  (/?)  se 
déoompDse  en  deux:  facteurs  pj!eniierB  difféireiits 

(p)  =  (—  r  H-  o),  p)  (—  K  +  to,  p) 

r  et  r'  étant  les  racines  de  r^  -\-  or  —  k^  o  (mod  p). 
Dans  le  cas  ou  p  =  2  on  a  r  =  0  et  r'  =  i. 


7oo 


THEORIE    DES    NOMBRES 


Si  (-)  =  o,    {p)  est  le  carré  d'un  idéal  premier 

(p)  =  (_  r  -h  co,  pY 

r  =  ^  p     dans  le  cas  où    p?^2, 

2 

r  =  o     dans  le  cas  où    p  =  2 

et     A  ^  o  (mod  8). 
r  =  1     dans  le  cas  où    p  =:  2 

et     A  =  4  (mod  8). 

Si  (-)  =  —  I    (p)  est  premier. 

Remarque.  —  Dans  le  premier  et  le  second  cas  la  norme  de 
l'idéal  est  p,  l'idéal  est  primitif. 

Dans  le  troisième  cas  la  norme  de  l'idéal  est  p^,  l'idéal  n'est  pas 
primitif,  son  diviseur  est/). 

Exemples.  —  i°  Dans  le  corps  C(i),     m  =  —  i,     A=  —  4- 
On  a  pour  p  impair 

(t-%(t-')-(-./-^- 

Donc  si   p  ^  I  (mod  4),  (p)  se  décompose  en  deux  facteurs  premiers- 
différents 
si  p  ^  —  I  (mod  4),  (p)  est  premier. 
Quant  à  2  c'est  le  carré  d'un  idéal  premier.  Ces   résultats   sont 
d'accord  avec  ceux  du  n°  321 . 

a**  Dans  le  corps  C(y)     m  =  —  3     A  =  —  12. 
On  a  pour  p  impair  ;zf  3  , 

Les  nombres  premiers  impairs  tels  que  ( |  =  1   sont  ceux  de  la 

forme  6/1  -t-  1 .  Donc  ces  nombres  se  décomposent  en  deux  facteurs 
premiers  différents.  Les  autres  sont  premiers. 

Pour  le  nombre  3,  c'est  le  carré  d'un  idéal  premier. 

Enfin  pour  le  nombre  2  il  est  premier.  Ces  résultats  sont  d'accord 
avec  ceux  du  n"  340. 

3"  Exemple  dans  le  corps  C(v/i7)    m  =  A  =  17. 

Les  nombres  premiers  impairs  tels  que  /  -2 1  =  i  sont  ceux  de  la 
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forme  17/1  ±  i,  ±  2,  ±  4.  =t:  8  ils  se  décomposent  en  deux  facteurs 
premiers  différents  19=  (7  4-  2 '- j  I  7  -f-  2 '- 

Ceux  des  formes  17^  ±:  3,  ±  5,  rt  6,  ±  7  sont  premiers.  Le  nombre 
17  est  le  carré  d'un  idéal  premier  17  =  (/i  7)^  Enfin  2  est  le  produit 

^<le  deux  idéaux  premiers  2  =  (  3  4- )  (  ^  "' ô )' 

375.  —  Etant  donnés  des  idéaux  premiers  sous  la  forme  réduite 
trouver  leur  produit  sous  la  même  forme. 

x"  cas.  —  Puissances  d'un  idéal  premier.  Ce  cas  se  subdivise  en 
trois  suivant  les  trois  cas  du  n°  précédent. 

a)  Puissances  d'un  idéal  premier  delà  forme  P  =  ( —  r  +  w, /)) 

avec  (- )  =1  et  r^  +  pr  —  k^o{mod  p).  La  norme  de  P'"estp"'; 

je  dis  que  son  diviseur  est  i.  Car  sinon,  en  appelant  d  ce  diviseur 
et  n  la  norme,  on  aurait 

d^n  =  /)"« 

de  sorte  que  d  serait  une  puissance  de  p.  Alors  P'"  étant  divisible 
par  d  contiendrait  les  facteurs  premiers  de  /),  soient  P  et  P .  Mais 
P  n'étant  pas  identique  à  P,  cela  est  impossible.  Ainsi 

P-»  =  (—  R  -t-  o),  p"') 
où  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  R  au  module  /)"*  près.  On  a 
R2  +  pR  —  fc  =  o  {mod  p""). 

Or  r  n'étant  déterminé  qu'au  module  p  près  on  peut  supposer 
{n°  35)  que  r  satisfait  à 

r^  -\-  pr  —  k  ^  o  (mod  p'") 

«t  nous  allons  montrer  que  r  étant  ainsi  choisi  on  a  R  =  r. 
Plus  généralement  nous  allons  montrer  que  : 

(— r  H- w, /))' =  (— r  H- (0,  p»)         {i'^m). 

C'est  vrai  pour  i  =  1  ;  supposons  que  ce  soit  vrai  pour  l'expo- 
sant i  —  I,  démontrons -le  pour  l'exposant  /.  On  a  : 

^_  r  4-  o),  pY  ={—r-\-o},  p'-^)  (—  r  -+-  0),  /))  =  (—  R  -h  w,  p') 
et  on  va  déterminer  R  en  écrivant  que  ( —  r  +   w)^  est  contenu 
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dans  l'idéal,,  c'est-àî-dice qu'on  a  pour  des  valeurs  entièrea^  de  XQty,i 

( —  r  4-  a>)2  :=  ( —  R  -|-  u>)x  +  py 
OU.  : 

r^  -h  k  —  (ar  -\-  p)w  :=  —  Rx  -\-  jfy  +  ccw. 

On  en  tire  : 

On.  a  donc  : 

r2  -t-  /c  —  R(ar  -f-  p)  =  o     (mod-  p'). 

Comme  2r  -t-  p  ^  o  (mod.p)^  ceci  détermine  la  valeur  de  R  au 
module  /)'  près. 

Or  comme  la  valeur  R  =  r  satisfait  à  cette  condition,  le  théorème 
est  démontré. 

6)  Puissances  d'un  idéal  premier  de  ha  forme  ( —  r  -j-  co,  p)  avec 

( - j  =  o  et  r  racine  double  de  r^  +  pr  —  k^o  (mod p). 
On  a  alors  : 

(-r  +  a>.  p)2=:(p)=p(a),  i) 

et,  de  proche  en  proche  : 

{-r-ho^,p)^=(p^)=p\u>,  i) 
et  : 

(__  r  -4-  o),  p)2*+»  =  pi{—  r  -H  «,  p)  ; 

c)  Puissances  d'un  idéal  premier  (/>)  avec  L—\=. —  i. 
On  a  alors  : 

2®  Cas.  —  Produit  de  deux  idéaux  dont  les  normes  sont  pre- 
mières entre  elles.  Supposonsi  d'abord  les  deux  facteurs  primitifs. 
Soit  le  produit  : 

( —  r  -h-wj  n)  ( — /  ■+-  tôt,  n!). 

ta  norme  du  produit  est  nn'.  Je  dis  d'ailleurs  que  le  produit  est 
piimitif. 
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En  effet  :  les  entiers  n[ —  r'  +  g>)  et  r^{ —  r  -f-  w)  appartiennent 
a  ce  produit.  Donc  le  diviseur  du  produit  doit  diviser  les  coeffi- 
cients de  w  dans  ces  deux  nombres,  c'est-à-dire  n  et  ri .  Donc 
puisque  les  entiers  n  et  ri  sont  premiers  entre  eux,  ce  diviseur  est 
égal  à  I .  Ainsi  : 

( —  r  -h  w,  n)  {—  /  H-  u),  ri)  =  ( —  R  H-  w,  nri) 

où  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  R  au  module  nri  près.  Pour  cela, 
écrivons  que  ( —  r  -+-  w)/i'  et  ( —  r'  -f-  w)/i  appartiennent  au  pro- 
duit. Ecrivons  : 

( —  r  H-  w)n'  =  (—  R  +  ii>)x  -H  nriy 
d'où  : 

X  =  ri 

—  r-j-  R 

y  = 

•^  n 

Donc  : 

R  ^  r     (m^d  n). 
On  voit  de  même  que  : 

R  =  r'     (mod  ri). 

Ces  deux  conditions  déterminent  bien  R  au  module  nri  près. 
.  Soient  maintenant  deux  facteurs  non  primitifs  : 

[d{—  r  -t-  a>),  dn]  [d'{—  r'  +  u»),  d'ri]. 

Ce  produit  est  égal  à  : 

dd'{ —  r  H-  w,  n)  ( —  r'  ■+-  w,  ri). 

On  est  ramené  au  cas  des  facteurs  primitifs. 

Comme  r  et  r'  ne  sont  déterminés  qu'aux  facteurs  n  et  ri  près, 
on  peut  les  supposer  égaux  entre  eux.  Soit  Rieur  valeur  commune. 
Alors  : 

d{—  R  H-  u),  n)  X  d'{—  R  -h  w,  ri)  =  dd'{—  R  -|-  w.  nri). 

3*  Cas.  Formation  du  produit  ?"•?""  ....  —  Etant  donnés  les 
facteurs  premiers  différents  P,  P',  ...  sous  la  forme  réduite,  on 
sait  mettre  sous  la  même  forme  P"*,  P"*,  ...  d'après  le  premier 
cas,  et  ensuite  P"*?'"*  ...  d'après  le  second. 
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376.  Décomposition  effective  d'un  idéal  en  facteurs  pre- 
miers. —  On  donne  un  idéal  sous  la  forme  réduite,  on  demande 
de  le  décomposer  en  facteurs  premiers  mis  sous  la  même  forme. 
Soit  l'idéal  D(—  R  +  w,  N). 

On  va  décomposer  séparément  D  et  ( —  R  4-  w,  N). 

Pour  D  on  le  décompose  en  facteurs  premiers  ordinaires,  puis 
on  décompose  chacun  de  ces  facteurs  comme  il  a  été  expliqué  au 
ji°  374. 

Pour  ( —  R  4-  w,  N),  on  commence  par  décomposer  N  en  facteurs 
premiers  ordinaires,  soit  N  =  p'"p""'  ...  On  a  alors  : 

(—  R  +  w,  N)  =  (—  r  -MU,  p»»)  (—  r'  H-  œ,  />'"«')  ... 

r,  r',  ...,  étant  déterminés  par  les  conditions  : 

r  ^  R     (mod  p"') 
r'  =  R     (modp'"'') 


On  peut  prendre  par  exemple  r  =  r'  =  ...  =  R. 

Ensuite,  pour  décomposer  un  facteur  ( —  r  -h  w,  p*")  on  a, 

(_  r  -H  w,  p"')  =  ( —  r  +  w,  p)»» 

et  si  [-j  =  G  on  a  forcément  m  =  i,   car  alors  les  puissances 

paires  de  ( —  r  -4-  w,  p)  sont  des  puissances  de  p  et  ont  déjà  été 
mises  en  évidence  dans  D. 

Exemple  :  Décomposons  en  facteurs  premiers,  dans  le  corps  C(i  \/'b) 
l'idéal  490(16  H-  o),  261)  : 

A  =  —  20         p  =  o         k  ^  —  5. 
On  a: 

490  =  2.5.7*, 

Les  facteurs  2  et  5,  facteurs  de  A  sont  des  carrés  d'idéaux  premiers 
donnés  par  les  formules  du  n°         : 

2  =  (-  1+  v/5,  2)2        5  =  (v/5,  5)K 

Quant  à  7  il  est  tel  que  (  - 1  =  i ,  Les  racines  de  œ*  -f-  5  ^  o 
(mod  7)  sont  ±  3.  Donc  : 

7  =  (3  +  v/5,  7)  (-  3  +  v/5,  7). 
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Ensuite  a6i  =  3*  .  29.  Donc  : 

{16  4-  v/5,  261)  =  (i6  +  v/5,  32)  (16  -h  v/5,  ag) 
et  l'on  a  : 

(164-  v/5,  3^)  =  (16  +  v/5,  3)=^  =  (i  +  s/E,  Sy. 
Quant  à  (16  +  /5,  29)  il  est  premier.  Finalement  : 

A9o(i6  +  v/5,  26i)  =  (— I  +v/5,  2)2  (v/5,  5)>  (3  +  v^S,  7)» 
(-3  4-/5,  7)^  (I  -f-  /5,  3)2  (16  4-  v/5,  29). 

Parmi  ces  facteurs  premiers  il  y  en  a  deux  dont  la  norme  est  repré- 
sentable primitivement  pour  la  forme  principale  (i,  0,  5)  et  qui  sont 
par  conséquent  des  idéaux  principaux,  à  savoir  :  (v/5,  5)  qui  est  iden- 
tique à  (/ô)  et  (16  4-  v/5,  39)  identique  à  (3  4-  a  v/5). 

377.  Indicateur.  —  L'indicateur  d'un  idéal  I  est  le  nombre 
d'entiers  premiers  à  I  qui  sont  contenus  dans  un  système  complet 
(mod  1).  On  peut  reprendre  le  raisonnement  du  n°  323  et  l'on 
trouve  que  l'indicateur  de  I  est  égal  à  : 

^«(■-û(py)('-43))- 

P,  Q,  ...  désignent  les  facteurs  premiers  de  I.  Les  théorèmes  1 .  409 
à  4i3  se  généralisent  sans  peine. 

Théorème  de  Fermât,  i*"^  énoncé.  —  P  étant  un  idéal  premier 

et  a  un  entier  quelconque  non  divisible  par  P,  l'entier  a"*^^^^^  ~  '  —  i 
est  divisible  par  P. 

2*  énoncé.  —  P  étant  un  idéal  premier  et  ce  un  entier  quelconque 
on  a  : , 

aWP)  =  a     (modP). 

Même  démonstration  qu'au  n"  324. 

Les  théorèmes  sur  les  restes  suivant  un  module  premier  des 
puissances  d'un  entier,  sur  le  nombre  des  racines  d'une  congruence 
algébrique  à  module  premier,  sur  les  racines  primitives  d'un 
module  premier  (n"'  325  et  326)  s'appliquent  encore  ici. 

La  condition  pour  que  a  soit  reste  quadratique  de  P  est  : 

%(P)-i 
ce       '        =1     (mod  P) 
Caheh.  —  Théorie  des  nombres,  l.  II.  45 
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sauf  le  cas  de  P  =  2  ou  un  diviseur  de  2.  Les  théorèmes  de  Ferrers 
et  de  Wilson  (n°  324),  celui  d'Euler  (n°  325)  subsistent.  De 
même  les  notions  d'exposants  par  rapporta  un  module  quelconque. 
L'étude  du  groupe  des  classes  d'entiers  relativement  à  un 
module  P"*  se  fait  comme  au  n"  326. 


NOTES  ET  EXERCICES 

I.  — 'Le  théorème  du  n°  354  peut  se  démontrer  de  la  façon  sui- 
vante. En  faisant  correspondre  à  l'entier  a  +  feio  le  point  a,  6,  il  est 
d'abord  évident  qu'à  tout  idéal  correspond  un  module  de  points  à 
coordonnées  entières,  donc  du  second  rang  au  plus.  On  peut  donc  y 
trouver  deux  points  8,,  82.  tel  que  tout  point  du  réseau  soit  SjX  4-  ôjj 
[x,  y,  entiers  ordinaires). 

On  peut  supposer  que  l'un  des  deux  entiers  5,,  82  soit  un  entier 
ordinaire. 

En  effet,  d'abord  il  y  a  dans  l'idéal  des  entiers  ordinaires,  car  s'il  y 
a  un  entier  a,  il  y  a  aussi  l'entier  <xa.  A  cet  entier  ordinaire  correspond 
un  point  du  module  sur  l'axe  Oac,  qu'on  peut  prendre  comme  élément 
de  la  base. 

II.  —  Décomposer  en  facteurs  premiers  22( — A9  +  /35,  338)  dans 
le  corps  C(v/35). 

III.  —  Démontrer  que  : 

{a,  p)   X   (c.'.  n  =  («a',  aP'  +  P«',  Pl^')  =  (=^?',  =^«'  -+-  1^^',  P^')- 
Cas  particulier  :  a,  b,  a',  b'  étant  quatre  entiers  ordinaires  on  a  : 
D(a.  b)  X  D(a',  b')  =  D{aa',  ab'  +  ba',  bb')  =  D{ab',  aa' -i-  bb',  6a'). 
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378.  —  Soit  un  idéal  primitif  ( —  r  +  «,  n).  On  sait  que  r  est 
racine  de  la  congruence  : 

a;'  H-  px  —  k  ^  0     (mod  n). 

A  cette  racine  correspond  (n°  180)  une  représentation  primitive 
de  n  dans  une  classe  de  formes  de  déterminant  A.  Cette  classe  est 
celle  de  la  forme  : 

r^  -h  pr  —  k^ 


(i)  [^n,  ar 

Cette  classe  est  primitive  car  on  a  vu  (n"  364)  que  les  trois 

entiers  n,  ir  -t-  p,  ^        P''  sont  premiers  dans  leur  ensemble. 

Cela  établit  un  rapport  entre  un  idéal  primitif  et  une  classe 
primitive.  La  forme  (i)  n'est  pas  déterminée  par  l'idéal,  car 
d'abord  l'idéal  ne  change  pas  si  laissant  n  invariable  on  remplace 
r  par  i\  =  r  -\-  In.  Mais  la  forme  (i)  devient  alors  : 

r\  +  pr,  —  k\ 

qui  est  de  même  classe  que  (i),  car  elle  s'en  déduit  par  la  substi- 
tution ( 

\o      I 

Ensuite  l'idéal  ne  change  pas  non  plus  si  on  change  n  de  signe. 
La  forme  devient  alors  : 


/  ,  r*  +  pr  —  k\ 
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Elle  appartient  à  la  classe  inverse  opposée  de  (i).  Ce  sont  les 
seuls  changements  qu'on  puisse  faire  subir  à  r  et  à  n. 

Ainsi  un  idéal  primitif  est  en  rapport  avec  deux  classes  de  Jormes , 
inverses  opposées  l'une  de  l'autre.  Nous  dirons  que  deux  idéaux 
sont  de  même  classe  quand  ils  sont  en  rapport  avec  les  deux  mêmes 
classes  de  formes. 

D'ailleurs  nous  dirons  qu'un  idéal  non  primitif  d{ —  r  -4-  w,  n) 
est  de  même  classe  que  l'idéal  primitif  ( —  r  +  w,  /i). 

Remarquons  que  les  deux  classes  de  formes  primitives  avec 
lesquels  un  idéal  se  trouve  aussi  en  rapport  ne  sont  pas  toujours 
distinctes.  Voir  n°  267. 

Théorème.  —  Soit  un  idéal  I  en  rapport  avec  les  classes  G  et 
—  G~*.  Soit  a  un  nombre  de  I,  de  sorte  que  (a)  est  divisible  par  I. 

La  norme  de  i^  est  représentable  dans  C  ou  dans  — G~^.  Récipro- 
quement tout  entier  ordinaire  représenté,  dans  Cune  des  deux 
classes  C  et  —  G~'  est^  au  signe  près,  la  norme  d'un  idéal  de  la 

forme  ^ ,  a  étant  un  nombre  de  I. 
En  effet  soit  :     / 

1  =  d( —  r  -f-  10,  Al) 
et  : 

a  =  d[{ —  r  -f-  ui)x  4-  ny]. 

On  a  : 

%(a)  =  d*[( —  r  H-  ui)x  -+-  ny]  [( —  r  +  (a)x  +  ny] 
=  d^[{r^  -f-  pr  —  k)x^  —  n{ir  -h  p)xy  -f-  n^y^] 

=  d*n[nj'  —  (ar  -+-  p)xy  H ^ y"^] 

d'où  : 

r*  -f-  pr  —  k 


% 


/«\  2        /        ,     \        ,    r"  -f-  pr  —  /c    „ 

(r)  "^  "^  ~  ^^^  ^  p^^^  "^ n —  y 


ce  qui  démontre  la  première  partie  du  théorème. 

Réciproquement,  si  un  entier  est,  au  signe  près  de  la  forme  ; 

nj2  _  (ar  4-  ppy  H ^ y^ 
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c'est  la  norme  de  (  y  |,  en  posant  : 

a  =  d[{ —  r  -h  oi)x  -+-  ny]. 

Théorème.  —  Pour  quun  idéal  soit  principal  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  soit  en  rapport  avec  la  classe  principale. 

Soit  l'idéal  principal  I  =  (/3).  Un  nombre  de  l'idéal  est  de  la 
forme  a  =  ^{x  -+-  yw)  et  l'on  a  : 

^^  =  U(a;  4-  jw)  =  a;2  _  pxj  —  kyK 

Or  la  forme  x^  —  px  —  ky^  est  la  forme  principale.  Donc  I  est 
en  rapport  avec  la  forme  principale. 

Réciproquement  si  I  est  en  rapport  avec  la  forme  principale, 
comme  cette  forme  peut  représenter  le  nombre  i,  il  y  a  un 
nombre  a  de  l'idéal  tel  que  : 

OU  : 

u(0=±,. 

Donc  : 

I. 


(î) 


h 

Donc  : 

I  =  (.). 

Conséquence.  —  Les  idéaux  principaux  appartiennent  tous  à 
une  même  classe  que  nous  appellerons  classe  principale. 

Remarque.  —  Dans  ce  qui  va  suivre,  lorsque  nous  dirons  sim- 
plement «  classes  » ,  il  sera  sous-entendu  que  nous  parlons  de  classes 
d'idéaux.  Lorsqu'il  s'agira  de  classes  de  formes  nous  le  dirons 
explicitement. 

379.  Théorème.  —  Si  deux  idéaux  I,  I'  ...  sont  en  rapport  res- 
pectivement avec  des  classes  de  formes  C,  C  ...,  le  produit  II'  ..., 
est  en  rapport  avec  la  classe  déformes  GC  ...  (*). 

{*)  Remarquer  à  ce  propos  que  de  CD  =  F  on  ne  déduit  pas 
G(_  D)  =  —  r        ni        (—  C)D  =  —  r. 
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Nous  ferons  d'abord  la  remarque  suivante  :  soient  C  et  D  deux 
classes  de  formes.  Si  l'on  a  : 

CD  -=  r 

on  a  : 

C(-D-')  =  ->(r-^) 
(_G-')D=.-{r-«) 
(_C-')(-D-)=r 

comme  on  le  vérifie  facilement  par  les  identités  : 

(a,  b,  a'e)  (a',  b,  ae)  =  [cu^,  b,  e) 
(a,  b,  de)  ( —  cl ,  b,  —  ae)  =  { —  aa' ,  b,  —  e) 
( —  a,  b,  —  a'e)  (a',  b,  ae)  =  ( —  aa',  b,  —  e) 
( —  a,  b,  —  a'e)  ( —  a',  6,  —  ae)  =  [aa' ,  b,  e). 

Par  conséquent  les  deux  classes  de  formes  qui  sont  en  rapport 
avec  I,  combinées  des  quatre  façons  possibles  avec  les  deux  qui 
sont  en  rapport  avec  F  ne  donnent  que  deux  produits  dont  l'un 
étant  r,  l'autre  est  —  F-*. 

De  proche  en  proche  on  voit  que  pour  démontrer  le  théorème  il 
suffit  de  prendre  une  seule  des  deux  classes  de  formes  en  rapport 

avec  I,  une  seule  des  deux  classes  en  rapport  avec  J,  ...,  et  de 
démontrer  que  le  produit  de  ces  classes  est  en  rapport  avec  IJ  ... 
Nous  allons  examiner  d'abord  des  cas  particuliers. 

I.  Si  l'idéal  premier  P  est  en  rapport  avec  la  classe  C  l'idéal  P"» 
est  en  rapport  avec  la  classe  (C)'". 

Nous  subdiviserons  ce  cas  en  trois,  suivant  les  trois  cas  du 
n°  374. 

a)      P  =  (—  r  4-  w,  p)  avec  f  -  j  =  i  et  r^  -+-  pr  —  k^o  {modp). 

Alors  C  est  la  classe  de  ip,  ir  4-  p, ^ 1 . 

On  peut  supposer  que  r^  -\-  Qr  —  /c  ^  o  (modp"').  Alors  on 
sait  (n°  375)  que  P'"  =  ( —  r  -4-  w,  p"'),  la  classe  en  rapport  avec 

p""  est  fp*",  2/'  H- p, ^— ).  Or  cette  forme  est  bien  le 
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produit  de  m  formes  ip,   ar  -f-  p,  ^ )  lesquelles  sont 

immédiatement  multipliables. 

6)       P  =  ( —  r  -f-  o),  p)  avec  /-  |  =  o  et  ar  -h  p  ^  o  (mod  p). 

Alors  C  est  encore  la  classe  de  (p,  2r  +  o, j.   et 

l'on  a 

p2.  ^  ^i 

D'autre  part,  puisque  2r  -h  p  ^  o  (mod  p),  C  e»t  uae  classe 
bilatère. 
Donc 

ter  =  I 
(G)«+»  =  G. 

Le  théorème  se  vérifie  donc  encore  dans  ce  cas. 

c)  P  =  Q,)aYec(-j  =  — I. 

Alors  P  est  un  idéal  principal  et  G  est  la  classe  principale.  Toute 
puissance  de  P  sera  un  idéal  principal  et  toute  puissance  de  C  la 
classe  principale. 

Le  théorème  se  vérifie  encore. 

2*  cas.  Soit 

I  =  d{—  r  -h  o),  n)  r  =  d'(—  r'  +  a>',  n)  ... 

n,  ri,  ...  étant  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 
En  déterminant  R  par  les  conditions 

R  ^  r  (mod  n)  ^ 

R  ^  r'  (mod  n') 


on  peut  écrire 

I  =r  d{—  R  -h  w.  n),        r  =  âr^—  R  -h  w,  n')  .. 

et  l'on  a  vu  (n"  375)  que 

IV  ...  =dd'  ...  (-_  R  + w,  nn'  ...). 
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Or  la  classe  de  la  forme  1  n,  2R  +  p, j  est  en  rapport 

avec  I,  etc. 

la  classe  de  la  forme  in\  2R  -t-  p, -, ]  est  en  rapport 

avec  r. 

Le  produit  de  ces  classes  est  la  classe  de 

nn'  ...,  aR  +  0.  -^ 

\  nn  ...  / 

qui  est  bien  en  rapport  avec  II'  . . . 

Cas  général.  —  Des  cas  particuliers  précédents  on  déduit  sans 
peine  le  cas  général  en  décomposant  chacun  des  facteurs  du 
produit  et  le  produit  lui-même  en  ses  facteurs  premiers. 

Corollaire.  —  Deux  idéaux  entiers  conjugués  sont  en  rapport 
respectivement  avec  deux  classes  inverses.  En  effet  le  produit  de 
deux  idéaux  conjugués  est  un  idéal  principal  (n°  363),  donc  le 
produit  des  classes  en  rapport  est  la  classe  principale. 

380.  Classe  d'un  idéal  fractionnaire.  —  Soit  I  =  JK,  I,  J, 
K  étant  des  idéaux  entiers.  Soient  C,  D,  E,  les  claases  coreespon- 
dant  respectivement  à  I,  J,  K.  On  a 

G  =  DE 
d'où 

E  =  GD-^ 

Cette  égalité  servira  de  définition  à  E  dans  le  cas  oii  I  n'est  pas 
divisible  par  J.  D'ailleurs  il  est  facile  de  voir  que  si  on  remplace 
l'une  des  classses  G,  D,  ou  toutes  les  deux  par  son  inverse  opposée, 
on  obtient  en  tout  pour  E  deux  classes  qui  sont  inverses  opposées 
l'une  de  l'autre. 

Le  théorème  fondamental  énoncé  au  commencement  du  n°  379 
subsiste  pour  des  idéaux  fractionnaires,  comme  on  le  voit  immé- 
diatement. 

Le  corollaire  :  deux  idéaux  conjugués  sont  en  rapport  avec  deux 
classes  inverses  subsiste  également. 

381.  Théorème.  —  Pour  que  deux  idéaux,  entiers  ou  frac- 
tionnaires, appartiennent  à  la  même  classe  il  suffit  que  leur  rappoi  t 
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soit  an  idéal  principal.  En  effet  pour  que  I  et  J  appartiennent  à 
la  même  classe,  il  faut  et  il  suffit  que  I  et  J  soient  en  rapport  avec 
des  classes  de  formes  inverses,  donc  que  IJ  soit  de  la  classe 
principale,  c'est-à-dire  soit  un  idéal  principal.  Or  on  a  vu  (n°  365) 

que  c'est  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  -j  soit  un 
idéal  principal. 

Remarque.  —  On  tire  de  là  une  définition  des  classes  d'idéaux 
indépendante  de  la  théorie  des  formes  quadratiques.  Deux  idéaux 
sont  dits  de  la  même  classe  lorsque  leur  rapport  est  un  idéal  prin- 
cipal. 

382.  —  Résolution  de  l'équation  diophantienne 

a$  H-  ^Ti  =  O 

a,  j3  sont  des  entiers  donnés  |,  yj  des  entiers  inconnues.  L'équation 
se  résout  comme  dans  le  cas  des  entiers  ordinaires  (I.  ii i) et  l'on 
trouve 

î—         ^        A  —     -^     A 

(a,  |3)  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a,  |3  et  A  étant  un 
idéal  quelconque.  Telle  est  l'expression  la  plus  générale  des  entiers 
existants  ou  idéaux  qui  satisfont  à  l'équation  proposée.  Mais  si 
l'on  veut  les  entiers  existants  qui  satisfont  à  l'équation  il  ne  faut 
prendre  pour  A  que  des  idéaux  de  même  classe  que  (a,  |S).  De  plus 

il  faut  remarquer  que  .     q.  qui  est  un  nombre  existant  (en  général 

fractionnaire)  n'est  défini  qu'à  un  facteur  unité  près.  Il  est  alors 
sous  entendu  que  ce  nombre  est  le  même  dans  les  deux  expressions 
données  pour  i^  et  yj. 

383.  Résolution  de  a$  +  ^r;  =  y-  —  Cette  équation  exprime 
que  y  appartient  à  l'idéal  («,  |S).  On  a  donc  ainsi  une  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  soit  possible.  Elle 
peut  s'énoncer  en  disant  que  y  est  divisible  par  D(a,  ^),  ce 
qui  est  la  même  condition  que  pour  les  entiers  ordinaires  (voir  I). 
Cette  condition  remplie,  on  verra  comme  au  n*  140  du  tome  I 
que  la  solution  générale  s'obtient  en  ajoutant  à  une  solution  parti- 
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culière  Bo,    "/Jo.  la  solution    générale  de  l'équation   sans   second 
membre 

ctA 

71   =Tjo 


A  étant  un  idéal  quelconque  de  la  classe  de  (a,  ^),  et  , — j5-\  ayant  la 


même  valeur  dans  les  deux  formules. 

Reste  à  trouver  une  solution  particulière  Eo,  "/Jo-  Pour  cela  il 
suffit  de  trouver  une  solution  |o  de  la  congruence 

a$  ^  Y  (raod  ^) 
et  d'en  tirer  yj,  par  la  formule 

■^io  —  p 

Or  il  est  évident  que  si  une  valeur  de  ^  satisfaite  la  congruence, 
toute  valeur  congrue  à  celle-ci  (mod  jS)  y  satisfait  aussi.  Donc,  et 
puisque  l'on  sait  a  priori  que  la  congruence  est  possible,  il  suffit 
de  donner  à  B,  les  {%[^)  valeurs  formant  un  système  complet 
(mod  |3),  il  y  aura  sûrement  certaines  de  ces  valeurs  qui  satis- 
feront à  la  congruence. 

384.  —  Résolution  de  l'équation  diophantienne  du  pre- 
mier degré  à  un  nombre  quelconque  d'inconnues.  —  Soit 

«1^1  +  «si?2  -H  ...  -4-  aj„  =  Y- 

Pour  que  l'équation  soit  possible  il  faut  et  il  suffit  que  y  appar- 
tienne à  l'idéal  («i,  aa,  ...  a,,)»  ou  ce  qui  revient  au  même  que  y 
soit  divisible  par  D(ai,  «s,  ...  (Xn). 

Quant  à  la  résolution  effective  de  l'équation,  on  a  vu  plus  haut 
comment,  on  ramène  la  base  de  l'idéal  à  n'avoir  que  deux  éléments 
au  plus  ;  par  conséquent  on  ramène  l'équation  proposée  à  une 
équation  à  deux  inconnues  au  plus,  équation  qu'on  sait  résoudre. 

Forme  (générale  de  la  solution.  —  Cette  transformation  de  la 
base  de  l'idéal  en  une  autre  a  deux  éléments  au  plus  se  fait  par  une 
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seule  substitution  unité  à  coefficients  entiers  ordinaires 

(  Si  =  aiiW  -4-  ...  +  ain^n 


{^n=  OniW  +   ...  +  Onn^n- 

Et  l'on  est  ramené  à  une  équation  ne  contenant  plus  que  H/  et 
!«'.  Ce 

La  solution  générale  de  cette  dernière  est 

Si' =  (Si'). -h  5  A    $,'  =  (sa-B-^ 

D  étant  l'idéal  (a,  p)  c'est-à-dire  l'idéal  (ai,  ocj,  ...  aj.  Quant 
à  ^i',  1^',  ...  |n'  ils  restent  arbitraires.  Représentons-les  par 
X2,  Xj,  ...  Xn  entiers  arbitraires.  On  a  alors 

Si  =  aii(S.')o  -t-  Oi2(S2')o  4-  "'tP  ~"«^  A  +  0,3X3  -+-  ...  -4-  a,„X„ 

Sn   =   anl(Sl')o    +    an2(Sî')o    +  ^^^  ~  ^'^^  A    -f-   OnsÀg   +   ...  +  a„n\ 

c'est-à-dire  que  les  solutions  sont  de  la  forme 

Si   =   (Sl)o  H-  ^  -^  -+-  ^13X3  +  ...   4-  OlnXn 


Sn  =  (S„).  -+-  "^  A  +  a,.3Xs  +  . . .  H-  a„„X„ 

(^i)o  ...  (^n)o  est  une  solution  particulière  de  l'équation, 
D  =  (ai,  aj,  ...  ctn), 

«u  ...  a„i  sont  des  entiers  appartenant  à  D, 
A  est  un  idéal  de  la  classe  de  D,  arbitraire  d'ailleurs, 
Les  a,;  sont  des  entiers  rationnels;  Oij,  a^j,  ...  a„;  formant  un 
solution  particulière  de  l'équation  sans  second  membre. 
Enfin  les  A  sont  des  entiers  existants  arbitraires  du  corps  (Com- 
parer avec  I  162,  remarque  I). 

385.  Résolution  d'un  système  d  équations  diophantiennes 
linéaires.  —  Nous  ne  poursuivrons  pas  plus  loin  dans  cette  voie  et 
ne  chercherons  pas  à  résoudre  par  cette  méthode   un   système 
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d'équalions  diophantiennes  linéaires.  Ce  dernier  problème  peut 
se  résoudre  de  la  façon  suivante  (s'appliquant  bien  entendu  aussi 
à  une  seule  équation).  On  met  les  coefficients  sous  la  forme  a  -t-  6w 
et  les  inconnues  sous  la  forme  x  -f-  yw.  On  remplace  dans  les 
équations  obtenues  w^  par  —  pw  -4-  /c,  et  l'on  égale  dans  les  équa- 
tions obtenus  les  coefficients  de  w  et  les  termes  indépendants  de  w. 
On  obtient  ainsi  un  système  d'équations  diophantiennes  linéaires 
où  les  coefficients  et  les  inconnues  sont  des  entiers  rationnels.  On 
voit  ainsi  que  les  solutions  obtenues  forment  un  réseau,  ce  que 
l'on  peut  aussi  démontrer  a  priori. 

386.  Congruences  du  premier  degré  à  module  idéal.  — 

Les  congruences  dont  le  module  est  un  nombre  existant  se  ramènent 
à  des  équations  diophantiennes  et,  par  conséquent,  dans  le  cas  du 
premier  degré,  le  problème  peut  être  considéré  comme  résolu. 
Pour  les  congruences  à  module  idéal  on  les  ramène  à  des  congru- 
ences à  module  existant  de  la  façon  suivante  : 

Lemme.  —  On  peut  trouver  un  idéal  qui  appartienne  à  une 
classe  donnée  C  et  qui  soit  premier  à  un  idéal  donné  I. 

Remarquons  d'abord  que  si  les  normes  de  deux  idéaux  sont 
premières  entre  elles  ces  deux  idéaux  sont  premiers  entre  eux.  Ceci 
posé  considérons  l'une  des  deux  classes  de  formes  quadratiques 
qui  correspondent  à  C.  On  peut  trouver  un  entier  ordinaire 
représentable  primitivement  dans  cette  classe  et  premier  à  %[l). 
Soit  n  cet  entier  ;  la  classe  de  formes  dans  laquelle  il  est  représen- 
table contient  des  formes  dont  le  premier  coefficient  est  n.  Soit 

(n,   2/'    H-   p,  ( ^ j  cette  forme;  l'idéal  ( —  r  +  «,  n) 

répond  à  la  question. 

Ceci  posé,  soit  la  congruence 

/($,  T),  ...)  =  G  (mod  I). 
On  peut  l'écrire 

T/(Ç, -T),  ...)  =  o  [mod  U(I)]. 

Soit  A  un  idéal  de  la  même  classe  que  I  et  premier  %(l)  ;  on  peut 
multiplier  les  deux  membres  de  la  congruence  précédente  par  A 
sans  changer  le  module.  Il  vient  alors  : 

A7/(S,  71,  ...)=o[mod%(I)]. 


CONGRUENCE  UU  PREMIER  DEGRE  A  UNE  INCONNUE  717 

Or  AI  est  un  entier  existant  ;  on  est  donc  bien  ramené  à  une 
congruence  dont  le  module  est  un  entier  existant,  et  même  un 
entier  rationnel. 

387.  Application  à  la  congruence  du  premier  degré  à  une 
inconnue.  — Soit 

a$  ^  Y  (mod  I). 

Écrivons,  d'après  la  méthode  précédente 
kM  =  ï^  (modiT). 
D'après  les  résultats  du  n°  383  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante de  possibilité  est  que  D(AIa,  II)  divise  I7. 
Or: 

D  (Aîa,  lî)  =  ÎD  (Aa,  I)  =  ID  (a,  I). 

La  condition  est  donc  que  D(a,  I)  divise  7. 

Cette  condition  étant  supposée  remplie  la  solution  générale  est  : 

°  "^  D(ATa,  ri)  '^ 

ou  : 

$0  + 


D(a,  I) 


A  étant  un  idéal  de  la  classe  de     y  ■    ^^  encore  : 

X  étant  un  entier  divisible  par  ^-^ — ^r. 

D(a,  1) 

Le  nombre  de  solutions  incongrues  (mod  I)  est  le  nombre  des 
entiers  contenus  dans  un  système  complet  (mod  I)  et  qui  sont 

divisibles  par  ^. — ^ .   Il  est  facile  de  voir  que  ce  nombre  est 

%[D(«,  I)]. 

388.  Problème.  —  Déterminer  un  entier  B  tel  que  : 

^  ^  afj     (mod  Ij) 
?  =  aj     (mod  I2) 

J  =  at„     (mod  I„). 
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Ces  congruences  à  module  idéal  se  résolvent  par  la  méthode 
du  11°  386.  Proposons-nous,  en  supposant  le  problème  possible, 
de  trouver  la  forme  générale  de  la  solution.  Soit  ^o  une  solution, 
on  voit  que  ^  —  ^o  est  un  multiple  commun  delj,  I2,  ...  I,,.  Donc  : 

X  étant  un  entier  quelconque  appartenant  à  l'idéal  M(Ii,  I2,  ...  I„). 
Traitons  en  particulier  le  cas   011  Ii,  I2,    ...  I»   sont  premiers 
entre  eux  deux  à  deux.  Dans  ce  cas  le  problème  est  possible.  En 
effet  soit  d'abord  le  cas  de  deux  idéaux  : 


avec 


?i  =  «i 

(mod  I,) 

$2  ^  «2 

(mod  I2) 

I. 

=  d,{- 

-  Ti   -+-  W,  Hi) 

I2  =  di{—  r.2  -+-  0), 

«2) 

«1  = 

=  a,-h 

6,0),         Oo  = 

Oj  H-  650),         ^  =  x  -\- 

-  JIO, 

btie 

nt  pour 

x  et  y  les  congruences  : 

y- 

-  6j  ^  0     (mod  di) 

X  — 

Oi  +-  ri(ji  — 
J- 

6j)  ^  0     (mod  diiii) 
-  b-i^  0     (mod  ^2) 

X  — 

«2  +  r,{y.i  — 

6j)  ^  0     (mod  diiii). 

Or  I|  étant  premier  à  I2,  di  est  premier  à  di',  donc  la  première 
et  la  troisième  conditions  donnent  des  valeurs  pour  y.  Après  quoi 
la  première  et  la  quatrième  donnent  des  valeurs  pour  x  parce  que 
diRi  et  c?2n2  sont  aussi  premiers  entre  eux.  Le  problème  est  donc 
possible. 

Ayant  démontré  que  le  problème  est  possible  dans  le  cas  de 
deux  idéaux  on  démontrera  de  proche  en  proche  qu'il  est  possible 
pour  un  nombre  quelconque  d'idéaux. 

La  solution  générale  est  ^  -f-  X,  X  étant  un  entier  quelconque 
de  l'idéal  Iilj  ...In  (qui  est  ici  le  plus  petit  commun  multiple  de 
Ii,l2.  ...L). 

389.  Congru ence  du  second  degré  à  une  inconnue. 

1°  Congruence  dont  le  module  est  un  idéal  premier.  On  la  ramène 
comme  au  n"  33  a  la  forme  : 

^2  =  a     (mod  P). 


dans  ce  cas 

%(P)-i 
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Si  a  ^  o  (mod  P)  il  y  a  une  seule  solution  :  S  ^  o. 
Si  a  ^  0  (mod  P),  si,  de  plus,  P  n'est  pas  un  diviseur  de  2,  la 
condition  de  possibilité  est  (n"  377)  : 

%(P)-  I 
a       =•        =1     (mod  P) 

et  il  y  a  deux  solutions  ±  ^q.  On  dit  alors  que  a  est  reste  quadra- 
tique de  P.  On  pose  comme  au  n"  37  : 

'   (p)  =  '  __ 

(  p  )  =  —  1     lorsque  a       ^        ^  —  i  (mod  P) 
(  p  I  =  0  lorsque  a  ^  0  (mod  P). 

Si  P  est  un  diviseur  de  2  on  voit  lacilement  les  résultats  sui- 
vants :  si  m  ^  5  (mod  8),  2  est  décomposable  en  deux  facteurs 
premiers  dont  la  norme  est  2.  Soit  Q  l'un  de  ces  facteurs,  il  n'y  a 
qu'un  entier  (mod  Q)  non  divisible  par  Q,  c'est  i.  La  congruence  : 

a  une  solution  B^  i. 

Si  m  ^  5  (mod  8),  2  est  premier  ;  il  y  a  trois  entiers  (mod  2) 
non  divisibles  par  2,  à  savoir  i,  «,  i  +  w.  Soit  a  l'un  de  ces 
entiers,  la  congruence  : 

^*  ^E  a     (mod  2) 

a  une  solution  et  une  seule,  qui  est  a  ; 

2°  Congruence  dont  le  module  est  une  puissance  d'un  idéal  pre- 
mier (comparer  n°  26). 

Soit  : 

(2)  /(^)  =  o     (modP'"). 

On  la  suppose  résolu  pour  les  valeurs  i,  2,  ...m  —  i  de  l'expo- 
sant. Soit  ^0  une  solution  de  : 

f{k)=o     (modP»'-').  '  . 

Il  faut,  dans  (2),  poser  : 
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X  étant  un  entier  divisible  par  P"*"*,  et  déterminer  1  au  module 
P""  près.  Ainsi  X  est  déterminé  par  les  deux  congruences  : 

(3)  /(f,_HX)  =  o     (modP-) 

(4)  X  =  0     (mod  P'»-'). 

Si  on  développe  (3),  on  peut,  d'après  (A)  négliger  les  puissances 
de  X  à  partir  de  X%  et  il  vient  : 

/(S.)  4- )/'($o)  =  0     (modP-). 

Si/'(|o)  ^  o  (mod  P),  cette  congruence  a  une  solution  et  une 
seule  (mod  P*")  car  D[/'(^o)  P™]  =  i.  D'ailleurs  cette  solution 
satisfait  à  la  condition  (/i)  puisque /(^o)  et  P"*  sont  tous  les  deux 
divisibles  par  P"'"',  tandis  que  /'(|o)  ne  l'est  pas.  On  voit  ainsi 
que  :  à  chaque  racine  ^o  d^  f{^^  ^  o  {mod  P)  telle  que/'{^o)  ^  o 
{mod  P),  correspond  une  solution  et  une  seule  pour  la  congruence  (2). 

Si/'(^o)  ^  o  (mod  P),  il  faut  distinguer  suivant  les  plus  hauts 
exposants  de  P  qui  divisent  J'{Ho)  et  J{Bo).  Nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  d'achever  la  discussion  ; 

3°  Congruences  suivant  un  module  quelconque.  —  La  méthode 
est  la  même  qu'au  n°  26  en  s'appuyant  sur  les  résultats  du  n°  388. 

390.  Division  des  classes  d'idéaux  en  genres.  —  Nous  avons 
vu  au  Chap.  XVIII  comment  les  classes  de  formes  quadratiques 
primitives  de  déterminant  A  se  répartissent  en  genres.  Cette  répar- 
tition s'applique  immédiatement  aux  classes  d'idéaux.  Seulement 
comme  une  classe  d'idéaux  correspond  à  deux  classes  de  formes, 
lesquelles  sont  inverses  changées  de  signe  l'une  de  l'autre,  il  faut 
distinguer  deux  cas. 

I"  Cas.  A  est  tel  que  deux  classes  inverses  opposées  ont  toujours 

le  même  genre.  Gela  arrive  quand  les  facteurs  premiers  impairs 

du  déterminant  A  sont  tous  ^  i   (mod  4)  et  que,  de  plus,  si  A 

A 
est  pair  onav=i,  —  3  ou  2  (mod  8).  Dans  ce  cas,  une  classe 

d'idéaux  peut  être  en  rapport  avec  deux  classes  de  formes,  mais 
ces  deux  classes  ont  le  même  genre.  On  peut  donc  dire  que  ce 
genre  est  le  genre  de  la  classe  d'idéaux.  11  y  a,  dans  ce  cas,  autant 
de  genres  d'idéaux  que  de  genres  de  classes. 

2"  Cas.  —  Lorsque  A  ne  satisfait  pas  aux  conditions  du  premier 
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cas,  il  arrive  que  deux  classes  de  formes  inverses  opposées,  n'ont 
pas  le  même  genre.  Alors,  une  classe  d'idéaux  est  en  rapport  avec 
deux  classes  de  formes  qui  n'ont  pas  le  même  genre.  Ces  deux 
genres  de  formes  doivent  être  considérées  comme  ne  faisant  qu'un 
genre  d'idéaux.  Il  y  a  donc,  dans  ce  cas,  deux  fois  moins  de  genres 
d'idéaux  que  de  genres  de  formes. 

391.  Représentation  géométrique  des  idéaux  dans  le  cas 
des  corps  imaginaires.  —  Les  nombres  d'un  idéal  forment  un 
réseau  (n^SôG).  Le  parallélogramme  fondamental  a  pour  sommets 
les  points  0,  dn  et  —  r  -h  w.  Il  est  facile  de  voir  que  les  longueurs 
de  ses  côtés  sont  \  dn  \  et  d\/r^  -\-  pr  —  k,  et  que  l'angle  de  ces 
côtés  est  : 

—  (^^  +  p) 


arc  008 


a  /r*  -h  pr  —  k 


Ce  n'est  pas  un  réseau  quelconque.  En  appelant  /et  /'  les  lon- 
gueurs des  côtés  du  parallélogramme,  a  leur  angle,  les  trois 
quantités  suivantes  : 


ZV^— A 
—jf — '. —  1 
2t  Sin  3£ 

/V —  A            ^ —  A  cotg  a        p 
a/  sin  a                      a                  a 

iprfïvpmAn 

fin      r'    +    pr—  /f       ^j   „^c^r.f^ 

entiers.  Réciproquement  un  réseau  satisfaisant  à  ces  conditions  est 
un  idéal,  et  s'appellera  un  réseau  idéal. 

Deux  réseaux  idéaux  conjugués  sont  symétriques  par  rapport 
à  Ox  et  réciproquement. 

Etant  donné  un  réseau  idéal  le  diviseur  d  est  le  nombre  de  points 
du  réseau  qui  se  trouvent  sur  un  côté  d'un  parallélogramme  élé- 
mentaire les  deux  extrémités  du  côté  ne  comptant  que  pour  un 
point.  Quand  il  n'y  a  pas  sur  ce  côté  d'autre  point  du  réseau  que 
les  deux  extrémités  l'idéal  est  primitif. 

La  norme  est  le  nombre  de  points  du  réseau  contenus  dans  le 
parallélogramme  élémentaire,  comptés  comme  dans  I.  n°  lAg. 

Quand  un  réseau  idéal  est  divisible  par  un  autre,  tous  les  points 
du  premier  appartiennent  au  second.  La  réciproque  est  vraie. 

Oq  a  vu  (n"  352)  que  les  réseaux  idéaux  principaux  sont  carac- 

Càhh.  —  Théorie  des  nombre*,  t.  II.  46 
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térisés  par  ce  fait  qu'ils  sont  semblables  au  réseau  total.  On  peut 
généraliser. 

Théorème.  —  Deux  réseaux  idéaux  de  même  classe  sont  sem- 
blables et  réciproquement. 

Soient  en  effet  I  et  I'  deux  idéaux  de  même  classe.  On  a  : 

r  _  a' 

a,  ex!  étant  deux  nombres  existants.  Donc  le  réseau  de  F  s'obtient 
en  faisant  subir  au  réseau  de  I  une  homothétie  de  centre  0  et  de 


ra 


pportégalà  mod  (- j,  puis  une  rotation  égale  à  argument  (- )  ; 

le  réseau  ainsi  obtenu  est  semblable  au  premier.  La  réciproque  se 
voit  de  même. 

Le  rapport  d'homotbétie  est  égal  à  Mod  (-),  c'est-à-dire  à 
v/^)oue„finiV/f?- 

392.  Représentation  géométrique  des  classes  de  formes 
binaires  quadratiques  définies.  —  Considérons  les  réseaux 
qui  représentent  des  idéaux  de  même  classe.  D'après  ce  qui  précède 
si  on  réduit  chacun  d'eux,  I,  dans  le  rapport  \/%{î),  les  nouveaux 
réseaux  obtenus  sont  tous  égaux  entre  eux  et  ne  diffèrent  plus  que 
par  leur  orientation. 

Donc  si  on  ne  considère  que  la  forme  de  ce  réseau,  elle  corres- 
pond à  une  classe. 

Prenons  pour  construire  le  réseau  l'idéal  ( —  r  -4-  w.  n).  Le 
parallélogramme  fondamental  a  comme  longueur  de  côtés  /n  et 

4  /^        P^  et  comme  an^le  arc  cos  ■        ^^  ~~-£-  .  Ce  réseau 

V  n  °  ^H-4_pr  — /c 

correspond  aussi  à  la  classe  de  formes  quadratiques  binaires  en 

rapport  avec  la  classe  d'idéaux.  (Il  y  a  deux  classes  de  formes, 

l'une  comprenant  des  formes  définies  positives,  l'autre  des  formes 

définies  négatives  ;  nous  négligeons  la  seconde).  On  est  en  définitive 

amené  au  résultat  suivant  :  à  la  forme  définie  positive  (a,  6,  c)  on 

fait  correspondre  le  réseau  bâti  sur  un  parallélogramme  ayant  pour 

longueurs  de  côtés  \/â   et   y/c,    ces  côtés  faisant  l'angle  dont  le 
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cosinus  est  — -=.  Toutes  les  formes  d'une  même  classe  ont  le  même 
2  s/o.c 

réseau.  Les  carrés  des  distances  deux  à  deux  des  points  du  réseau 

sont  les  entiers  représentables  par  la  forme. 

La  surface  du  parallélogramme  fondamental  est  - — . 

D'ailleurs,  dans  ces  résultats  rien  ne  suppose  plus  que  le  déter- 
minant de  la  classe  de  formes  soit  un  noyau,  comme  cela  a  lieu 
dans  les  classes  de  formes  tirées  de  classes  d'idéaux. 

Les  deux  réseaux  correspondant  à  deux  classes  d'idéaux  ou  de 
formes  inverses  l'une  de  l'autre  sont  aussi  égaux,  mais  ne  peuvent 
être  amenés  à  coïncider  qu'en  faisant  sortir  l'un  d'eux  du  plan.  Gela 
tient  à  ce  que  les  réseaux  correspondants  à  deux  idéaux  conjugués 

( —  r  4-  w,  n)  et  ( —  /•  -h  w,  n)  sont  symétriques  par  rapport  à  Ox. 
Dans  le  réseau  correspondant  à  une  classe  de  formes  il  y  a  une 
infinité  de  parallélogrammes  fondamentaux.  Chacun  d'eux  corres- 
pond à  une  forme  de  la  classe.  La  forme  réduite  est  celle  qui 
correspond  au  parallélogramme  OAGB  tel  que  A  soit  le  point  du 
réseau  le  plus  voisin  de  0,  et  que  G  soit,  parmi  tous  les  points  du 
réseau  qui  ne  sont  pas  sur  OA,  celui  qui  est  le  plus  voisin  de  0. 
En  général  ces  conditions  définissent  un  seul  parallélogramme, 
dans  des  cas  particuliers  cela  peut  cesser  d'être  vrai.  Alors  il  faut 
des  conditions  supplémentaires  que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
de  trouver. 
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Il  existe  un  grand  nombre  de  définitions  des  idéaux.  Nous  allons 
montrer  ici  par  exemple  comment  on  peut  définir  les  idéaux  dans  les 
corps  quadratiques  comme  des  nombres  existant  réellement,  mais 
élangers  au  corps  et  qu'on  lui  adjoint. 

Pour  y  arriver  nous  supposerons  d'abord  acquise  la  théorie  des 
idéaux  telle  que  nous  l'avons  développée  et  nous  nous  proposons  de 
faire  correspondre  à  chaque  idéal  un  nombre,  de  façon  à  satisfaire  aux 
conditions  suivantes  : 

1°  8i  a  l'idéal  1  correspond  le  nombre  i  et  à  l'idéal  V  le  nombre  i',  à 
l'idéal  II'  correspond  le  nombre  ii'  ;  2'^  A  an  idéal  principal  (a)  correspond 
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le  nombre  a.  Si  ces  conditions  sont  remplies,  l'ensemble  des  nombres 
correspondant  aux  idéaux  obéira  aux  mêmes  lois  de  divisibilité  que 
l'ensemble  des  idéaux  et,  de  plus,  comprendra  l'ensemble  des  nombres 
du  corps. 

Pour  établir  cette  correspondance  entre  idéaux  et  nombres  il  suffît 
de  choisir  un  idéal  dans  chaque  classe  et  de  fixer  le  nombre  correspon- 
dant. Car  si  à  lidéal  I  correspond  le  nombre  i,  soit  I'  un  idéal  de  môme 
classe  que  I.  On  a 

I  _  a 

X'  —  ^ 
a,  aï  étant  deux  nombres  correspondants,   donc  à  1'  correspondra  le 

nombre  — 

a. 

Il  suffit  même  de  choisir  un  idéal  dans  chaque  classe  fondamentale 
du  groupe  des  classes.  Car  soient  G.  G',  ...  les  classes  fondamentales 
et  G'"C''"'  ...  une  classe  quelconque.  Si  dans  G  on  a  choisi  l'idéal  I 
auquel  correspond  le  nombre  i",  dans  G'  l'idéal  I'  auquel  correspond  le 
nombre  i'  etc.,  alors  l'idéal  l"'!'»»'  ...  appartient  à  la  claise  G'"G''"'  ... 
et  il  lui  correspond  le  nombre  j'"t''"'  ... 

Enfin  pour  choisir  i  correspondant  à  I  de  la  classe  G,  soit  e  l'expo- 
sant de  G.  On  aura  l"  =  a,  étant  un  nombre  existant.  Donc  i"  =  a, 
d'où  i  =■  \JoL  fon  prendra  une  détermination  quelconque  de  i/'^)-  Le 
lecteur  démontrera  sans  peine  que  la  correspondance  ainsi  établie 
entre  nombres  et  idéaux  satisfait  aux  conditions  imposées. 

Exemple.  —  Dans  le  corps  C{i\/b),  il  y  a  deux  classes  d'idéaux,  la 
principale  et  une  autre  d'exposant  a  contenant  I  =  ( —  i  -h  i\/b,  a). 
On  a  I*  =  2.  Donc  à  I  correspond  i  =  y/â. 

Voyons  alors  quel  nombre  correspond  à  un  idéal  ( —  r  +  i/S,  n) 
de  la  même  classe.  Ge  nombre  i  est  déterminé  par 

(—  1  H-  i/b,  a) {—  r  +  ty/S,  n) 

/a  "~"  i' 

d'où 

.,  _  /â( —  r  -h  iy/S,  n)  _  y/a  (—  r  -h  i^b,  n)  (—  i  —  isfS,  a) 
~     (—  1  H-  Wb,  a)  2 

( —  r  -Y-  i  y/S»  n)  ( —  i  —  Wb,  a)  est  un  idéal  principal  de  norme  an. 
Or  ( —  r  -h  i\/5,  Al)  appartenant  à  la  classe  de  ( —  i  -h  i^b,  a),  n  est 
représentable  par  la  forme  (a,  a,  3)  et  l'on  a 

n  =  aa;*  -)-  axj  -h  Sj^. 
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Donc  211  =  (arc  +  yY  -+-  py^. 

Donc  2/1  est  la  norme  de  2x  -\-  y  -h  i\^5.  Alors 

.,  _  ax  -hy  -h  iy\/b . 
Tels  sont  les  nombres  qu'il  faut  adjoindre  aux  nombres  du  corps . 

237     I  ■    Vil      l.i.  I  l/^  ) 

En  résumé  t ensemble  des  nombres    x  -h  iyvb  et '^-^z: 

obéit  aux  lois  de  la  divisibilité  du  corps  C(i). 

Mais  l'on  ne  peut  pas  additionner  ces  nombres,  car  les  résultats 
obtenus  sortiraient  de  l'ensemble.  D'ailleurs  les  nombres  que  Ton  fait 
ainsi  correspondre  aux  idéaux  ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur 
unité  près. 

Maintenant  on  conçoit  qu'au  lieu  d'arriver  à  ces  nombres  de  la 
façon  précédente  on  pourrait  les  adjoindre,  à  priori,  au  corps  C{i^b), 
et  l'on  aurait  ainsi  une  nouvelle  définition  des  idéaux  dans  ce  corps. 

II.  Déterminer  les  idéaux  premiers  dans  les  corps  0(1/2),  C(v/2), 
G(tV5),  C{^w). 

III.  Déterminer,  dans  un  corps  quadratique,  les  entiers  indécompo- 
sables en  facteurs  existants  qui  ne  sont  cependant  pas  premiers.  Appli- 
cation au  corps  C(iV5j. 


CHAPITRE    XXXI 


LES    ORDRES    D'ENTIERS   DANS    LES    CORPS 
QUADRATIQUES 


393.  Anneaux  d'entiers  dans  un  corps.  —  Nous  avons  con- 
sidéré au  n°  333  l'ensemble  des  entiers  x  -+■  iy\/3  [x,  y  entiers 
ordinaires)  et  nous  avons  vu  que  les  lois  de  la  divisibilité  des 
entiers  ordinaires  ne  s'appliquent  pas. 

Peut-on  rétablir  ces  lois  par  l'introduction  d'idéaux  ?  La  réponse 
ne  ressort  pas  des  chapitres  précédents,  car  les  résultats  obtenus 
dans  ces  chapitres  se  rapportent  à  l'ensemble  de  lous  les  entiers 
d'un  corps.  Or  les  nombres  x  +  iy\/S  ne  constituent  pas  tous  les 
entiers  du  corps  C(iV3). 

Les  entiers  x  -4-  yi\/E  forment,  dans  le  corps  C(i/3)  un  anneau, 
c'est-à-dire  que  la  somme,  la  différence,  le  produit  de  deux 
nombres  de  l'ensemble  appartiennent  encore  à  l'ensemble.  Nous 
allons  d'abord  rechercher  tous  les  anneaux  contenus  dans  un  corps 
quadratique  donné. 

Avant  cela  remarquons  que  dans  le  corps  C(i),  on  détermine 
immédiatement  les  anneaux  qui  ne  sont  autres  que  les  multiples 
d'un  certain  entier,  les  anneaux  ne  diffèrent  pas  des  idéaux. 

Il  est  évident  qu'un  anneau  est  un  réseau  et  qu'on  peut  le  définir 
par  une  base  à  deux  éléments.  On  sait  d'ailleurs  que  l'on  peut  sup- 
poser que  l'un  de  ces  deux  éléments  est  un  entier  ordinaire.  Soit 
donc  le  réseau  (a,  a),  a  étant  un  entier  rationnel;  quant  à  a  on 
suppose  que  ce  n'en  est  pas  un,  sinon  l'anneau  appartiendrait  au 
corps  C(i). 

On  voit  facilement  que  pour  que  ce  soit  un  anneau  il  faut  et  il 
suffit  que  les  nombres  a^  aa  et  a'  appartiennent  au  réseau.  Or  a^ 
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et  aa.  y  appartiennent  certainement,  reste  donc  à  expri  mer  que  a 
y  appartient,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  deux  entiers  «,  y,  tels  que 

ax  -\-  oiy  =^  a*. 

L'égalité  conjuguée  donne 

ax  H-  ay  =  a 

difiFérente  de  la  précédente  puisque  a  n'est  pas  rationnel. 
Ces  deux  égalités  donnent  les  valeurs  de  a;  et  7  : 

a    '      "^ 

La  seule  condition  pour  que  le  réseau  soit  un  anneau  est  que  la 
valeur  de  x  soit  entière,  c'est-à-dire  que  a  soit  un  diviseur  de  %(a). 
Ainsi  ; 

Les  anneaux  d'entiers  d'un  corps  quadratique  sont  les  réseaux 
(a,  a)  dans  lesquels  a  est  un  entier  quelconque  du  corps  cl  a  un 
entier  rationnel  diviseur  de  l'fc(a). 

On  peut  d'ailleurs  supposer  a  >►  o  et  en  posant  a  =  6  H-  cw  on 
peut  aussi  supposer 

o  <^  6  <;  a. 

Gomme  cas  particulier  on  constate  que  les  idéaux  [d{ —  a  +  w) ,  dn] 
avec  r^  -\-  or  —  k  ^  o  (mod  n)   sont  bien  des  anneaux . 

304.  Ordres.  —  Nous  n'étudierons  que  les  anneaux  dans  les- 
quels a=j.  Alors  on  peut  supposer  6  =  0.  De  tels  anneaux 
sont  dits  des  ordres.  Ainsi  un  ordre  est  un  réseau  de  la  forme 

(i,  cw) .  (c  >  o). 

On  peut  encore  dire  :  on  appelle  ordre  dans  un  corps  quadra- 
tique l'ensemble  des  entiers  de  ce  corps  dans  lesquels  le  coefficient 
de  w  est  divisible  par  un  entier  donné  c.  Cet  entier  c  est  dit  le  con- 
ducteur de  l'ordre. 

L'ordre  précédent  sera  désigné  par  0(cw). 

Par  exemple  l'ensemble  des  nombres  x  -f-  yi\/3  forme  l'ordre 
0(2/)  dans  le  corps  C{j).  Car  on  peut  écrire 

x-f- jiv/3=;X-h2Y/ 
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en  posant 

—  I  -4-  iV5        V  ,  V 

J  = ^— ^         X=x-hy        Y  =  j. 

L'ensemble  de  tous  les  entiers  d'un  corps  forme  l'ordre  0(w). 

Nous  allons  tâcher  de  faire  sur  un  ordre  0(cw)  une  théorie 
analogue  à  celle  que  nous  avons  développé  dans  les  chapitres  pré- 
cédents sur  l'ordre  0(w). 

On  dit  qu'un  entier  a  +  6cw  de  l'ordre  O(cco)  est  divisible  par 
un  autre  a  -+-  b'crù  quand  leur  rapport  est  encore  un  entier  de 
cet  ordre. 

Une  condition  nécessaire,  est  que  (a  -h  6cw)  soit  divisible  par 
a'  -f-  6'cw  dans  l'ordre  0(co).  Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante 
Par  exemple  cw  est  divisible  par  c  dans  0(w)  mais  non  dans  0(cw) 
(en  supposant  c  ^  i). 

Unités  de  l ordre  0(cw).  —  Ce  sont  les  entiers  de  0(c«)  qui 
divisent  tous  les  autres^.  En  particulier  ils  divisent  i ,  et  l'on  voit 
qne  ce  sont  les  entiers  de  0(cw)  dont  la  norme  est  ±  i.  Une  telle 
unité  X  -\-  cy(xi  est  déterminé  par 

(1)  x^  —  çicxy  —  kc^y^  =  ih  i. 

Cette  équation  se  ramène  immédiatement  à  une  équation  de 
Fermât. 

En  effet  posons  d  =  o  ou  i  suivant  que  c'est  pair  ou  impair. 
L'équation  s'écrit  : 

ou  en  posant 

p(c  —  p')  Y 

(substitution  unité),  on  obtient  une  équation  de  Fermât. 

En  particulier  ±:  i  sont  unités  dans  tout  ordre. 

Dans  les  corps  imaginaires  il  n'y  en  a  pas  d'autres  si  c  ;zf  i . 
En  effet  si  le  corps  n'est  ni  C(i)  ni  C(iV3),  il  n'y  en  a  pas  d'autres 
dans  l'ordre  0(w). 

Si  le  corps  est  G[i)  ou  C[j)  il  y  a  d'autres  unités  dans  0(w),  mais 
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ces  unités  n'appartiennent  pas  à  0(c&))  car  le^coeffîcient  de  w  est  -h 
ou  —  I. 

Dans  les  corps  réels,  tout  ordre  a  une  infinité  d'unités,  puisque 
l'équation  (i)  a  une  infinité  de  solutions.  Elles  sont  comprises 
dans  la  formule  ±  a',  u  étant  une  unité  fondamentale. 

395.  Idéaux  d'un  ordre.  —  Un  idéal  d'un  ordre  0(cw)  est 

l'ensemble  des  entiers  représentés  par  une  forme  linéaire  où  les 

coefficients  et  les  variables  appartiennent  à  l'ordre.  On  démontrera 

sans  peine  qu'ils  forment  un  réseau  qui  peut  prendre  la  forme  : 

d[[ —  r  -+-  coy)x  -+-  ny] 
avec 

(3)  r^  -h  pcr  —  /fc*  ^  o  (mod  n). 

Réciproquement  tout  réseau  de  celte  forme  est  un  idéal  de 
l'ordre.  L'entier  (d)  sera  dit  le  diviseur,  dr  le  résida  et  d^n  la 
norme  de  cet  idéal. 

On  définit  comme  au  n"  365  un  ensemble  complet  (mod  1), 
I  étant  un  idéal  d'un  .ordre,  et  l'on  démontre  que  le  nombre  des 
éléments  de  cet  ensemble  est  égal  à  %(I). 

La  condition  (2)  peut  s'écrire 

[.  +  P(£=P']V pp.  [.  ^  periP!]  _  [,>(si=?l)  +  A..]^o  (mod  „). 

Elle  exprime  que  n  est  représentable  primitivement  dans  une 
classe  primitive  de  déterminant  Ac^  On  est  alors  conduit  à  appeler 
cet  entier  Ac'  le  déterminant  de  l'ordre  0(cw). 

On  détermine  comme  au  n°  350,  les  idéaux  de  norme  donnée. 
En  particulier  il  n'y  a  qu'un  idéal  de  norme  i  qui  est  l'ordre  0(cw) 
lui-même. 

Un  idéal  principal  de  l'ordre  0(cw)  est  constitué  par  les  produits 
a^  où  a  un  entier  fixe  et  B.  un  entier  variable,  tous  les  deux  appar- 
tenant à  l'ordre.  La  condition  pour  [que  ( —  r  H-  cw,  n)  soit  un 
idéal  principal  de  l'ordre  0(cw)  est  que  n  soit  réprésentable  par  la 
forme  quadratique  principale  de  déterminant  Ac"  ou  par  cette 
forme  changée  de  signe 

.=±{[aH-?'^6]Vpp'[a  +  ei^)t]6-[P''''-^"'-*-fa']^i 
et  que  r  soit  congru  à  —  r  (mod  n). 
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Il  ne  peut  pas  arriver  que  tous  les  idéaux  de  l'ordre  soient  prin- 
cipaux (en  supposant  c  ;2f  i).  En  effet  il  n'est  pas  possible  qu'au 
déterminant  Ac"  ne  correspondent  que  la  classe  primitive  et  cette 
classe  changée  de  signe.  Car  il  y  aura  toujours  les  classes  non  pri- 
mitives obtenues  en  multipliant  par  un  diviseur  y  de  c  les  classes 

primitives  de  déterminant  -—  .  Il  en  résulte  qu'il  n'y  a  pas  d'ordre 

0(c&))  (c  ;zf  i)  011  s'appliquent  les  lois  ordinaires  de  la  divisibilité. 

Théorème.  —  Supposons  qu'au  déterminant  Ac*  ne  correspondent 

Ac* 
que  les  classes  principales  des  déterminants  —^  (y  =  diviseur  de  c), 

multipliées  respectivement  par  ") ,  et 'ces  classes  changées  de  signe. 
Dans  ces  conditions  l'idéal  ( —  r  -h  cw,  n)  est  principal  si  n  est 
premier  à  c. 

En  effet,  n  ne  peut  être  représenté  par  une  classe  de  détermi- 
nant -  multipliée  par  y,  puisque  n  est  premier  à  c.  Donc  n  est 

représenlable  primitivement  par  la  classe  principale  de  détermi- 
nant A  ou  par  cette  classe  changée  de  signe.  Le  reste  de  la  démons- 
tration s'achève  comme  au  n°  360. 

396.  —  ToTit  ce  qu'on  a  dit  aux  n°  361,  362  s'applique  aux 
idéaux  d'un  ordre. 

Le  produit  de  deux  idéaux  se  définit  comme  au  n<>  363. 

Mais  le  produit  d'un  idéal  par  l'idéal  conjugué  n'est  pas  toujours 
égal  à  la  norme.  Nous  allons  montrer  que  : 

Le  produit  d'un  idéal  par  l'idéal  conjugué  est  égal  à  la  norme, 
si  cette  norme  est  première  au  conducteur. 

En  efîet,  en  refaisant  le  calcul  du  n°  363  on  voit  que  pour  dé- 
montrer ce  théorème  il  suffit  de  démontrer  que  les  trois  entiers  : 

(3)  r^+pcr-Zcc^^         _  .r  -  cp,  n 

sont  premiers  dans  leur  ensemble. 

Supposons-leur  d'abord  en  commun  un  facteur  premier  impair  p. 
On  voit,  comme  au  n°  363  qu'il  devrait  entrer  au  carré  dans  Ac\ 
ce  qui  est  impossible  car  n  et  c  n'ont  pas  de  facteur  commun  et  A 
n'a  pas  de  facteur  premier  impair  au  carré. 
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Ensuite  les  entiers  (3)  ne  sont  pas  tous  les  trois  pairs.  C'est 
évident  si  n  est  impair.  Si  n  est  pair,  alors  c  est  impair;  alors  si 
0=1  c'est  encore  évident.  Enfin  si  n  est  pair  et  p  =  o,  supposons 

pi /fc» 

pour  un  instant pair.  On  en  déduirait  que  r*  —  kc^  serait 

divisible  par  4,  donc  aussi  r*  —  k,  ce  qui  n'est  pas  car  k  n'est 
congru  ni  à  o  ni  à  I  (mod  4)- 

397.  Idéaux  réguliers  d'un  ordre.  —  On  est  ainsi  conduit 
à  considérer  en  particulier  les  idéaux  d'un  ordre  dont  la  norme  est 
première  au  conducteur.  On  les  appelle  réguliers.  L'ensemble  de 
ces  idéaux  jouit,  relativement  à  la  multiplication  et  à  la  division, 
(Je  propriétés  tout  à  fait  analogues  à  l'ensemble  de  tous  les  idéaux 
du  corps.  D'abord  la  démonstration  du  n°  364  s'applique,  de  sorte 
que  la  norme  du  produit  de  deux  idéaux  réguliers  est  égale  au  pro- 
duit des  normes  des  Jacteurs.  Il  en  résulte  que  le  produit  de  deux 
idéaux  réguliers  est  un  idéal  régulier. 

Ces  théorèmes  s'étendent  sans  peine  à  un  produit  d'un  nombre 
quelconque  d'idéaux. 

La  multiplication  des  idéaux  réguliers  est  une  opération  unipare. 
(Même  démonstration  qu'au  n"  364j.  La  divisibilité  de  ces  idéaux 
se  traite  comme  pour  les  idéaux  ordinaires. 

On  arrive  alors  à  la  notion  d'idéaux  réguliers  premiers.  D'abord 
les  idéaux  (/>')  où  p'  est  un  facteur  premier  de  c  nesont  pas  réguliers 
et  n'ont  pas  à  être  considérés.  Ensuite  un  idéal  (p)  oii  p  est  un 
nombre  premier  non  facteur  de  c  est  régulier.  Il  est  décomposable 
ou  non  suivant  que  p  est  représentable  ou  non  par  la  forme  princi- 
pale de  déterminant  Ac'. 

Ce  sont  là  tous  les  facteurs  premiers  dont  sont  composés  les 
idéaux  régulier. 

Exemple.  —  Considérons  l'ordre  0(3/).  Ici  r  =  a,  le  nombres 
premier  2  n'a  pas  à  être  considéré.  Les  nombres  premiers  ordinaires 
congrus  à  —  i  (mod  6)  sont  encore  premiers,  les  nombres  premier 
ordinaires  ^  i  (mod  6)  sont  de  la  forme  a}  +  36^  et  se  décom- 
posent en  deux  facteurs  premiers  non  associés  (a  -+-  bi\Jl>)  {a  —  6iV3). 
Enfin  le  nombre  3  est  égal  à  —  (i/H)'. 

398.  —  Il  y  a  des  ordres  où  tous  les  idéaux  réguliers  sont 
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principaux.  Gela  arrive  lorsqu'au  déterminant  Ac^  ne  correspondent, 
comme  classes  primitives,  que  la  classe  principale  et  cette  classe 
changée  de  signe.  En  effet  les  classes  non  primitives,  produits  par 

un  diviseur  y  de  c  des  classes  primitives  de  déterminant  -y  n'inter- 
viennent pas  ici  puisque  n  étant  premier  à  c  n'est  pas  divisible  par  y. 

Exemple,  —  Soit  l'ordre  0(2^').  Au  déterminant  —  la  ne  correspond 

qu'une  classe  primitive  (i,   o,  3).   Donc  tous  les  idéaux  [réguliers 

de  l'ordre  0{2J)  sont  principaux.  La  décomposition  des  entiers  de  la 

forme  x  -+-  j/ —  3  [x  -h-  j  ^  i  (mod  a)]  en  facteurs  premiers  de  la 

même  forme  est  donc  possible  et  cela  d'une  seule  manière  (au  facteur 

—  1  près).  Exemple  : 

i5(34  -+-  3i/3)  =  5(i/3)«  (a  +  W3)  (i  4-  aiVâ)'. 

Mais  sur  l'ensemble  de  tous  les  idéaux,  réguliers  ou  non,  d'un 
ordre  0(cr«))  (c  ;zf  i),  il  est  impossible  de  faire  une  théorie  de  la 
divisibilité  analogue  à  celle  des  entiers  ordinaires.  La  multiplica- 
tion, dans  ce  cas,  n'est  même  plus  unipare. 

Exemple,  dans  l'ordre  0(2/)  on  a 

(i  -4-  iV5,  a)  (i  —  iy/â,  a)  =  (4.  a  +  aiV3,  a  —  atV3,  4) 

=  (a)  (a,  I  -+-  iv/3.  I  —  iV3)  =  (i  -f-  iV3,  a)  (a). 

Ainsi  les  produits  de  l'idéal  (i  +  iv^3,  a)  par  les  idéaux  différents 
(1  —  1V3,  a)  et  (a)  sont  les  mêmes. 

399.  —  Enfin  les  résultats  relatifs  aux  classes  d'idéaux  s©  géné- 
ralisent pour  les  idéaux  réguliers  d'un  ordre.  On  a  vu  que  les 
idéaux  de  l'ordre  0(w)  correspondent  aux  formes  primitives  de 
déterminant  primitif  A.  On  va  voir  de  même  que  les  idéaux  de 
l'ordre  0(cw)  correspondent  aux  formes  primitives  de  détermi- 
nant AcV 

Soit  l'idéal  ( —  r  -h  cw,  n).  La  congruence 

X*  H-  pex  —  /ce'  ^  o  (mod  n) 
a  pour  racine  r.  On  en  déduit  que  la  congruence 

X»  -f-  pp'X  —  ^^         PP    =  o  (mod  n) 
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c  —  p' 
est  aussi  possible  et  a  pour  racine  r  -\-  o .  Celle  racine  cor- 

pond  à  une  représentation  primitive  de  n  dans  la  classe  de  la  forme 

r*  -+-  pcr  —  /fc*\ 


("■ 


ar  ■+■  pc, 


Celte  classe  est  de  déterminant  Ac'  et  elle  est  primitive,  car  on 
a  vu  au  n°  396  que  ses  trois  'coefficients  sont  premiers  dans  leur 
ensemble. 

Chaque  idéal  régulier  de  l'ordre  0(cw)  correspond  ainsi  à  une 
classe  primitive  de  déterminant  Ac^  et  à  son  inverse  changée  de 
signe.  On  en  déduit  la  répartition  de  ces  idéaux  en  classes.  Les 
théorèmes  des  n"  378  à  379  s'appliquent. 


NOTES  ET  EXERCICES 

Dans  l'ordre  0(a  y/m)  (m  noyau  ^  i  (mod  4)).  si  m  ^  i  (mod  8) 
toutes  les  unités  du  corps  sont  unités  de  l'ordre.  Si  m  ^  5  (mod  8), 
et  si  l'unité  fondamentale  est  unité  de  l'ordre,  toutes  les  unités  du 
corps  sont  unités  de  l'ordre.  Si  w  ^  5  (mod  8)  et  si  l'unité  fonda- 
mentale u  du  corps  n'est  pas  unité  de  l'o.'dre  ;  les  unités  de  l'ordre 
sont  données  par  la  formule  ±  u^''. 

Dans  ce  même  ordre  l'idéal  ( —  r  -+-  \/m,  n)  où  r'  —  m  ^  (mod  n), 
est  principal  lorsque  n  est  impair,  ou  lorsque  n  ^  o  (mod  4)  avec 
m  ^  5  (mod  8),    ou  lorsque   n^o  (mod  4)  avec  m  ^  i   (mod  8)  et 

impair.  L'idéal  n'est  pas  principal  dans  les  autres  cas. 


NOTES  ET  EXERCICES  SUPPLÉMENTAIRES 

I.  Quel  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a"»  —  i  et  a"  —  i  ? 
(a,  m,  n,  entiers,  m  et  n  ]>  o). 

Quel  est  celui  de  a"'~^ -h  a"*~^  +  ...  -h  i  et  a"-*4-  a""^  -!-...+  i. 
Rép.         a^("''")  —  I     et    a^{'»<n)-i-  _]_  aD(m,n)-2  _(_    _^  _,_  j_ 

II.  Toute  fonction  symétrique  ^jv'b^cy  des  entiers  positifs  plus 
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petits  que  n  et  premiers  avec  lui,  dans  laquelle  a  -+-  ^  -f-  y  est  impair 
est  divisible  par  n. 

III,  La  congruence 

(1)  xP-"-  —  SiXP-*  +  SjorP-»  ...  -t-  Sp_i  =  o    (mod  p) 

(p  =  nombre  premier,  S»  =  somme  des  produits  i  à  i  des  entiers 
I,  2,  ..: p  —  i)  a  les  p  —  1  solution  i,  a,  ...  p  —  1 . 

Il  en  est  de  même  de  la  congruence  obtenue  en  remplaçant  dans  la 
précédente  x  par  kx  {k  =lp  o  (mod  p)  et  de  celle  obtenue  en  retranchant 
les  deux  précédentes  et  divisant  par  x,  soit  : 

(A-î'-i  _  1)0:^-»  _  Si{kt>-^  —  i)xP-^  -4-  ...  —  S,_2(/c  —  1)  =  o. 

Cette  congruence  est  donc  identique.  On  en  déduit  d'abord  : 

kP~^  —1^0  (théorème  de  Fermai) 
puis 

Si  ^  Sa  ^  ...  ^^  Sp_j  ^  o  (théorème  de  Ferrers) 

et  alors  (i)  pour  x  =  i  donne 

Sp_,  ^  —  I    (théorème  de  Wilson). 

Les  trois  théorèmes  se  trouvent  ainsi  démontrées  par  un  seul  cal- 
cul {Pomey  N.  A.  M.  4*  série  t.  XIX). 

IV.  Etudier  le  groupe  abélien  formé  par  les  classes  Ga  (n°  291)  mais 
dans  lequel  on  ne  considère  pas  comme  distinctes  Ga  et  G_a.  En  parti- 
culier étudier  le  cas  où  ce  groupe  est  de  rang  i .  La  base  est  alors  une 
classe  Cy,  y  étant  un  entier  qui  jouit  de  la  propriété  que  le  plus  petit 

exposant  ê  pour  lequel  Y  ^—  ^  (mod  p)    soit  ^- .    Ges  entiers 

ont  été  considérés  par  M.  Sainte  Laguë  sous  le  nom  de  racines  semi 
primilives  [Les  Réseaux,  Paris,  Hermann,  1925). 


TABLE   DES   MATIERES 


Chapitrb 


I.  — 


Chapitre 

II. 

Chapitre 

III. 

Chapitre 

IV. 

Chapitre 

V. 

Chapitre 

VI. 

Chapitre 

VII. 

Chapitre 

VIII. 

Chapitre 

IX. 

Chapitre 

X. 

Chapitre 

XI, 

Chapitre 

XII. 

Chapitre 

XIII. 

Chapitre 

XIV 

Chapitre 

XV. 

Chapitre 

XVI. 

Chapitre 

XVII. 

Pages 

Entier  ayant  des  restes  donnés  par  rapport 
a  des  modules  donnés  Théorème  de  Fermât . 
Restes  par  rapporta  un  module  premier 
des    puissances    successives  d'un  entier. 

Racines  primitives.    Indices i 

Généralisation  des  résultats  précédents  pour 

les  modules  non  premiers 58 

Analyse   diophantienne    du  second   degré  à 

une  inconnue 86 

Congruences  du  second  degré  à  une  inconnue        9a 

Définition  des  nombres  quadratiques  105 

Les    fractions  décimales.  Approximatioa    à 

—  ,  —  , . .    près 1 1 6 

10      100        ^ 

Définition  générale   du  nombre 129 

Fractions  continuelles i58 

Développement  en  fraction  continuelle  des 
nombres  quadratiques  réels 198 

Equation  diophantienne  du  second  degré  à 
deux  variables 217 

Formes  quadratiques  binaires.  Théorie  algé- 
brique.  Equivalence    arithmétique    des 
formes   définies 269 

Equivalence  arithmétique  des  formes  quadra- 
tiques binaires  indéfinies 3oo 

Questions  communes  aux  formes  définies  et 
aux  indéfinies.  Application  des  théories 
précédentes  à  l'analyse  diophantienne 324 

Détermination  des  classes  appartenant  à  un 
déterminant   donné 336 

Décomposition  des  entiers  en  une  somme  de 
deux   carrés 344 

Nombres  premiers  dont  un  entier  donné  est 

resté  quadratique.  Loi  de  réciprocité 352 

Extension  des  résultats  du  chapitre  XV  aux 
déterminants  auxquels  ne  correspond 
qu'une  classe  primitive ^ 383 


736 


TABLE    DES    MATIERES 


COAPITRB 

XVIII. 

Chapitrb 

XIX. 

Chapitre 

XX. 

Chapitre 

XXI. 

Chapitre 

XXII 

Chapitre 

XXIII. 

Chapitre 

XXIV. 

Chapitre 

XXV. 

Chapitre 

XXVI. 

Chapitre 

XXVII. 

Chapitre  XXVIIl. 

Chapitre      XXIX  — 


Chapitre 
Chapitre 


XXX. 
XXXI. 


Pages 

Genre  des  formes  quadratiques  binaires 39 1 

Différentes  espèces  de  développements   en 

fractions  continuelles  régulières 407 

Suites  de  meilleure  approximation 429 

-  Représentation  géométrique  pour  le  groupe 

modulaire  et  la  réduction  des  formes  qua- 
dratiques Réduction  continuelle  d'Hermite      45o 

-  Multiplication  des  classes 470 

•  Digression    sur    la    théorie    des   groupes. 

Modules.  Groupes  abeliens 5oi 

Groupe  des  classes  primitives  de  détermi- 
nant donné.  Groupe  des  genres 545 

Le  problème  de  Fermât  pour  le  deuxième,  le 

troisième  et  le  quatrième  degré 591 

Arithmétique  du  corps  C( j) 607 

Arithmétique  dans  le  corps  C(//3) 644 

Théorie   générale   des   corps   quadratiques. 

Entiers.  Unités 659 

Idéaux  dans  les  corps  quadratiques.  Décom- 
position en  facteurs  idéaux  premiers 673 

Classes  d'idéaux.  Analyse  diophantienne. . .       707 
Les  ordres  d'entiers  dans  les  corps  quadra- 
tiques         726 


11/ 


SAINT-AMAND    (cher).    —   imprimerie   BUSSièRB 


QA 

2a 

G27 
t. 2 


Cahen,  Eugène 

Théorie  des  nombres 


Aççlktl  Sel 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 


UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


:v^.«.^. 


■>i 


-^^^ 


>"-) 


